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Kapitel  I. 
Die  Geometrie  der  stetigen  ftmndgebilde. 

§  1.    Einleitende  Definitionen  und  Begriffe. 

Mit  dem  Namen  geometrische  G-nrndgehilde  1^'  Stufe  be- 
zeichnet man  die  folgenden  drei  geometrischen  Figuren: 

1.  Die  gerade  Fimktreihe,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  auf 
einer  Geraden  liegenden  Pimkte,  der  Elemente  des  Gebildes. 
Die  Gerade  heisst  der  Träger  der  Fmiktreihe. 

2.  Das  StrahlenMschel^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ge- 
raden einer  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt,  den  Träger  oder 
Scheitel  des  Büschels,  gehen. 

3.  Das  Ebenenbüschel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ebenen 
des  Baums,  welche  eine  Gerade,  den  Träger  oder  die  Axe  des 
Büschels,  gemeinschaftlich  haben. 

Geometrische  Gebilde  2^^  Stufe  nennt  man  die  folgenden 
vier  geometrischen  Figuren: 

1.  Das  ebene  Punktsystetn^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  einer  Ebene. 

2.  Das  ebene  Strahlensystcm,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen. 

3.  Das  Strahlenbwulel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Pimkt  gehenden  Geraden  des  Eaums. 

4.  Das  Ebenenbündel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Pimkt  gehenden  Ebenen  des  Baums. 

Geomärische  Gebilde  5*®'  Stufe  heissen  schliesslich  die  fol- 
genden; 

1.  Das  räumliche  Punktsystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  des  Baums. 

2.  Das  räumliche  Ebenensystem^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Ebenen  des  Baums. 

Pascal,  Bepertorium.  IL  1 


2  Kapitel  I.   Die  Geometrie  der  stetigen  Grundgebilde. 

Der  Kürze  wegen  pflegt  man  auch  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  und  Strahlen  eines  ebenen  Punkt-  und  Strahlensystems 
ein  ebenes  System  und  die  Gesammtheit  aller  Strahlen  und 
Ebenen  der  denselben  Punkt  als  Träger  enthaltenden  beiden 
Strahlen-  und  Ebenenbündel  em  räumliches  Bündel  oder  Bündel 
schlechtweg  zu  nennen.  Die  Gesammtheit  der  beiden  Gebilde 
3*®'  Stufe  endlich  heisst  der  Raum: 


Wenn  ein  geometrisches  Gebilde  i*®'  Stufe  gegeben  ist,  so 
lässt  sich  eine  solche  Correspondenz  zwischen  seinen  Elementen 
tmd  den  Zahlen  der  natürlichen  J&eihe  herstellen,  dass  jedem 
Element  eine  einzige  Zahl  und  jisder  ^ahl  nur  ein  einziges  Ele- 
ment entspricht,  u/nd  dass  ferner,  wenn  eine  Zahl  N  und  das 
entsprechende  Element  a  festgestellt  sind,  sich  bei  beliebig  Mein 
gegebenem  <s  immer  eine  solche  Grösse  x  finden  lässt,  für  welche 
die  Elemente,  die  allen  zwischen  N  und  N -^  x  liegenden 
Zahlen  entsprechen,  einen  Abstcmd  von  a  haben  (wenn  es  sich 
um  Punktreihen  handelt)  oder  (bei  Büscheln)  einen  Winkel  mit  a 
bilden,  der  kleiner  als  <?  ist.  Dieser  beiden  Eigenschaften  wegen 
heisst  die  Correspondenz  ein-eindeutig  und  stetig, 

Ist  ein  geometrisches  Gebilde  ^*®'  oder  5*®'  Stufe  gegeben^ 
so  lässt  sich  auf  ähnliche  Art  eine  ein- eindeutige  und  stetige 
Correspondenz  zwischen  seinen  Elementen  und  den  Paaren  bez, 
Tripeln  der  natürlichen  Zahlen  herstellen,  wenn  man  „stetige  Cor- 
respondenz*' so  definirt,  wie  es  eben  bei  den  Gebilden  1^'  Stufe 
geschehen  ist 

Die  Zahlen,  welche  auf  solche  Art  den  Elementen  des  ge- 
gebenen Gebildes  entsprechen,  heissen  die  Coordinaten  der  Ele- 
mente dieses  Gebildes, 

Die  Gebilde  Jt*®',  ^*®^  5*®'  Stufe  sind  Gebilde  mit  einer, 
bez.  zwei  und  drei  Coordinaten. 

Man  sagt  auch,  die  Gebilde  1^\  2*®',  3*®'  Stufe  seien  von 
einer,  zwei,  bez.  drei  Dimensionen  oder  sie  enthalten  oo^,  oo^, 
oo^  Elemente. 

Von  einem  festen  Centrum,  dem  Projectionscentrum  aus  eine 
aus  Punkten  imd  Geraden  bestehende  Figur  projidren,  heisst, 
die  Strahlen  construiren,  welche  von  dem  Centrum  aus  durch  die 
Punkte  der  Figur  gehen,  und  die  Ebenen  ziehen,  welche  das  feste 
Centrum  imd  die  Geraden  der  Figur  verbinden. 

Von  einer  festen  Geraden,  der  Projcctionsaxe  aus  eine  aus 
Punkten  bestehende  Figur  projiciren,  heisst,  die  durch  die  feste 
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Gerade  und  jeden  der  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebenen  con- 
struiren. 

Eine  aus  Ebenen  und  Geraden  zusammengesetzte  Figur  mit 
einer  Ebene  schneiden  bedeutet,  die  Schnitte  der  schneidenden 
Ebene  mit  den  gegebenen  Ebenen  und  Geraden  construiren. 

Eine  aus  Ebenen  bestehende  Figur  mit  einer  Geraden 
schneiden,  heisst  die  Schnitte  der  Geraden  mit  allen  Ebenen  der 
Figur  construiren. 

Die  geometrischen  Gebilde  derselben  Stufe  werden  durch 
Projectionen  imd  SchniMe  auseinander  abgeleitet 


In  der  modernen  Geometrie  ist  das  Studium  der  Zuord- 
nimgen  oder  Correspondenzen  zwischen  den  Figuren  oder  den 
geometrischen  Gebilden  besonders  dann  von  grosser  Bedeutimg, 
wenn  es  den  Zweck  verfolgt,  die  Eigenschaften  einer  Figur  aus 
den  Eigenschaften  der  ihr  entsprechenden  Figur  abzuleiten. 

Eine  Correspondenz  kann  ein-eindeutig  sein  oder  nicht.  Sie 
ist  ein-eindeutig,  wenn  jedem  Element  des  einen  der  beiden  Ge- 
bilde ein  einziges  Element  des  anderen  entspricht  und  umge- 
kehrt. 

Die  beiden  in  Beziehung  gesetzten  Gebilde  können  auch 
superponirt  oder  conlocal  (Weyr,  Projectivisdie  Geometrie,  Wien 
1883)  sein,  d.  h.  denselben  Träger  haben.  In  diesem  Fall  kann 
die  Correspondenz  derart  sein,  dass  einem  Element  immer  das- 
selbe andere  Element  entspricht,  mag  nun  das  erstere  als  dem 
einen  oder  dem  anderen  Gebilde  angehörig  betrachtet  werden; 
eine  solche  Beziehung  heisst  invölutorisch*^  man  sagt  alsdann  auch, 
die  Elemente  entsprechen  sich  auf  doppelte  Art, 

Zu  den  einfachsten  Correspondenzen  gehören  die  Brojecti- 
vität^  die  man  auch  Collineation  oder  Homographie  nennt,  und 
von  welcher  die  Homologie  (Poncelet)  und  öie  Perspcctivität  specielle 
Fälle  sind;  femer  die  Dualität^  auch  Gorrelation  oder  Beciprocität 
genannt. 

Von  zwei  geometrischen  Grundgebilden  sagt  man,  sie  seien 
projediv  aufeinander  belogen  oder  stehen  in  projediver  Cor^ 
respondenz  oder  einfach  sie  seien,  projediv,  wenn  sich  zwischen 
ihren  Elementen  eine  solche  Beziehung  herstellen  lässt,  dass 
man  das  eine  Gebilde,  aus  dem  anderen  mittelst  einer  endlichen 
Anzahl  von  Projectionen  oder  Schnitten  ableiten  kann.  Anstatt 
projediver  Gebilde  kann  man  ihnen  auch  den  Namen  homogra-^ 
phischer   oder  collinearer  Gebilde  geben.     Diese   Definition    gilt 

1* 
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nicht  für  Gebilde  S*®'  Stufe;  für  die  letzteren  kann  die  folgende 
gegeben  werden: 

Zwei  Gebüde  2*®'  o^r  3*®'  Stufe  heissen  projecUVy  wenn 
ihre  ülemente  derselben  Stufe  sich  eia-eindeutig  deraoi  entsprechen, 
dass  Elementen,  die  einander  angeh^re%  wieder  einander  ange- 
hörige  Elenaente  zugeordet  sind 

Zteei  0^  emem  dritten  projective  Gebilie  sind  awcfe  unter 
sich  projectiv. 

Zwei  Grundgebüde  sind  jperspectw  in  den  folgenden  Fällen: 

1)  Zwei  Punktreihen,  wenn  sie  Schnitte  desselben  Strahlen- 
hüschels  sind. 

2)  Zwei  Ebenenbüschel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen 
Centren  aus  dasselbe  Strahlenbüschel  projiciren. 

3)  Zwei  Strahlenbüschel,  wenn  sie  dieselbe  Punktreihe  von 
zwei  verschiedenen  Centren  aus  projiciren,  oder  Schnitte  dessel- 
ben Ebenenbüschels  sind. 

4)  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlen-  (oder  Ebenen-) 
Büschel  oder  auch  ein  Strahlen-  und  ein  Ebenenbüschel,^  wenn 
das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

5)  Zwei  ebene  Punkt-  oder  Strahlensjsteme ,  wenn  sie 
Schnitte  desselben  Bündels  sind. 

6)  Zwei  Bündel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen  Centren 
aus  dasselbe  ebene  Punkt-  bez.  Strahlensystem  projiciren. 

7)  Eiu  ebenes  Punkt-  oder  Strahlensystem  und  ein  Bündel, 
wenn  das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

Zwei  superponirte  ebene  Systeme  heissen  homolog,  wenn 
sie  Schnitte  zweier  perspectiver  Bündel  siad;  zwei  Bündel  mit 
denselben  Scheitel  heissen  homolog,  wenn  sie  von  dem  Scheitel 
aus  zwei  perspective  ebene  Systeme  projiciren. 


Zwei  ebene  Systeme  nennt  man  dttäl,  reciproJc  oder  corre- 
lativ,  wenn  die  Punkte  des  einen  ein-eindeutig  den  Geraden  des 
anderen  entsprechen  und  umgekehrt,  und  wenn  die  Beziehung 
derart  ist,  dass  Elementen,  die  einander  angehören,  wieder 
einander  angehörige  Elemente  zugeordnet  sind. 

Zwei  Bäume  nennt  man  dual,  reciproJc  oder  correlativ, 
wenn  die  Punkte,  Ge^'aden  und  Ebenen  des  einen  ein-eindeutig 
bez.  den  Ebenen,  Geraden  und  Fu/nkten  des  anderen  derart  ent- 
sprechen, dass  einander  angehörigen  Elementen  Elemente  zu- 
geordnet sind,  die  ebenfalls  einander  angehören. 
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Projectiv  wird  jede  Eiffensckaft  einer  fHgur  genannt,  welche 
bestehen  bleibt,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Figur  eine  andere 
ihr  projective  substituirt.  Jede  solche  Eigenschaft,  welche 
wesentlich  von  den  Massen  der  Abstände,  Winkel,  Flächeninhalte 
etc.  abhängt,  heisst  metrische  Eigenschaft. 

Es  giebt  metrische  Eigenschaften,  die  auch  projediv  sind. 

Graphisch,  descriptiv  oder  Eigenschaft  der  Lüge  heisst  jede 
Eigenschaft,  die  sich  aasschliesslich  auf  die  Lage  der  Elemente 
der  Figur  bezieht  und  aus  welcher  jeder  Begriff  von  Grösse, 
weldier  Art  er  suich  sei,  entfernt  ist.  Dahin  gehört  z.  B.,  dass 
eine  Linie  oder  Fläche  durch  gewisse  Punkte  geht  oder  dass 
mehrere  Linien  oder  Flächen  gewisse  Punkte  oder  Linien  ge- 
meinschaftlich haben  etc. 

Jede  graphische  Eigenschaft  ist  immer  projediv. 

Die  graphischen  Eigenschaften  der  Figuren  sind  einem 
Oesetz  unterworfen,  welches  das  Prindp  der  Dualität  oder  Cor- 
rdation  in  der  Ebene  und  im  Baume  genannt  wird: 

Jedes  Theorem,  welches  eine  graphische  Eigenschaft  einer 
ebenen  Figur  ausdrückt,  bleibt  bestehen,  wenn  man  überall  die 
Elemente  Gerade  und  Funkt  in  die  Elemente  Funkt  und 
Gerade  verwandelt  und  an  die  Stelle  der  Elemente,  die  sich 
angehören,  wieder  sich  angehörige  Elemente  substituirt. 

Jedes  Theorem,  weJdies  eine  graphische  Eigenschaft  einer 
räumlichen  Figur  ausdrückt,  behält  seine  €rüUigkeit,  wenn  man 
überaU  die  Elemente  Funkt  und  Ebene  in  die  Elemente  Ebene 
und  Funkt  verwanddt,  das  Element  Gerade  unverändert  lässt 
und  die  Elemente,  welche  einander  angehören,  wieder  durch  dn- 
ander  angehörige  Elemente  ersdzt. 

Die  beiden  Operationen  des  Frojicirens  von  einem  Centrum 
(oder  dner  Äxe)  aus  und  des  Schneidens  mü  dner  Ebene  (oder 
Geraden)  sind  zwd  duale  Operationen  im  Raum;  ebenso  sind  die 
beiden  anderen  des  Frojicirens  von  dnem  Centrum  in  dn/cr  Ebene 
aus  und  des  Sdineidens  mit  dner  Geraden  in  dner  Ebene  dudle 
Operationen  in  der  Ebene. 

Zwei  einem  dritten  correlative  geometrische  Gebilde  sind  piv- 
jediv  zueinander, 

Eiue  Dualität  zweier  superponirter  Gebilde  (mit  demselben 
Träger)  kann  auch  involutorisch  sein  und  heisst  dann  Folarität, 

Das  Folaritätsprincip  ist  daher  nur  ein  specieller  Fall  des 
Dualitätsprincips. 

Nadi  dem  Frindp  der  Dualität  entspricht  dner  ebenen 
Curve,   die  als  Ort   von  Funkten  angesehen  wird,    eine  andere. 
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welche  als  Einhüllende  der  Tangenten  in  diesen  Funkten  be- 
trachtet mrd;  d,  h.,  den  Funkten  einer  Curve  entsprechen  die 
To/ngenien  einer  anderen. 

In  der  Geometrie  ist  der  Begriff  der  unendlich  fernen  Ele- 
mente grundlegend. 

Man  sagt: 

Alle  parallelen  Geraden  einer  Ebene  treffen  sich  in  einem 
"unendlich  fernen  Punkt. 

In  einer  Ebene  gibt  es  so  viele  unendlich  ferne  Funkte^ 
als  Bichtungen  der  Geraden  in  dieser  Ebene  möglich  sind, 

Biese  Ftmkte  liegen  sämmtUch  auf  einer  Geraden,  der  un- 
endlich fernen  Gereden  der  Ebene. 

Alle  parallelen  Ebenen  des  Baums  treffen  sich  in  einer  un- 
endlich fernen  Geraden, 

Alle  unendlich  fernen  Geraden  des  Baums  sowie  alle  un- 
endlich fernen  Funkte  liegen  sämmtlich  in  einer  Ebene,  welche 
die  unendlich  ferne  Ebene  des  Baums  heisst 


Zwar  werden  die  discontinuirlichen  Gebilde  erst  in  dem 
folgenden  Kapitel  behandelt,  doch  wird  es  zum  Verständniss  der 
nächsten  Paragraphen  nöthig  sein,  die  Definition  des  vollständigen 
Vierecks  und  Vierseits  bereits  hier  vorauszuschicken. 

Vollständiges  ebenes  Viereck  heisst  die  Figur,  welche  von 
vier  Punkten  (Ecken)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei  iü  einer 
Geraden  liegen)  imd  den  sechs  Geraden  (Seiten)  gebildet  wird, 
welche  diese  Punkte  zu  je  zweien  verbinden;  die  drei  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten,  d.  h.  •  derjenigen  Seiten,  die  sich  nicht 
in  einem  der  gegebenen  Eckpunkte  treffen,  bilden  ein  Dreieck, 
welches  das  Biagonaldreieck  h«isst. 

Vollständiges  ebenes  Vierseit  wird  die  Figur  genannt,  die 
aus  vier  Geraden  (Seiten)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen)  und  aus  sechs  Punkten  (Ecken)  ge- 
bildet ist,  in  welchen  diese  Seiten  sich  zu  je  zweien  schneiden; 
die  drei  Geraden,  welche  die  Gegenecken,  d.  h.  die  nicht  auf 
derselben  Seite  gelegenen  Ecken  verbinden,  bilden  das  sogenannte 
Dlagonaidreiseit. 

§  2.    Die  Geometrie  der  Gebüde  1**'  Stufe. 

1.  J)ie  gerade.  Funktreihe;  —  Eine  Gerade  kann  von 
.einem  ihrer  Funkte  aus  in  zwei  Richtungen  durchlaufen  werden ; 


§  2.   Harmonische  Punkte. 


die  eine  dieser  Eichtiingen  heisst  die  positive^  die  andere  die 
negative.  Jede  Strecke  der  Geraden  soll  mit  +  o^®^  "^  ^^" 
zeichnet  werden,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder  negativer 
Kichtung  durchlaufen  wird. 

Unter  der  Bezeichnung  AB  verstehen  wir  die  Zahl,  welche 
die  Strecke  misst,  die  von  Ä  anfangend  his  B  geht.  Auf  diese 
Art  ist  AB  =  ~BÄ, 

Zivis chen  den  durch  drei  PwnJcie  A,  B,  C  einer  Geraden 
bestimmten  Strecken  besteht  die  Relation: 

AB  +  BÖ+CA  =  0. 

Für  die  durch  vier  Fimkte  Ä,  B,  C,  D  einer  Geraden 
bestimmten  Strecken  gilt  die  Beziehung: 

AB'CD  +  ÄC'DB  +  AD'BG=0, 

Nennt  man  die  Abstände  der  Punkte 

1,  .2,  3,... 

^18'  ^18'*  '  *'  ^^  besteht  zwischen  den  Abständen  dreier  in  einer 
Geraden  liegender  Punkte  die  Belation  (in  Determinantenform): 


0 

1 

1 

1 

1 

0 

dh 

61, 

1 

öli 

0 

Sh 

1 

öli 

dh 

0 

=  0. 


Man  sagt,  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  D  einer  Geraden  seien 
harmonisch,  wenn  zwischen  den  von  ihnen  begrenzten  Strecken 
die  Beziehung 

1    1     1 1 

.  ÄC        ÄB^^  AB        AB 

oder  ^ 


oder  auch 


besteht. 

Bezeichnet  man   mit  M  den  Mittelpunkt  der  Strecke  AB^ 
3^  ist  auch 

MC  •  MD  =  MA?. 


'2 
AB 

1 
~ÄC 

+-1 

AC 

AD 

CB 

DB 
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Die  Punkte  Ä  und  B  lieissen  coi^jugirt  zu  einander,  ebenso 
O  und  D. 

Geometrisch:  Die  vier  Punkte  Äj  JB,  C,  D  nennt  man 
harmonische  wenn  sich  ein  vollständiges  Viereck  so  conßtruireix 
lä$$t,  dass  zwei  Gegenseiten  sich  in  Ä  schneiden,  zwei  andere 
Gegenseiten  in  B^  die  fünfte  Seite  durch  C  und  die  sechste  (die 
Gegenseite  zur  fünften)  durch  D  geht.  Kann  man  von  solchen 
Vierecken  eines  construiren,  so  lassen  sich  wnendlich  viele  ziehen. 

Wenn  vier  harmonische  Punkte  von  einem  Centrtim  a¥S 
auf  eine  Gerade  proßcirt  werden,  so  erhält  man  wieder  vier 
harmonische  Pimkte, 

Sind  drei  Punkte  A,  B,  0  und  die  Ordnung,  in  welcher 
sie  betrachtet  werden  sollen,  gegeben,  so  ist  dadurch  auf  eine 
einzige  Art  ein  vierter  Punkt  D  bestimmt,  der  mit  ihnen  in  har- 
monischem Verhältniss  steht,  und  zwar  derart,  dass  er  zu  C  con- 
jugiert  ist. 

Wenn  AB  CD  ein  harmonisches  Gebilde  ist,  so  sind  auch  die 
Gebilde  BACD,  ABBC,  BABC  harmonisch. 

In  dem  harnwnisdien  Gebilde  AB  OB  werden  die  conju- 
girten  Punkte  -4,  B  nothwendiger  Weise  durch  die  beiden  anderen 
C,  B  getrennt. 

In  dem  vollständigen  Vierseit  wird  jede  Biagondlseite  har- 
monisch durch  die  beiden  anderen  Biagonälseiten  getheilt. 


Wenn  vier  Punkte  -1,  B,  C,  Z>  auf  einer  Geraden  gege- 
ben sind,  so  nennt  man  das  Verhältniss  der  Abstände 

ÄC     AB 
BC  'BD 

das    Boppelverhältniss  oder  anharmonische   Verhältniss   der  vier 
Punkte  und  bezeichnet  es  mit  (^ABCB), 

Ein  Boppelverhältniss  ändert  sich  nicht,  wenn  man  zwei 
Punkte  miteinander  vertauscht  und  zugleich  au^ch  die  beiden  anderen. 

Vertauscht  man  die  vier  Punkte  .  auf  die  sämmtliöhen 
24  möglichen  Arten  miteinander,  so  nimmt  das  Boppelverhältniss 
nur  sechs  verschiedene  Werthe  an,  die  sich  auf  einfache  Art 
durch  einen  einzigen  von  ihnen  ausdrücken  lassen. 

Wenn  X  das  Boppelverhättniss  (AB  OB)  bezeichnet,  so  sind 
diese  sechs  Werthe: 
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(AB  CD)  =  i, 

(ABI)G)  =  Y 
(ACBD)  =  l—k, 

(ÄDCB)^^. 

Wenn  zwei  der  vier  Fwnkte  zusammenfallen,  so  nimmt  ihr 
Boppelverhältniss  einen  der  Werthe  0,  1,  oo  an. 

Sind  die  mer>  Punkte  harmonisch,   so  erhält  ihr  Boppelver- 
hältniss einen  der  Werthe  —  1,  j,  2. 

Die  sechs  anharmonischen  Verhältnisse  von  vier  reellen 
Funkten  sind  im  Allgemeinen  ungleich,  es  sei  denn,  es  handele 
sich  um  einen  der  beiden  vorstehenden  Fälle,  in  welchen  sie  zu 
je  zweien  gleich  sind  und  die  sechs  Verhältnisse  sich  daher  auf 
nur  drei  verschiedene  reduciren. 

Wen/n  einer  der  Punkte  der  unendlich  ferne  Punkt  ist,  so- 
wird  das  Doppdverhältniss 

Ist  das  Boppelverhältniss  (ABCB)  gleich  A,   so  hat  manr 


Wenn  man  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  0,  den  Anfangs- 
punkt, festlegt  und  angibt,*  welche  Eichtung  die  positive  sein  solV 
sowie  eine  Masseinheit  zu  Grunde  legt,  so  lässt  sich  jeder  Punkt  A 
der  Geraden  durch  die  Zahl  bestimmen,  welche  seinen  Abstand 
vom  Anfangspimkt  misst;  dabei  muss  man  diese  Zahl  positiv  oder 
negativ  nehmen,  je  nachdem  die  Strecke  OA  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  positive  oder  negative  Zahl,  welche  auf  solche  Art 
dem  Punkt  A  entspricht,  wird  die  gewÖhnÜ^e  Coordinate  oder 
die  Ahsdsse  von  A  genannt. 

Denkt  man  sich  dagegen  zwei  Punkte  A,  B  festgelegt 
und  ist  C  ein  beliebiger  dritter  Punkt,  so  heisst  das  Verhiiltniss 

AC 


r 


CB 
die  harycentriiche  Coordinate  des  Punktes  C. 
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Die  harycentrische  Cooräinate  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Geraden  ist  —  1 . 

Legt  man  schliesslich  drei  Punkte  A,  B,  C  der  Geraden 
fest,  so  lässt  sich  das  Doppelverhältniss  {AB  CD)  als  Coordinate 
eines  beliebigen  Punktes  D  der  Geraden  auffassen.  Diese  Coordinate 
pflegt  man  die  projective  zu  nennen.  Die  Punkte  A,  B  haben 
oo  und  0  zu  Coordinaten  und  heissen  die  Fundamentalpunkte; 
der  Punkt  C  hat  die  Coordinate  1  und  wird  der  Einheits- 
punkt  genannt. 

Von  diesem  Coordinatenspstem  ist  da^  System  der  gewöhn- 
lichen Coordinaten  ein  specieUer  Fall;  man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, A  sei  der  unendlich  ferne  Pimkt,  B  der  Coordi^aten- 
anfang  und  C  liege  im  Abstand  -f-  1  von  B. 

Das  heisst:  Def*  Abstand  zweier  Punkte  ist  dem  anharfnoni- 
sehen  Verhältniss  des  aus  diesen  beiden  Punkten,  dem  unendlich 
fernen  Punkt  und  dem  Einheitspunkt  gebildeten  Quad/rupels  gleich. 

Liegt  dagegen  C  in  der  Mitte  zwischen  den  Punkten  A^  Bj 
so  werden  die  projectiven  zu  barycentrischen  Coordinaten, 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  homogenen  Coordi- 
naten der  Punkte  einer  Geraden  über. 

Denken  wir  uns  auf  der  Geraden  ein  beliebiges  Coordi- 
natensystem  festgesezt  und  ist  x  die  Coordinate  eines  Pimktes  P, 
so  geben  wir  dieser  die  Form 

a?  =  — ; 

die  Grössen  x^^  a?^,  deren  Verhältniss  die  Coordinate  von  P  be- 
stimmt, heissen  dann  die  homogenen  Coordinaten  von  P. 

Von  den  homogenen  Coordinatensystemen  ist  das  folgende 
bemerkens  werth : 

Wir  nehmen  an,  zwei  (Fundamental-)Punkte  -4.,  B  seien 
festgesetzt  und  nennen  p,  q  äiie  Abstände  eines  Punkts  P  von 
den  beiden  Punkten  A,  B^  so  dass  p-\-q  =  AB  ist;  wir  nah- 
men femer  zwei  Constante  a,  5  an  und  setzen 

Xi  bp  ^ 

rcj         aq'' 

alsdann  entspricht  jedem  Punkt  P  ein  Werfkepaar  x^,  x^,  dessen 
Verhältniss  constant  ist,  und  jedem  solchen  Werthepaar  entspricht 
ein  einziger  Punkt  P.  Die  Grössen  a?^,  x^  kann  man  mithin 
als  homogene  Coordinaten  des  Punkts  der  Geraden  ansehen; 
dem  Werth  x^  =  0  entspricht  der  P«nkt  A,  dem  Werth  iCg  =  0 


§  2.   Imaginllre  Punkte.         .  11 

der  Punkt  JB;    der  unendlicli  ferne  Punkt  hat   die  Coordinaten 

•         '         sc 
x^^.  — &,  x^^  a.     Der  Punkt  CT,  für  welchen  —  =  1,  also 

—  =  -r-  ist,  wird  der  JEinheitsjmnkt  genannt. 

Von  diesem  homogenen  Coordinatensysiem  ist  das  System 
nicht  homogener  gewöhnlicher  Coordinaten  (Äbscissen)  ein  spe- 
cieller  Fäll;  man  braucht  nur  anzunehmen,  B  rücke  in  das  Un- 
endliche; es  ist  dann  nicht  nöthig,  die  Coordinate  x^  in  Betracht 
zu  ziehen,  weil  q  imitier  unendlich  gross  ist;  die  Lage  des 
Punktes  wird  mithin  nur  durch  x^  bestimmt,  d.  h.  den  Abstand 
des  Punktes  von  A. 

Man  sieht   femer   leicht  ein,   dass   das  Verhältniss  — ,  da 


h      a       ,     .,        ,„    .         ,5 


aj. 


es  sich  —  :  —  schreiben   lässt  imd  —  das  Verhältniss    der  Ab- 
a     p  a 

stände    des    Einheitspunktes    U    von    den    Punkten    JB,  Ä    an- 

giebt,  identisch  mit  dem  Doppelverhältniss  der  Punkte  BÄ  UP 

ist.     Im  Grunde   genonamen    ist   daher  das    entwickelte   System 

kein  anderes,  als  das  System,  welches  sidi  ergibt,  wenn  auf  die 

obige  Art  der  projectiven  Coordinate  die  homogene  Form  gegeben 

wird;    es    ist    deshalb    ein    System    von   projectiven    homogenen 

Coordinaten, 


Legt  man  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden  auch 
imaginäre  Werthe  bei,  so  können  wir  uns  dadurch  die  so- 
genannten imaginären  Funkte  der  Geraden  eingeführt  denken. 

In  gewöhnlichen  Coordinaten  wird  das  Doppelverhältniss 
ron  vier  Funkten  durch  die  Formel 

{x  —  x")     {X  —  x") 
(x' -- x")  '  {x  —  x"~') 

ausgedrückt,  worin  die  x  die  Äbscissen  der  vier  gegebenen  Funkte 
bezeichnen. 

Mittelst  dieser  Formel  kann  man  dann  das  Doppelverhält- 
niss auch  von  imaginären  Punkten  der  Geraden  darstellen. 

Erweitert  man  so  den  Begriff  des  Doppel  Verhältnisses,  so 
findet  man  ausser  den  beiden  oben  erwähnten  Fällen,  in  denen 
die  sechs  Doppelverhältnisse  von  vier  Elementen  nicht  sämmtlich 
verschieden  sind^  noch  einen  dritten  Fall,  welcher  eintritt,  «renw 
der  Werth  eines  der .  Doppelverhältnisse  eine  complexe  Cubikwurzel 
aus  der  negativen  Einheit  ist.     Die  vier  Punkte  heissen  dann 
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äquianharmonisch  und  die  sechs  JDoppdverhältnisse  redudren  sich 
auf  nur  zwei  verschiedene. 


Man  sagt,  eine  algebraische  Gleichung  vom  ff^^  Grad  in  ar 
stelle  eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  dar  und 
versteht  darunter,  dass  man  sich  die  Gleichung  aufgelöst  denken 
und  ihre  n  Wurzeln  als  Coordinaten  von  n  (reellen  oder  complexen) 
Punkten  einer  Geraden  interpretiren  soll. 

Zwei  PunktreiJien  sind  projectiv  (vergl.  §  1)  oder  homo- 
graphisch  oder  auch  collinear,  wenn  jedem  Funkt  der  einen 
ein  und  nur  ein  Punkt  der  anderen  entspricht  und  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  der  einen  immer  dem  Doppelver- 
hältniss  der  vier  entsprechenden  Punkte  der  anderen  gleich  ist» 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  auch  der  Definition  der 
projectiven  Punktreihen  zu  Grunde  legen. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende  (von  Stau  dt): 

Zwei  Punktreihen  werden  projectiv  oder  projectiv  aufmiande»' 
bezogen  genannt,  wenn  sie  so  einamder  zugeordnet  sind,  dctss 
harnumisdhen  Gruppen  in  der  einen  Punktreihe  harmonisdie  Qruppen^ 
in  der  anderen  entsprechen. 

Der  Punkt  in  einer  Punktreihe,  welcher  dem  unendlich 
fernen  Punkt  der  anderen  entspricht,  heisst  Flu^fpunkt  oder 
Grenzpunkt. 

Wenn  die  beiden  Grenzpunkte  ebenfalls  unendlich  ferne 
Punkte  sind,  so  nennt  man  die  beiden  Punktreihen  ähnlich. 

Die  Projectivität  kann  auch  auf  die  folgende  Art  definirt 
werden: 

Zwei  Punktreihen  heissen  projectiv,  wenn  sie  sich  derart 
entsprechen,  dass  man  von  den  Punkten  der  einen  zu  denen  der 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projectionen  und  Schnitten 
übergehen  kann, 

Biese  Correspondenz  ist  ntzdigeunesen,  wenn  drei  beliebige 
Paare  sich  entsprechender  Punkte  festgestellt  sind. 

Wenn  x  und  y  die  gewöhnlichen  Coordinaten  der  Punkte 
der  einen  und  der  anderen  PwMreaihc  sind,  so  ist  die  büineare 
(d,  h,  lineare  in  Bezug  auf  x  und  y)  Bdation  vom  Typus 

axy  -\-  bx  '\-  cy  -\-  d  =  0 

(die  VerwandtsdiaftS'  oder  Projedivibätsgleidmng)  die  Bezvärnng, 
die  zwischen  x  wnä  y  bestdien  muss,  wenn  die  beiden  Punkt- 
reihen  projectiv  sein  sollen. 
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Weim  r  %md  J  die  Grempunkte  zweier  prqjectiven  Pimkt- 
rdhen  und  Ä,  Ä  zwei  sich  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist 
das  Product  JA  •  I'A'  constant,  wie  man  auch  das  Paar  A ,  Ä 
ivählen  mag. 

In  zwei  ähnlichen  Punktreihen  ist  das  Verhältniss  zwischen  den 
sidh  entspredienden  Strecken  (das  AehnlichkeitsverMltniss)  eonstant, 

Ist  dieses  Verhältniss  +  1 ,  so  werden  die  beiden  Punkt- 
reihen  congruent  oder  gleich  genannt. 

Wenn  zwei  projective  Punktreihen  mit  verschiedenen  Trägern 
einen  Punkt  gemeinsam  haben,  der  zum  entsprechenden  Punkt  sich 
seihst  hat,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1). 

Sind  drei  Paare  AA\  BB\  CG'  sich  entsprechender  Ele- 
mente in  zwei  projectiven  Punktreihen  gegeben,  so  kann  man, 
um  die  übrigen  Paare  oder,  wie  man  sagt,  die  Projectivität  zu 
construireriy  auf  die  folgende  Art  verfahren:  Auf  der  Geraden, 
welche  zwei  entsprechende  Punkte,  z.  JB.  A,  A'  verhindä,  wähle 
man  zwei  Centren  S,  S^;  ziehe  SB,  S'B\  die  sich  in  B" 
schneiden,  cUsdcmn  SC,  S'C,  die  sich  in  C"  schnöden  und  ver- 
binde B'' C ;  ein  Punkt  D  der  ersten  Punktreihe  liefert  durch 
Projedion,  von  S  aus,  D"  auf  B'' C ;  proßdrt  man  nun  D" 
von  S'  aus,  so  erhält  man  in  dem  Schnittptmkt  mit  der  zweiten 
Geraden  den  dem  Punkt  D  entsprechenden  Punkt  B\ 

Liegen  die  beiden  Punktreihen  aufeinander,  so  projicire  man 
die  eine  von  ihnen  von  einem  Centrum  aus  auf  eine  andere  Ge- 
rade und  verfahre  dann  wie  vorstehend. 

Wenn  man  zu  Centren  S^  S'  die  Punkte  A\  A  wählt,  so 
heisst  die  so  erhaltene  Gerade  B"C''  die  Birections- ,  Projecti- 
vitäts-  oder  Homographieaxe, 

Sie  schneidet  die  beiden  PunktreUien  in  Punkten,  welche  dem 
den  beiden  Punktreihen  gemeinschaftlichen  Punkt  entsprechen. 
üeber  eine  Eigenschaft  dieser  Axe  siehe  S.  19. 

Wenn  die  beiden  homograt)hischen  Punktreihen  dieselbe 
Gerade  zum  Träger  haben,  so  heissen  die  beiden  Punktreihen 
conlocal,  aufeinanderliegend  oder  superponirt. 

Zwei  superponirte  homographische  Punktreihen,  welche  nicht 
zusammenfallen,  d.  h.  deren  Elemente  nicht  sämmtlich  Boppel- 
elemente  sind,  können  höchstens  zwei  reelle  sich  entsprechende 
gemeinsame  Punkte  haben.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

ax^V  (h  -{-  c)x  -\-  d  =  0 
sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte. 
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Die  sich  entsprechenden  gemeinsamen  Punkte  heissen  Doppel- 


punkte. 


Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  imaginär  sind  so 
sagen  wir,  die  beiden  Doppelpunkte  existiren  auch  in  diesem 
Fall,  sekn  aber  imaginär. 

^      per  Mittelpunkt    der    von    den   Doppdpmkten    learemtefi 
Strecke  fälU  mit   dem  MittelpuM  der  von  den   leiden  FluOit 
punkten  (den  Grenzpunkten)  begrenzten  Strecke  zusammen 

In  zwei  superponirten  homographisOien  Punktreihen  ist  dai 
DoppelverMltnm  zweier  beliebiger  sich  entsprechender  Punkte  mit 
den  beiden  Doppelpunkten  constant. 

IHe  Correspondenz  zwisdim  zwei  solchen  PunktreOien  i<tf 
nur  dmn  involutorisch,  d.  h.  einem  Punkt  entwicht  nur  daJ. 
immer  derselbe  andere  Punkt,  wenn  dieses  Boppclverhältniss  dm 
Werth  -\-  1  oder  —  1  hat. 

In  dem  ersten  FaU  sind  die  beiden  Punktreihen  identisch- 
m  dem  zweiten  büden  sm  eme  involutorische  Homographie  ode^ 
emfacü  eme  Invömton  (Desargues). 

Analytisch  wird  eine  Involution  durch  eine  Gleichung   vom 

axy  -j-  b(x  -\-  y)  -\-  d  =  0 
bestimmt. 

Die  Doppelpunkte  der  Involution  sind  durch  die  Gleichuna 

aa;*  +  2bx-^d  =  0 
gegeben. 

Sind  die  Coefficienten  a,  b,  d  reell,  so  heisst  die  Invohiti^ 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  die  DoS 
punkte  reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen 

In  dem  Fall  der  Involution  faUen  die  beiden  Grenzounkfr 
tn  emen  einzigen  Punkt,  den  sogenannten  Oenträlpunkt  der  Z 
volution  zusammen,  welcher  der  Mittelpunkt  der  durch  die  beidZ 
Doppelpunkte  bestimmten  Strecke  ist.  ^ 

Wmn  es  in  zwei  conlocalen  homograpUschen  Punktreih^n 
zwei  verschiedene  Punkte  gibt,  die  sich  auf  doppelte  Art  Z? 
sprechen  (vergl.  §  l),  so  gilt  dasselbe  auch  für  zwei  beUehinl 
sich  entsprechende  Punkte  und  es  liegt  eine  Involution  vor 

Ist  0  das  Involutionscentrum  und  sind  A.  A'  zwm    c,-.» 
entsprechende  Punkte,  so  ist  immer 

OA-OA'=Gon&t 

Eine  Involution  wird  durch  zwei  sich  entsprechende  Pwnkt^ 
paare  AA\  BB'  bestimmt.  «*««wae  j*wnkie- 
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Sind  zwei  Paare  ÄA\  BB'  sich  entsprechender  Punkte  ge- 
geben, so  verfährt  man,  um  die  Involution  zu  eonstruiren,  auf 
die  folgende  Art:  Man  nimmt  einen  heUehigen  Punkt  Cr  ausser- 
halb der  Geraden  cm  wnd  beschreibt  die  Kreise  GAA',  GBB', 
die  sich  in  einem  zweiten  Punkt  H  schneiden.  Der  Punkt  0, 
in  welchem  die  gegebene  Gerade  von  GH  geschnitten  wird,  ist 
das  Involutionscentrum  u/nd  jeder  durch  G,  H  gezogene  Kreis 
trifft  die  gegebene  Gerade  in  zwei  sich  entsprechenden  Punkten 
der  Involution. 

Sind  AA',  BB' ,  CO'  Punktepaare  in  Involution,  so  &e- 
steht  zwischen  den  Strecken,  welche  diese  Punkte  auf  der  Geraden 
bestimmen,  die  Belation: 

AB'BC'  CA'  +  A'B'B'C'  C'A  =  0. 

Wenn  (ß^,  y^^  (ß^,  y^  äie  Coordinaten  von  A,  A' ;  B,  B' 
sind,  so  lautet  die  Gleichu/ng  der  Involution: 

^yj     X  +  yy  1 

^2^2>     ^2  +  ^2^     1 

Ist  f^(x)  =  0  die  Gleichung  2^"^  Grads,  deren  Wurzeln 
x^,  y^  u/nd  f^(x)  =  0  diejenige,  deren  Wurzeln  x^,  y^  sind,  so 
ist  die  Gleichung  der  Involution 

Wenn  sich  ein  rechter  Winkel  in  seiner  eigenen  Ebene  um 
seinen  Scheitel  dreht,  so  beschreiben  seine  Schenkel  auf  einer 
Geraden  zwei  in  Involution  liegende  Punktreihen, 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
werden  von  einer  beliebigen  Transversälen  in  drei  Paaren  von 
involutorisch  conjugirten  Punkten  geschnitten. 

Wenn  man  die  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  voUstän* 
digen  Vierseits  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  auf  eine  Ge- 
rade projidrt,  so  bilden  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  drei  Paare 
einer  Involution, 

Sind  in  zwei  conlocalcn  homographischen  Punktreihen  A,  A' ; 
B,  B'  Paare  sich  .entsprechender  Elemente  und  E,  F  die  beiden 
(verschiedenen  oder  nicht  verschiedenen)  Doppelpunkte,  so  sind 
E,  F;  A,  B' ;  B,  A'  drei  Paare  involutorisch  verbundener 
Punkte, 
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Eine  Projectivität  conlocaler  Punktreihen  kann  ci^eHsch  von 
der  Ordnunji  n  sein,  d.  h.  derart,  dass  man,  wenn  zu  einem 
Funkt  Ä  der  entsprechende  A\  alsdann  zu  dem  Punkt  Ä%  den 
man  jetzt  als  der  ersten  Punktreihe  zugehörig  betrachtet,  der 
entsprechende  -4"  aufgesucht  wird  oi.  s.  f.,  nach  n  solchen  Opera- 
tionen jedesmal  wieder  zu  dem  Punkt  Ä  zurückkehrt. 

Die  Involution  ist  eine  cycUscke  Frojedivität  eweiter  Orä/nimg. 

Nimmt  ma/n  die  Doppelpunkte  eu  Fwndamentalptmkten  pro- 
jectiver  (nicht  homogener)  Coordinaten,  so  lässt  sich  die  (xleichimg 
der  cyclischen  Projectivität  «*®'  Ordnung  y  —  bx  =  0  schreiben, 
worin  s  eine  primitive  n^   Wurzel  aus  der  Einheit  ist. 

Die  cyclischen  Projectivitäten  erhielten  ihren  Namen  von 
C  leb  seh,  Cr  eile,  68;  zuerst  hatten  sich  mit  ihnen  beschäftigt: 
Möbius,  ges.  Werke  2  Bde,  1*«'  Bd.  von  E.  Baltzer,  2*«' Bd. 
von  F.  Klein  herausgeg.,  Leipzig  1886,  Bd.  2  und  Battaglini, 
Äcc,  Napoli,  1863,  der  sie  Involutionen  höherer  Ordnung  (invo- 
luzioni  di  ordine  superiore)  nannte. 

Für  die  allgemeinen  Zuordnungen  zwischen  zwei  conlocalen 
Punktreihen  (oder  überhaupt  zwischen  zwei  conlocalen  Grund- 
gebilden 1*®'  Stufe)  ist  der  folgende  Satz,  das  sogenannte  Cor- 
respondenzprincip  von  Chasles,  wichtig: 

Wenn  zwischen  den  Punkten  zweier  conlocaler  Punktreihen 
eine  solche  Beziehung  festgestellt  wird,  dass  jedem  Punkt  der 
ersten  m  Punkte  der  zweiten  und  jedem  Punkt  der  zweiten  n 
der  ersten  entsprechen,  so  sind  m  -\-  n  Punkte  vorhanden,  die 
sich  selbst  entsprechen.  Chasles,  Compt  Bend,,  1864,  1866. 
Ueber  dieses  Correspondenzprincip  siehe  auch  Kap.  15,  §  3. 

2.  Das  Strahlenbüscheh  —  Setzt  man  in  einem  Büschel 
einen  gewissen  Strahl  als  Anfangsstrahl  fest,  so  lässt  sich  das 
Büschel  beschreiben,  iadem  man  diesen  Strahl  um  den  Scheitel 
des  Büschels  dreht.  Die  Rotation  kann  in  zweierlei  Sinn  statt- 
finden; wir  wollen  die  Rotation,  die  in  einem  gewissen  Sinn 
erfolgt,  die  positive  und  die  entgegengesetzte  die  negative  nennen. 
Wenn  a  und  b  zwei  Strahlen  des  Büschels  sind,  so  verstehen 
wir  unter  dem  Winkel  (ab)  den  kleinsten  Winkel,  welchen  der 
Strahl  a,  in  positivem  Sinne  rotirend,  beschreiben  muss,  um  zum 
Zusammenfallen  mit  b  zu  kommen.  Die  Zahl,  welche  den  Winkel 
misst,  den  die  Anfangsgerade  mit  irgend  einer  Geraden  des 
Büschels  macht,  kann  man  die  gewöhnliche  Coordinate  oder 
Anomalie  der  Geraden  des  Büschels  nemien.  Auf  diese  Art  ist 
(ba)  +  (ab)  =  n. 
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Das  Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen  des  Büschels  ist 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  welchen  eine  belie- 
bige Transversale  die  vier  Strahlen  schneidet.  Es  mrd  dar- 
gestellt  durch 


oder  durch 


r  X  sin  (ac)  ^  sin  {ad) 

^  ^        sin  (hc)  *  sin  (pd) ' 

• 

.   .     ,.         CA     DA 


worin   CÄy  OB,  BA^  DB   die  Abstände  zweier  Punkte  C,  D 
der  Strahlen  c,  d  von  den  Strahlen  a,  h  bezeichnen. 
Setzt  man  (ahcd)  =  X^  so  ist 


X— 1 


ig  iah)        tg  (ac) 


—  i.-/  ^      (Möbius). 
tg  {ad)      ^  ^ 


Ist  (a5cd)  =  —  1,  so  nennt  man  die  vier  Geraden  har- 
momsch. 

Vier  Strahlen  a,  h,  c,  d  eines  Büschel  sind  harmonisch, 
wenn  sich  ein  vollständiges  Vierseit  derart  construdren  lässt,  dass 
zwei  Qegenecken  auf  a,  zwei  Gegenecken  auf  h,  eine  fünfte  Ecke 
auf  c  und  die  sechste  auf  d  liegt 

Kann  man  ein  solches  Vierseit  construiren,  so  lassen  sich 
unendlich  viele  construiren. 

Legt  man    in    dem  Büschel    zwei   Strahlen    a,  h    fest,   so 

kann  das  Verhältniss  -.    \  ,!  zur  Coordinate  eines  Strahls  c  se- 

sm(c&)  ® 

nommen  werden;  man  erhält  so  ein  Coordinatensystem,  welches 
dem  bei  der  Punktreihe  harycentrisch  genannten  analog  ist. 

Wenn  dagegen  drei  Strahlen  a,  fe,  c  in  dem  Büschel  festgelegt 
werden,  so  kann  man  als  Coordinate  eines  Strahles  d  das  an- 
harmonische Verhältniss  (ah cd)  wählen;  es  ergibt  sich  dann  das 
System  projectiver  Coordinaten. 

Legt  man  der  Coordinate  imaginäre  Werthe  bei,  so  werden 
dadurch  die  imaginären  Strählen  des  Büschels  definirt. 

Zwei  Strählenbüschel  sind  homographisch  oder  collinear 
verwandt  oder  projecUv  (vergl.  §1),  wenn  sie  sich  derart  ent- 
sprechen^  dass  jedes  ariharmonische  Verhältniss  von  vier  Strahlen 
des  einen  Büschels  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  entsprechen- 
den (conjugiiiien)  Strahlen  des  anderen  immer  gleich  ist 

Ebenso,  wie  bei  den  Punktreihen,  kann  diese  Eigenschaft 
auch  hier  als  Definition  der  projectiven  Büschel  dienen. 

Pascal,  Bepertorinm.  II.  2 
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Als  weitere  Definition  Iftsst  gich  auch  die  folgende  von 
Staudt  Tjenntzen:  Zwei  Büschd  sind  projectiv,  wemi  sie  sich  so 
entsprechen,  dass  harmonxschm  Gruppen  m  dem  einen  harmonische 
Gruppen  in  dem  anderen  zugeordnet  sind. 

Wenn  die  beiden  Büschd  denselben  Scheitel  (Träger)  haben, 
gibt  es  immer  zwei  (reeUe  oder  imaginäre)  Strahlen,  die  sich 
selbst  entsprechen  (DoppeJstrahlen). 

Ist  ferner  die  Zuordnung  involutorisch  (ohne  jedoch  so  zu  sein, 
dass  jeder  Strahl  sich  selbst  entspricht),  so  sagt  man,  die  Paare 
sich  entsprechender  Strahlen  bilden  eine  Involution,  Zwei  con- 
jugirte  (sich  entsprechende)  Strahlen  sind  in  diesem  Fall  harmo- 
nisch zu  den  beiden  Doppelstrahlen, 

Wie  bei  den  Punktreihen  lassen  sich  auch  hier  cyclische 
Projectivitäten  von  der  w*®""  Ordnung  definiren. 

Ein  rechter  Winkel,  welcher  in  einer  Ebene  um  seinen 
Scheitel  rotirt,  beschreibt  mit  seinen  Schenkeln  zwei  Strahlen- 
büschel,  die  eine  Involution  bilden.  Die  Doppelstrahlen  sind 
imaginär;  sie  sind  die  Strahlen,  die  nach  den  baden  KreispUfik- 
ten  ßhrm  (vergl.  §  3). 

Die  drei  Faare  von  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
sens werden  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  durch  drei  Paare 
involutorisch  conjugirter  Strahlen  proßcirt. 

Die  Homographie  zwischen  zwei  StraMenbüscheln  tüird  durch 
drei  Paare  sich  entsprechender  Elemente  bestimmt. 

Wenn  zwei  homographische  Büschel  mit  verschiedenen  Schei- 
teln einen  Doppelstrahl  haben,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1). 
Um  die  Homographie  zweier  Strahlenbüschel  zu  construiren, 
wenn  drei  Paare  aa\  bb\  cd  sich  entsprechender  Strahlen  ge- 
geben sind,  schlägt  man  ein  Verfahren  ein,  das  dual  zu  dem 
bei  zwei  Punktreihen  befolgten  ist.  Durch  den  Punkt,  welcher 
zweien  sich  entsprechenden  Strahlen  a,  a'  gemeinsam  ist,  werden 
zwei  Gerade  s,  /  gezogen;  V  sei  die  Gerade,  welche  die  Punkte 
sb^  s'V  verbindet,  und  c'  die  durch  die  Punkte  sc,  s'c  gehende 
Gerade,  Der  Punkt  Vc'  ist  der  Scheitel  eines  zu  den  beiden 
gegebenen  Büschel/n  perspectiven  Büschels,  Ist  mithin  ein  Strahl  d 
des  ersten  Büschels  gegeben,  so  suche  man  seinen  Schnittpunkt 
mit  s,  verbinde  diesen  Schnittpunkt  mit  dem  Pwnkt  b"c'  und  er- 
mittele den  Schnitt  dieses  Strahls  mit  s'-,  die  Gerade,  welche  den 
Scheitel  des  zweiten  Büschels  mit  diesem  Punkt  verbindet,  ist  der 
entsprechende  Strahl  d'. 

Wenn  man   als  s,  /   die  Geraden   a',  a  wählt,    so  treffen 
sich  die  Geraden,  welche  die  Pimkte  ab\  ab\  ac\  a  c\  bc\  Vc 
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verbinden,  in  demselben  Pimkt,  welcher  das  JDirectionS' ,  Pro- 
jeäivitätS'  oder  Homographiecenirum  der  beiden  Büschel  ge- 
nannt wird. 

Das  BirecUonscentmm  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  jede 
durch  es  gehende  Gerade  die  BUscheL  in  ewd  in  Involution  liegen- 
den Punktrei^en  schneidet,  und  mngekehrt  geht  jede  so  heschaffene 
Gerade  durch  dieses  Centrum, 

Die  Directionsaxe  zweier  projectiver  Punktreihen  (S.  13) 
besitzt  die  correlative  Eigenschaft;  wir  sehen  davon  ab,  den  ent- 
sprechenden Satz  besonders  zu  formulieren. 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  ähnlich,  wenn  ihre  Scheitel 
im  Unendlichen  liegen  und  ein  Schnitt  des  einen  einem  Schnitt 
des  anderen  ähnlich  ist  (vergl.  §  2). 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  congruent  (fßeich),  wenn  das 
erste  sich  nur  dadurch  vom  zweiten  unterscheidet,  dass  seine 
Lage  eine  andere  ist. 

Zwei  gleiche  Büschel  sind  projediv. 


3.  Das  EbenenbüscheL  —  Die  Geometrie  des  Ebenen- 
büschels ist  nicht  wesentlich  von  der  Geometrie  der  geraden 
Pnnktreihe  und  des  Geradenbüschels  versehiedMi.  Es  werden 
dieselben  Begriffe  von  Coordinat^i,  Doppelverhältniss,  Harmonie, 
Homographie  und  Involution  eingeführt,  wie  es  auch  in  dem 
Vorstehenden  gescheheoi  ist. 


§  3.    Die  G^ometri»  der  Gebilde  2^'  Stufe.     Das  ebene 

Punkt-  lind  BtrahlenayBtem. 

Zwischen  den  Flächeninhalten  der  Dreiecke,  welche  drei  von 
fünf  gegebenen  Punkten  Ä,  jB,  C,  D,  E  der  Ebene  zu  Eck- 
punkten haben,  besteht  die  Belation: 

ÄBE  .  CDE  -i-  BCE'  ADE  +  CAE  •  BDE  =  0, 

und  ähnlich  für  sechs  Punkte  der  Ebene: 

ABO'  DEF+  ACDBEF  -f  ADB  •  ÜEF^BCDAEF 

(Monge,  Möbius). 

Nennt  man  ^u,  ^^g,  •  •  •  die  Abstftnde  je  zweier  der  vier 
Punkte  -4i,  -4^,  -4g,  A^  einer  Ebene,  so  gilt  die  Beziehimg 

2* 
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Wir  wollen  uns  in  der  Ebene  zwei  Gerade  (Coordinaten- 
axen)  gezogen  denken,  die  sich  in  einem  Punkt  0,  dem  sogenann- 
ten Anfangspunkt^  schneiden.  Es  seien  auf  diesen  beiden  Ge- 
raden zwei  Systeme  gewöhnlicher  Coordinaten,  wie  in  §  2,  auf 
beliebige  Art  festgesetzt  und  der  Punkt  0  als  Anfangspimkt  in 
einem  jeden  angenommen.  Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  geht 
eine  Parallele  zur  ersten  und  eine  Parallele  zur  zweiten  Geraden; 
jeder  Punkt  der  Ebene  wird  durch  eine  der  zweiten  Geraden 
parallele  Projection  in  einen  und  nur  einen  Punkt  P'  der  ersten 
und  durch  eine  der  ersten  Geraden  parallele  Projection  in  einen 
und  nur  einen  Pimkt  P"  der  zweiten  projicirt.  Die  Coordina- 
ten von  P'  und  P"  können  dann  als  Coordinaten  von  P  ange- 
sehen werden;  sie  heissen  Cartesische  Coordinaten.  Der  gewöhn- 
liche und  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  vorausgesetzt 
wird,  die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  rechtwinklig  zuein- 
ander und  die  Masseinheiten,  nach  welchen  die  Coordinaten  von 
P'  und  P"  auf  beiden  Geraden  gerechnet  werden,  seien  gleich. 
Nennt  man  x,  y  die  Coordinaten  der  Punkte  der  ersten  bez. 
der  zweiten  Geraden,  so  heisst  die  erste  Gerade  die  x-Axe,  die 
zweite  die  y-Axe. 

Ein  anderes  Coordinatensystem  für  die  Punkte  der  Ebene 
ist  das  der  sogenannten  Polarcoordinaten.  Man  legt  einen  Punkt 
0,  den  Pol,  und  eine  von  ihm  ausgehende  Gerade  OA  in  der 
Ebene  fest  und  bestimmt  die  positive  Eichtung  dieser  Geraden 
(die  Polaxe).  Ein  Pimkt  P  der  Ebene  kann  dann  durch  den 
(immer  positiven)  Abstand  des  Punktes  P  vom  Pol  0  und 
durch  ^  die  Grösse  des  (positiven  oder  negativen)  Winkels  be- 
stimmt werden,  den  die  positive  Eichtimg  der  Geraden  0^  in 
positivem  oder  negativem  Sinne  (vergl.  §  2,  das  Strahlen- 
büschel) beschreiben  muss,  um  mit  dem  Strahl  OP  zur  Deckung 
zu  kommen. 

Ein  weiteres  Coordinatensystem  ist  das  sogenannte  bipolare. 
Man  nimmt  in  der  Ebene  zwei  feste  Punkte  0,  0'  als  die 
Scheitel   zweier  Büschel   an;    durch   jeden  Punkt  P  der  Ebene 
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geht  ein  Strahl  des  ersten  und  ein  Strahl  des  zweiten  Büschels; 
die  Coordinaten  dieser  beiden  Strahlen  in  jedem  der  Büschel 
kann  man  als  Coordinaten  von  P  ansehen. 

Wenn  man  den  beiden  Coordinaten  x\  y  eines   Punkts   in 

X  X 

einer  Ebene   die   Form    a;  =  — ,    y  =  —  gi^t,   so  werden   die 

ÄJg  x^ 

Grössen  x^^  x^,  x^  homogene  Coordinaten  der  Punkte  der  Ehene 
genannt.  Unter  den  homogenen  Coordinatensystemen  sind  die 
sogenannten  Brekckscoordmaten  (trilineare,  trimetrische)  beson- 
ders bemerkenswerth. 

Wir  betrachten  drei  Gerade  der.  Ebene,  die  nicht  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  bezeichnen  mit  p,  q^,  r  die  Abstände 
eines  beliebigen  Punkts  P  der  Ebene  von  den  drei  Geraden  und 
mit  ö,  &,  c  drei  beliebige  Constante;  wir  nehmen  femer  x^^  x^^  x^ 
proportional  zu  den  Verhältnissen 

p       q       r 
1    r  *  an. 

Man  kann  zeigen ,  dass  auf  diese  Art  jedem  Tripel  von 
Werihen  qx^,  qx^,  qx^,  worin  g  ein  heUehiger  ProporiionäUtäts^ 
facfor  ist,  ein  einziger  Punict  der  Ebene  entspricht  und  vm- 
gekehrt  Die  Grössen  x^^  x^^  x^  können  daher  ein  System 
homogener  €oordinaten  darstellen.  Die  Ecken  A^  J?,  G  des 
aus  den  drei  Geraden  gebildeten  Dreiecks  haben  bez.  die  Coor- 
dinaten 

0,     0,     a-g; 

0,     x^y     0; 

x^,     0,     0  . 

Das  Dreieck  ABC  heisst  das  FundamenfaldreiecJc  der  Coor- 
dinaten. 

Eä  existirt  "in  der  Ebene  ein  Punkt  £/",  dessen  Abstände  von 
den  drei  Geraden  proportional  zu  a,  5,  c  sind^  er  hat  die  homp" 
genen  Coordinaten  1,  1,  1  und   heisst  daher  der  Einheitspunkt. 

Die   Verhältnisse   zweier    der   Coordinaten   eines  Punkts   P 

zur  dritten,  z.  B.  — ,  —  kann  man  als  Doppelverhältnisse  von 

X^       Xg 

Strahlenbüscheln  ansehen.     Denn  es  ist: 


x^  a  '  p  ^ 

Xt  er 

a-5  b   '   q  ' 
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wonn    die    rechten    Seiten    den    Doppelyerhältnissen    der    vier 
Strahlen  der  Büschel 

B{Ä,  0,  CT,  P)    und    Ä(B,.  (7,  U,  P) 
gleich  sind. 

Das  hier  besprochene  Coordinatensystem  ist  mithin  ein 
SyisUm  prcyfedMper  homogener  Coordinaten, 

Wenn  der  EbAeit^unkt  U  da»  Gentrwn  des  dem  Fundxt- 
meniäldreiedh  'emefescbr%d>ienen  Krms98  ist^  so  sind  die  Coordinaien 
Xi,  a?2,  i»8  ^^^  ^  ^^  Abständen  des  Funktes  P  von  den  drei 
Seilten  des  FundamemtaLdrtiecks  ^proportional. 

Ist  eme  der  Seiten  des  Fwndamentäldreiecks  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Ebene,  so  wird  das  System  von  (homostenen) 
Dreiedkscoordinaten  et«  System  von  (nicht  homogenen}  Gartes^c^en 
Coordinaten. 


Die  allgemeinen  Formeln  für  die  Verwandlung  eines  C  ar- 
tesischen Coordinatensystems  in  eia  anderes,  eb^afaUs  Carte- 
jsischö^  lauten,  wie  folgt:  Wenn  (aj,  y)  die  Coordinaten  eines 
FunMs  in  Beguy  auf  ßfwei  dMrch  emen  Funkt  0  gehende  Axen 
sindy  die  den  Winkd  m  miteinander  bilden,  und  wenn  (X,  Y) 
die  Coordinaten  desselben  Funkts  in  Bemg  auf  zwei  emdere, 
durdi  einen  anderen  FunM  O'  gehende  Aßen  bemchnen,  und  O' 
bezüglich  der  ersten  Axen  die  Coordinaten  (a,  b)  hat,  so  gelten 
die  Belationen 

'         sin  £0     '         sm  0)  ' 

^  '  sm  m     '  sm  CO  ' 

toorin  u,  ß  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  neue  X-Axe  mit 
den  alten  Axen  macht,  und  cc\ß'  die  Winkel  eunschen  der  neuten 
Y-Axe  und  den  alten  Axen  sind*     Dabei  ist 

und  es  unrd,  wie  auch  später.^  unter  dem  Winkel  zwischen  den 
Axen  der  Winkel  verstanden^  den  die  positiven  Biditungen  der 
Axen  miteinander  bilden. 

Die    Determinante    der    Coeffidenten    von    X    und     Y    in 

_,^       sin  Ä 
diesen  Formeln  hat  den   Wert  z^—~,  worin  il  der   Winkel  der 

neuen  Axen  ist. 
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Wenn  beide  Caordmaknsyateme  reekhimkilig  sind  und  cc  den 
Winkel  bezeichnet,   den   die   neue  x-Äxe   mit   der   alten  x-Äxe 
wacht,  so   vereinfachen    sich    die    Transformationsformeln    und 
werden: 

ic  =  a  +  X  cos  «  +  r  sin  a, 
y  «?*  6  -f-  X  sin  «  ^^  r  cos  a. 

Darin  hat  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen, 
je  nachdem  die  positiven  Richtungen  von  Y  und  y  den  Winkel 
4JC  oder  den  Winkel  n  —  cc  mit  einander  machen. 

Die  Formeln  für  die  VerwcmMung  rechtwinkliger  Carte- 
sischer  Coordinaten  in  Polarcoordinaten  lauten: 


X  =^  Q  oos  (p 


P  ==>  Q  SlJKfp 


?  =+y^*+v>  tgy==.-|-. 


cos  (p 


X 


l/x«  +  y« ' 


sin  <p  = 


y 


*v  --•  1 


Vx^  +  y^ 


worin  q,  q>  die  Polarcoordinaten  des  Punkts  bedeuten,  dessen 
Carte^ü^e  Ooordinate^^  x,  y  sind^  und  worin  vorausgsseigt  wird, 
dass  der  Pol  mit  dem,  Goordinatem/nfimg  u/nd  die  Polaxe  mit 
der  Axe  zusammenfällt,  auf  welcher  die  x  gerechnet  werden. 

Wenn  (x,  y),  {x',  y')  die  Cartesischen  Coordinaten  zweier 
Punkte  sind,  so  tcird  der  Abstand  der  beiden  Punkte  durch  die 
Formel  gegeben: 

Q^  =  (x'  —  xf  4-  (y  —  yf  +  2{x  -—  x){y  —  y)  cos  w; 

dabei  ist  co  der  Winkel,  den  die  Axen  miteirumder  machen. 

Sind  cc,  ß  die  Winkdj  welche  eine  GerOide  de/r  J^bene  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  so  besteht  die  Fundamentalbeziehung: 


cos*  a  +  cos*  ß  —  2  cos  a  eos  ß  cos  a> 


sinket). 


Sind  cc,  ß  und  cc ,  ß'  die  Winkel,  welche  zwei  Gerade  mit 
den  Coordinatenaxen  maiihen,  so  ist  der  Wmkel  der  beiden  Ge- 
raden durch  die  Formdm  gegeben: 


cos  (rr)  = 


8m'a> 


sin  (rr)  = 


smcp 


1          cos  CD 

cosor 

COS  Co          1 

cosß 

COS  a     cos  ß> 

1 

cos  cc    cos  ß 

cos,«'    COSjS' 
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Die  Bedingimg,  damit  awei  Gerade  senkrecht  auf  einander 
stehen,  ist: 


I 


1        cos  CD    COS  a 

cos  CD  1  COS  jS       =  0 , 

cos  a     cos  ß"       0 
und  die  Bedingung,  damit  sie  parallel  sind: 

cos  cc     cos  j3    ' 


I  cosa'    cosj3' 
Bei  rechtwinkligen  Äxen  wird: 


=  0. 


ySmco 


cos  (r/)  =  cos  a  cos  a  +  cos  j8  cos  j3', 

sin  (r/)  =  cos  a  cos  ß'  —  cos  a'  cos  j8. 

Wetm  (x,  y),  (x\  y),  {x\  y')  die  Coordinaten  der  drei 
Ecken  eines  Dreiecks  hezeicJinen,  so  ist  der  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  seinem  absoluten  Werth  nach  durch 

X     y      1 

^'    y'    1     gegeben, 
X     y      1 
Die  Bedingung,  damit  drei  Funkte  mit  den  Coordinaten     • 

{^,y),  {^\  y),  (^'^  y") 

in  einer  Geraden  liegen,  lautet: 

\  X     y     1 

Ix'    y'    1     =0 

ff      ff   ^ 

.  X     y      1 

Eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punkts  in 
der  Ebene  stellt  ieinen  Ort  von  Punkten  dar. 

Zwischen  den  Coordinaten  (x,  y)  eines  einer  Geraden  an- 
gehörigen  Punkts  besteht  eine  Belation  1*®"^  Grads  (die  Glei- 
chung der  Geraden)  vom  Typus: 

ax  -\-  by  -\-  c  =  0^ 

wcirin  a,  b,  cconstante  Coeffidenten  sind. 

Der  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  iswei  Punkte, 
{x',  y')^  {x" ,  «/")  geht,  kann  man  eine  der  Formen  geben: 

X   —  x'        y   ^ —  y 


x"  —  X* 


t  r  r 

y  —y 


X 


X 


y 

y' 


ff 


X     y 


ff 


1 
1 
1 


0. 
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Die  Coordinaten  eines  Punkts,  welcher  auf  der  durch  die 
Punkte  {x'y'),  (äj"^")  hestimmten  Geraden  liegt,  sind 

\    l  +  l     '         1  -t-  W 
J>ie  Punkte 

/x'+lx"     y^hr\         (x'-Xx'     y  -  Xy'\ 

\  1  +  X  '     1  +  x  )'     Vi  —  x'i_x/ 

ßieüen  die  von  den  Punkten  {x\  y'),  (x",  y")  begrenzte  Strecke 
harmoniseh. 

Nimmt  ma/n  die  Äxen  rechtwinklig  an  und  gibt  der  Glei: 
chung  der  Geraden  die  Form 

y  =  Äx-\-B, 

so  kann  man  den  Coefficienten  Ä  den  Winkelcoefficienten  der 
Gleichung  der  Geraden  nennen;  er  stellt  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  dar,  den  die  Gerade  mit  der  x-Äxe  bildet. 
Bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Winkel^  welche  das  Loth  auf 
die  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  und  mit  q  den  Ab- 
stand des  Coordinatenanfangs  von  der  Geraden,  so  lässt  sich  die 
Gleichung  der  Geraden  schreiben: 

ic  cos  a  +  2/  cos  ^  —  ^  =  0    (die  Gleichung  der  Geraden  in  der 

Normalform), 

Um  die  Gleichung  ax-\-by-\-c==0  auf  die  Normalform  zu 
bringen,  braucht  man  ihre  linke  Seite  nur  mit 

sino 


j/a*  -{-  b*  —  2  ab  cos  oa 

zu  nmltipliciren ,  worin  das  Wurzelzeichen  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  das  Product  c  sin  w  negativ  oder  posi- 
tiv ausfällt 

Wenn  die  Gleichung  einer  Geraden  ax-\-by -{-  c  =  0  lautet^ 
und  unter  od  der  Winkel  der  Äxen  verstanden  wird,  so  sind 
die  Winkel,  welche  das  Loth  auf  die  Gerade  mit  den  Äxen  bildet, 

durch  die  Formeln  gegeben: 

a  sino 

cos  a  =  , , 

y  a*  -\-  6*  —  2a6  cos  a> 

^  6  sin  00 

cos  p  =     .  =  , 

y  a^  -\-  b^  —  2 ab  cos  eo 

und  der  Abstand  des  Coordinatenanfangs  von  der  Geraden  ist 

c  sin  09 


■j/a*  +  &*  —  2ab  cos 


CO 
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ivorin  für  das  Yorneichm  des  Radicals  die  oben  gemachte  Be- 
merkung gilt 

Der  Abstand  eines  Pu/nkts  mit  den  Coordinaten  X,  Y  von 
einer  Geraden,  deren  Gleichung 

ax  -\-  by  -{-  c  ^=  0 

lautet,  wird  durdi  die  Formel 

(aX  -f-  5  T  +  c)  sin  (ö 

]/o*  +  ^*  —  ^^b  cosflj 
angegeben,  worin  für  das  Vorzeichen  des  Radicäls  wieder  das- 
selbe gilt,  wie  vorher;  dieser  Abstand  ist  j^ositiv  oder  negaUv,  je 
nachdem  der  Punkt  auf  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Geraden  liegt,  wie  der  Coordinatenanfang, 

Die  Coordinaten  des  Schnittpmkts  zweier  Geraden 

ax  -^T'by   "4-  c  *=  ö 
a'x  +  b'y  4"  c'^=  0 

si/nd: 

&c'  —  h'  e  a'c  —  ac' 

^  ~  aV  ^^If '      ^  ~äb'  -^Vb  ' 

t)er  zwischen  zwei  Geraden  enthaltene  Winkel  tp  ist  durch 
(ah' —  a' h)  Bin  m 

^        yä^  +  b^—2ab  cos©  •  |/ä'«  +  6'*  —  2a  ¥  coTS  ' 

aa'  +  6&*  —  (a&'+  a'b)  coä« 

cos  <»   =        ■ -^z-  — j=:— 

ya^  +  ft*  —  2a6  cas»  •  ^a'"  +  &'*  —  »a'6'  coso» 
gegeben. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die  beiden 
Geraden  parallel  seien,  ist: 

aV—a'b  =  0, 

Die   nothwendige   und   ausreichende  Bedingung,    damit   die 
beiden  Geraden  senkrecht  aufeinander  stehen,  ist: 

aa' -i^bV— (ab' -\- a'b)  Go^m^^O, 
Die  Gleichung  der  Geraden^  welche  durch  den  PwnM  {x',  y') 
geht  und  senkrecht  auf  der  Geraden  ao?  -f'  fty  -f-  c  =»  0    steht, 
lautet 

X  —  x'     ^^     y  —  y' 

a  —  b  eos  «        b  —  a  cos  co 
Damit  drei  Gerade 

ax  -\-by  -{-  c  ^=^0^ 
a'x  ^b'y  +  c'  =  0 , 
a"x  +  b''y  +  c"  =  0 
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a 

b 

c 

a' 

b' 

e' 

a" 

b" 

c" 

durch  denselben  Funkt  gehen,  ist  noihwendig  und  ausreichend,  dass 


=  0  sei. 


Der  Flächeninhalt  des  von  diesen  drei  Geraden   hegrenzten 
Dreiers  ist: 

a     h     c 

a     0     c 

ff  -1  //     // 
a     0     c 


(aV  —  a'h)  (a'6"  —  a^fe')  (a'h  —  a^) 


sinct). 


Setzt  man  —  =  u,  —  =  v,  so  wird  die  Gleichung  der 
Geraden: 

ux  '\-  vy  "{-  \  ^=  0. 

Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung  u^  v  als  festliegend 
und  x^y  als  variabel,  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  zwischen 
den  Coordinaten  eines  jeden  Punkts  einer  Geraden;  nimmt 
man  dagegen  t«,  t;  als  variabel  an  und  ;r,  ^  als  festliegend,  so 
erhält  man  eine  Bdation,  welcher  die  Grössen  u,  v,  die  einer  be- 
liebigen, durch  den  festen  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,  y  gehen- 
den Geraden  entsprechen,  geniigen  müssen.  Sind  die  Grössen 
w,  V  gegeben,  so  wird  dadurch  eine  Gerade  gekennzeichnet;  man 
kann  daher  Uy  v  Coordinaten  der  Geraden  neimen. 

Die  Geraden,  deren  Coordinaten  derselben  linearen  Glei- 
chung geniigen,  gehen  sämmilich  durch  einen  Funkt. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die 
drei  Geraden  (u,  v),  (u\  v'},  {u\  v")  durch  ein«n  Punkt  gehen, 
lautet 

1 


u 


u 


V 


V 


ff         ff 
U        V 


=  0. 


Die  Coordinaten  einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt zweier  Geraden  mit  den  Coordinaten  {u',  v'),  {u",  v'') 
g^hty  sind  vom  Typus: 
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Die  Geraden  mit  den  Coordinaten 

/u+Xu"       v'  +  Xv'\  ,      /u—Xu"       v'—Xv'\ 

theüen  den  Winkel  der  Geraden 

(u',  v'),   {u\  v")     harmomsclu 

Eine  Beziehv/ng  zwischen  den  Geradencoordinaten  u,  v  stellt 
im  Allgemeinen  eine  Gesammtheit  von  tmendUch  vielen  Tangenten 
o/n  eine  Curve,  eine  sogenannte  Enveloppe,  Einhüllende  dar. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden  (u^v),  (u',  v')  ist,  falls 

IC 

die  Coordinatenaxen  rechtwinklig  auf  eina/nder  stehen,  also  ©  = 

ist,  durch  die  Formel 

uu  +  vv*  , 

cos  a  =  -^— p- =r:    gegeben, 

Bemerkenswerth  sind  die  beiden  imaginären  unendlich  fer- 
nen Punkte  der  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung  (in  Gera- 
dencoordinaten) u^  -{-v^  =  0  dargestellt  werden.  Sie  heissen 
Kreispunkte,  weil  alle  Kreise  der  Ebene  durch  sie  gehen,  (Siehe 
Kap.  3  über  die  Kegelschnitte.)  ; 

Man  beachte  die  folgende  projective  Definition  des  Win- 
kels zweier  Geraden,  bei  welcher  die  Kreispunkte  der  Ebene  be- 
nutzt werden: 

Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  dem  Froduct  aus  ^— r —  =  -r- 

mit  dem  natürlichen  Logarithmus  des  anharmonischen  Verhältnisses 
des  Quadrupels  gleich,  welches  aus  den  beiden  gegebenen  Geraden 
wnd  den  zwei  Geraden,  die  nach  den  beiden  Kreispunkten  führen, 
gebildet  ist.  Theorem  von  Laguerre,  Nouv.  Ann.  12,  1853, 
p.  64.  Vergl.  z.  B.  A.  C  leb  seh,  Vorlesungen  über  Geometrie, 
herausgeg.  von  Lindemanu,  mit  Vorw.  von  Klein,  in  2  Bdn.;, 
Leipzig  1875,  1891,  1.  Bd.    Siehe  auch  weiter  unten  Kap.  21,  §  3. 


Zwei  ebene  Systeme  (ebene  Punkt-  und  Strahlensysteme) 
heissen  hotnographisch  oder  collinear  verwandt  oder  projectiv, 
wenn  sich  zwischen  ihren  (reellen)  Punkten  und  ihren  (reellen) 
Geraden  eine  Zuordnung  derart  herstellen  lässt,  dass  jedeä. 
Punkt  P  ein  Punkt  P'  und  jeder  Geraden  p  eine  Gerade  p'  entt 
spricht  und  dass,  wenn  P  der  Geraden  p,  auch  P'  der  Geraden 
p'  angehört. 


§  3.    Homographie  ebener  Systeme.  29 

In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  es  sich  um  reelle 
und  imaginäre  Elemente  handelt,  lautet  die  analytische  Defini- 
tion der  Homographie  zweier  ebener  Systeme,  wie  folgt:  Werden 
mit  fl?,  t/  die  C artesischen  Coordinaten  eines  Punkts  der  einen  Ebene 
und  mit  x\y'  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punkts  der 
zweiten  bezeichnet,  so  sind  die  beiden  Systeme  homographisch, 
wenn  die  Relationen 

, ax -{■  hy -\- c  , ax-\-h'y-{-c 


^  —  a"x  +  h"~y  +  c"'     ^  ~  a"x  +  V'y  +  c" 

gelten,  und  die  Determinante  {ab' c^'^  von  Null  verschieden  ist. 
Oder  auch:  Sind  w,  t;  die  Coordinaten  einer  Geraden  der 
ersten  und  u\  v'  die  Coordinaten  der  entsprechenden  Geraden 
der  zweiten  Ebene,  so  sind  die  beiden  Systeme  homographisch, 
wenn  Relationen  vom  Typus 

au  -\-  bv  -^  c  ,         a' u  +  b' v  +  (^' 


^^^     "      II»"      I    ^"  ' 


a   u  -{-  b   V  -j-  c    ^  a   u  -\-  b   V  -j-  c 

bestehen. 

Zwei  sich  entsprechende  gei*ade  PunJctreihen  oder  zwei  sich 
entsprechende  Strahlenbüschel,  welche  in  zwei  homographischen 
ebenen  Systemen  enthalten  sind,  müssen  immer  projectiv  sein. 

Die  Homographie  zivischen  zwei  ebenen  Systemen  ist  be- 
stimmt, wenn  festgestellt  ist,  dass  den  vier  Ecken  eines  Vierecks 
in  der  einen  die  vier  Ecken  eines  Vierecks  in  der  anderen  oder 
den  vier  Seiten  eines  Vierseits  in  der  einen  die  vier  Seiten  eines 
Vierseits  in  der  anderen  Ebene  entsprechen. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  heissen  affin,  wenn 
der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  die  unendlich  ferne 
Gerade  des  anderen  entspricht. 

Die  Affinitätsgleichungen  haben  den  Typus 

x'  =  ax  -{-  by  -\-  c,     y  =  a' x  +  b'y  -}-  o\ 

Die  Affinität  ist  bestimmt,  wenn  die  Zuordnung  zwischen 
drei  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Funkten  der  einen  u/nd 
drei  nicht  in  einer  Geraden  gelegenen  Dtmkten  der  anderen 
Ebene  oder  auch  zwischen  drei  nicht  demselben  Büschel  angehö- 
rigen  Strahlen  der  einen  und  drei  StraMen  der  anderen  Ebene 
festgestellt  ist.. 

Bei  affiner  Zuordnung  sind  zwei  sich  entsprechende  Punkt- 
reihen öMlich  und  ist  das  Verhältniss  zunschen  den  Flächen- 
inhalten zweier  sich  entsprechender  Dreiecke  constant 
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Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  AehiüicMceit.  Zwei 
ebene  Systeme  beissen  ähnlich^  wenn  die  sieb  entsprechenden 
WinJuel  jedesmal  gleich  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Systemen  ist  das  AdinUM^tsverhäUmss 
»wischen  zwei  sich  entsprechenden  Punktreihen  immer  dassdbe 
und  sind  die  sich  entsprechenden  StrählenbOschel  gleick. 

Wenn  die  beiden  homograpbischen  ebenen  Systeme  con- 
local  sind  (ineinander  liegen),  so  kann  man  sich  die  Aufgabe 
stellen,  die  Punkte  (oder  Geraden),  die  sich  selbst  entsprechen, 
(Doppelpunkte  bez.  -Gerade)  aufzufinden. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  wnä  drei  Doppel- 
Strahlen,  wdche  die  Ecken  hez,  Seiten  desselben  Dreiecks  sind. 

Man  erhält  die  drei  Doppelpimkte,  indem  man  mersi  die 
Wurzel  t  der  cübischen  Gldchtmg 


a  —  t    h  c 

a'        y—t    c 
a"         V         c"—i 


=  0 


ermiäelt  und  alsdann  den  einzigen  Punkt  sucht,  welcher  den  drei 
Geraden 

ax    +  &«/    -[-  c    =  tx 

a  X  +  Vy  '\'  c   =ty 

a"x  +  Vy  +  c''^t 

gemeinschafllidi  ist. 

Vertauscht  man  darin  a?,  y  mit  u,  v^  so  ergibt  sich  das 
Verfahren  zur  Ermittelung  der  Doppelstrahlen,  wenn  die  Homo- 
graphie,  in  Geradencoordinaten  ausgedrückt  ist. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  sind  homolog  oder  per- 
spectiv, wenn  die  Verbindungslinien  der  sich  entsprechenden  Punkte 
durch  denselben  Pimkt,  das  Centrum  der  Perspectimtät  oder  der 
Homologie  gehen.  In  diesem  Fäll  schneiden  sich  die  entsprechen- 
den Strahlen  in  Punkten  einer  Geraden  (des  perspectiven  Durch- 
schnitts oder  der  perspectiven  Axe  oder  der  Homologieaxe),  Man 
kann  auch  diese  zweite  Eigenschaft  der  Definition  zu  Grunde 
legen;  die  erste  würde  sich  dann  als  Folge  aus  ihr  ableiten 
lassen. 

Die  perspective  Verwandtsdhaft  oder  Homologie  ist  eine  Homo- 
graphie,  hä  welcher  eine  Gerade  von  Doppelpunkten  (die  Homo- 
logieaxe) u/nd  ein  Büschel  von  Doppelstraklen  existirt,  dessen 
Scheitel  das  Homologiecentrum  ist. 


§  3.    Homologie  ebener  Systeme.  31 

Wenn  in  0wä  homographischm  ehenm  Systemen  drei  Punkte 
einer  Geraden  sich  selbst  zu  entsprechenden  Punkten  haben,  so 
sind  die  beiden  Systeme  perspectiv, 

IHe  Homologie  findet  statt,  wenn  die  Minoren  ^  Ordnung 
der  Determmante 

a  —  t    b  c 

a  b  — t    G 


D  = 


a  b  c   —  t 


für  einen  getvissen  Werth  von  t  sämmüich  Null  werden.  Dieser 
Werth  von  t  ist  alsdann  die  zweifache  oder  dreifache  Wurzel 
der  Gleichung  D  =  0;  in  dem  letzteren  Fall  liegt  das  Centrum 
der  Homologie  auf  der  Homölogieaxe, 

Zwei  homographisdie  (nidht  affine)  ebene  Systeme  lassen 
sich  immer  in  eine  solide  Lage  bringen,  dass  sie  homolog  werden. 

Zwei  homologe  ebene  Systeme  werden  durch  das  Centrum,  die 
Axe  der  Homologie  und  ein  Paar  sich  entsprechender  Punkte 
definirt. 

Zwei  homographische  und  conloCale  ebene  Systeme  lassen  sich 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Homologien  wie  auch  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Projedionen  und  Schnitten  auseinander  ab- 
leiten. 

Die  Grenz^  oder  Fluchtgeraden  zweier  homologer  ebener 
Systeme,  d.  h.  die  Geraden  einer  Ebene,  welche  den  unendlich 
fernen  Geraden  der  anderen  entsprechen,  sind  der  Homologieaxe 
pardHel. 

Eine  Homologie  zweier  conlocaler  ebener  System«  heisst 
harmonisch  oder  involutorisch,  wenn  zwei  Punkte  (und  zwei 
Strahlen)  sich  auf  doppelte  Art  entsprechen,  d.  h.  einem  Punkt 
P  immer  derselbe  andere  Punkt  P'  entspricht,  mag  man  nun 
annehmen,  P  gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  an,  und 
wenn  dasselbe  für  die  beiden  Strahlen  gilt. 


Bei  der  invölutorischen  Homologie  werden  zwei  sich  ent- 
sprechende Punkte  harmonisch  durch  das  Centrum  und  die  Axe 
der  Homologie  getrennt  (Daher  kommt  die  Benennung  har- 
monisch.)    Dasselbe  gilt  für  zwei  sich  entsprechende  Gerade, 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz:  Eine  (ebene)  Homographie, 
hei  welcher  die  Verwandtschaft  (in  dem  oben  angegebenen  Sinn) 
invohUorisch  ist,  vwuss  nothwendiger  Weise  eine  Homologie  sein. 
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Wenn  die  Homologieaxe  die  unendlich  ferne  Gerade  ist, 
heissen  die  beiden  ebenen  Systeme  homoihetisch  (ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen).  Liegt  auch  das  Centrum  im  Unendlichen,  so  sagt 
man,  die  beiden  Systeme  seien  congruent. 

Bei  der  homothetischen  Verwcmdtschafl  fällen  die  Qremsgeraden 
im  Unendlichen  eusammen. 

Bei  dieser  Verwcmdtschaft  ist  das  VerhÖMniss  zweier  gerad- 
liniger sich  entsprechender  Strecken  constcmt  (das  Homothetiever- 
hältniss). 

Die  homothetischen  Systeme  sind  ein  specieller  Fall  der  ähn- 
lichen Systeme. 

Ein  allgemeinerer  Fall  der  involutorischen  Homographie  ist 
die  cycUsche  Homographie  w*®'  Ordnung  zweier  conlocaler  ebener 
Systeme.  Man  erhält  sie,  wenn  man  zu  einem  Punkt  Ä  den 
entsprechenden  Ä'  sucht,  alsdann  anninunt,  Ä'  gehöre  dem  ersten 
ebenen  System  an  und  unter  dieser  Annahme  den  Ä'  entsprechen- 
den Punkt  sucht  u.  s.  w.,  und  wenn  man  nach  n  solchen  Opera- 
tionen wieder  zu  dem  Punkt  Ä  zurückkehrt. 

Benutzt  man  homogene  Ooordi/naten  fib*  die  Punkte  der  Ebene 
und  wählt  das  Fundamentaldreieck  so,  dass  seine  Ecken  in  drei 
Doppelpunkte  der  cyclischen  Homographie  w**'  Ordnung  fallen,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  dieser  Homographie  immer  auf  die  Form 

^1   —  B-j^X^,    X^  —  B^X^,    X^   —  £3^3 

redudren,  worin  die  e,  w*®  primitive  Wurzeln  aus  der  Ein- 
heit  sind. 

Wenn  die  (reellen)  Elemente  zweier  conlocaler  oder  nicht 
conlocaler  ebener  Systeme  so  einander  zugeordnet  werden,  dass 
den  Punkten  des  einen  die  Geraden  des  anderen  entsprechen  und 
umgekehrt,  und  dass  Punkten,  welche  in  der  Geraden  p  der  einen 
Ebene  liegen,  in  der  anderen  Gerade  entsprechen,  die  durch  den 
p  entsprechenden  Punkt  P  gehen  und  umgekehrt,  so  sagt  man, 
die  beiden  Ebenen  stehen  in  correlativer  oder  dualer  oder  reci- 
proker  Correspondenz. 

In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  reelle  und  imagi- 
näre Elemente  in  Betracht  kommen,  wird  die  Dualität  analytisch 
durch  Relationen  vom  Typus 

'  _  _«^  +  ^y_+S       ./  =  a  x_+J)  y_-\-J_ 
^'   ~  a'x+  i)' y  +  c" '  "^         a'x  +h"y+  c' 

definirt,  worin  x,  y  Coordinaten  von  Punkten,  vi ,  v  Coordinaten 
von  Geraden  sind  und  die  Determinante  (aVc')  von  Null  ver- 
schieden ist. 


§  3.    Dualität  und  Polarität.  33 

Die  IhKÜität  ist  bestimmt,  wenn  man  den  vier  Ecken  eines 
Vierecks  die  vier  Seiten  eines  Vierseits  entsprechen  lässt. 

Zwei  ebene  m  einem  dritten  duale  Systeme  sind  homoffraphisch 
stmnander. 

Eine  Eeciprocität  oder  Dualität  zweier  eonlocaler  ebener 
Systeme  kann  invölutorisch  sein,  d.  h.  so,  dass  einem  Punkt 
immer  dieselbe  Gerade  entspricht,  mag  man  den  Punkt  als  zum 
ersten  oder  als  zum  zweiten  ebenen  System  gehörig  betrachten; 
eine  solche  involutorische  Dualität  wird  Polarität  genannt. 

Der  Punkt  und  die  Gerade,  welche  sich  entsprechen,  heissen 
in  diesem  Fall  Pol  bez.  Polare. 

Eine  Dualität,  bei  der  ein  Dreieck  existirt,  dessen  Ecken, 
als  Pimkte  eines  der  beiden  ebenen  Systeme  betrachtet,  in  dem 
anderen  System  die  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechen  (Polar- 
dreieck, zu  sich  selbst  redprokes,  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck),  ist 
eine  Polarität, 

In  jeder  Polarität  gibt  es  unendlich  viele  Polardreiecke. 

Eine  Polarität  wird  dadurch  bestimmt,  dass  man  ein  Polar- 
dreieck  feststellt,  also  ein  solches,  welches  die  vorstehend  angegebene 
Eigenschaft  besitzt,  u/nd  die  Polare  eines  Pimktes  angibt,  der 
nicht  auf  einer  Seite  dieses  Dreiecks  liegt. 

In  einer  Polarität  heissen  zwei  Punkte  reciprok,  wenn  der 
eine  auf  der  Polaren  des  anderen  liegt. 

Eine  ähnliche  Definition  gilt  für  zwei  reciproke  Gerade. 

Wenn  die  Polare  eines  Punkts  durch  den  Punkt  selbst 
geht,  so  heisst  der  Pimkt  Doppelpunkt  und  seine  Polare  -Doppel- 
gerade  der  Polarität. 

Analytisch  wird  die  Polarität  durch  ähnliche  Belationen  dc- 
finirt,  wie  die  Dualität,  wobei  jedoch 

a  =  b,  a  ==  c,  b  =^  c  ist. 

Benutzt  mcm  homogene  Coordinaten  für  die  Punkte  und  die 
Geraden  der  Ebene,  so  lauten  die  Gleichu/ngen  der  Dualität: 

Ui  =  ^a^j^Xj^,  {i,  Ä;  =  1,  2,  3); 

k 

die  Gleichungen  der  Polarität  sind  dieselben,  nur  ist  a^  =  a^. 
Die  Doppelpunkte  sind  durch  die  Relation  gegeben: 

und  liegen  daher  auf  einem  Kegelschnitt' (siehe  Kap.  3). 

Pascal,  Bepertorium.  IL  3 
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Wenn    das    FundamentaMreieck    der    Coordinaten   zu   sich 
selbst  redprok  ist,  hat  dieser  Ausdruck  den  Typus 


Wir  halten  es  nicht  für  nöthig,  die  Geometrie  der  beiden 
anderen  Grundgebüde  2*®'  Stufe,  des  Strahlen-  und  Ebenen- 
bündels eingehend  zu  besprechen  und  bemerken  nur,  dass  sich 
die  Eigenschaften  des  Bündels  aus  denen  des  ebenen  Systems 
ableiten  lassen,  wenn  man  sich  das  letztere  von  einem  ausser- 
halb desselben  liegenden  Punkt  projicirt  denkt.  Die  Definitionen 
von  homographischen  oder  projectiven,  correlaiiven  oder  reciproken 
etc.  Bündeln  und  die  Grundeigenschaften  dieser  Beziehungen  sind 
analog,  wie  bei  den  ebenen  Systemen. 


§  4.    Die    Geometrie    der   Grundgebilde    3*®'  Stufe.     Das 
räumliche  Funkt-  und  Ebenensystem. 

Zwischen  den  Tetraedern,  welche  zu  Ecken  vier  von  sechs 
gegebenen  Pimkiten  Ä,  B,  C,  D,  E,  F  des  Raums  haben,  besteht 
die  Relation: 

ABEF '  CD  FF  +  BCEF  •  AD  FF  -f  CAEF  •  BDEF=Oy 

für  sieben  Punkte  ist: 

ABCG  '  DEFG  +  ACBG  -  BEFG  +  ABBG  •  CEFG  = 

=  BCBG'AEFG, 

und  für  acht  Punkte  schliesslich: 

BCBE  •  AFGH  -f  ACEB  •  BFGH  +  ABEB  •  CFGH  + 
+  ABEC  '  BFGH  +ABCB'  EFGH  =  0 

(Monge,  Möbius). 

Bezeichnet  man  mit  (J^g?  ^13  ? 
Punkten  des  Raimis,  so  ist: 

Olli 


die  Abstände  zwischen  fünf 
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=  0. 


§  4.    Coordinaten  im  Baum.  35 

Die  letztere  Relation  hat  Lagrange,  Mem.  de  Berlin,  1773 
aogegeben,  jedoch  in  anderer  Form.  Spftter  beschäftigte  sich 
mit  ihr:  Carnotin  einer  speciellen  Arbeit,  Sur  la  relaUan,  qui 
existe  etc.,  Paris  1806  und  Cayley,  welcher  ihr  die  Gestalt  einer 
Determinante  gab,  Canibr,  math,  Journ,,  2. 

Diese  Beziehungen  in  Verbindung  mit  den  analogen  für 
die  Gerade  und  Ebene  wurden  auch  von  Schering  untersucht, 
GöU.  Nachr.,  1870;  D'Ovidio,  Giorn.  di  Batt.,  11;  Study, 
Zeitschr.  für  Math,  u/nd  Physik,  27  und  neuerdings  von  De  Tilly, 
Mem.  de  Belg.,  1893  und  M  a  n  s  i  o  n ,  Societe  scient  de  Bruxelles,  1895. 


Wir  wollen  annehmen,  es  seien  im  Raum  drei  Gerade 
{Coordmatenaxen)  festgesetzt,  die  sich  in  einem  Punkt  0  (dem 
Coordinatencmfa/ng)  treffen.  Die  drei  Geraden  bestimmen  drei 
Ebenen  (Goordinatenehenen)  und  durch  jeden  Punkt  P  des  Raimis 
gehen  drei  andere  den  drei  ersten  bez.  parallele  Ebenen. 

Die  Schnitte  dieser  letzteren  mit  den  Coordinatenaxen  er- 
geben drei  Punkte  auf  den  Axen,  die  man  als  Projectionen  des 
gegebenen  Punkts  des  Raums  ansehen  kann;  jedem  Prmkt  des 
Raums  entsprechen  so  drei  Projectionspunkte,  je  einer  auf  jeder 
der  drei  gegebenen  Geraden;  wenn  man  daher  in  jeder  dieser 
Geraden  ein  Coordinatensystem  zur  Bestimmung  der  Punkte  dieser 
Geraden  festsetzt,  so  kann  man  die  drei  Coordinaten  der  drei 
Projectionen  von  P  als  Coordinaten  von  P  omnehmen.  Man  erhält 
so  das  Coordinatensystem,  welches  man  das  C artesische  zu  nennen 
pflegt. 

Am  häufigsten  kommt  es  vor,  dass  die  Coordinaten  auf  den 
drei  geraden  Punktreihen  Cartesische  Coordinaten  sind,  die  den 
gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  0  haben  und  durch  dieselbe 
Masseinheit  gemessen  werden. 

Stehen  die  drei  Axen  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander, 
so  heisst  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  oder  orthogonal. 


Wir  wollen  femer  annehmen,  es  sei  ein  Punkt  0  (der  Pot) 
gegeben,  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  (die  Polaxe)  und  eine 
durch  diese  gelegte  Ebene  (die  Polebene). 

Jeder  Punkt  P  des  Raums  kann  bestimmt  werden,  wenn 
sein  Abstand  q  von  0,  der  Winkel  ö,  den  die  Gerade  OP  mit 
der  Polaxe  macht,  imd  der  Winkel  q>  bekannt  ist,  der  den 
Flächenwinkel  misst,  welcher  von  der  Polebene  und  der  durch 
P  und  die  Polaxe  gelegten  Ebene  eingeschlossen  wird. 
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Die  drei  Zahlen  ^,  ö,  9  kann  man  zu  Coordinaten  von  P 
nehmen;  man  erhält  so  das  Polarcoordinatensystem.  Man  kann 
festsetzen,  dass  q  eine  immer  positive  Grösse  sein,  0  immer 
zwischen  0  und  jr,  q>  dagegen  zwischen   0  und  2jc  liegen   soll. 

Gibt  man  mm  weiter  den  drei  Coordinaten  eines  Punkts 
des  Eaums  die  Form 

X*  SCa  iC« 

U/^  .«/^  *«/^ 

so  heissen  die  Grössen  x^,  x^,  x^y  x^  homogene  Coordinaten. 

Von  Systemen  solcher  Coordinaten  ist  besonders  das  der 
Tetraedercoordinaten  bemerkenswerth ,  welches  auch  den  Namen 
der  quadriplcmaren  (Vier ebenen-)  oder  tetrametrischen  Coordinaten 

führt. 

Nehmen  wir  vier  Ebenen  des  Eaums,  welche  ein  (Funda- 
mental-) Tetraeder  bilden.  Es  seien  p^  q,  r,  s  die  Abstände 
eines  Punktes  P  von  den  vier  Ebenen,  a,  &,  c,  d  vier  Constante 
und  x^,  X2,  x^y  Xj^  mögen  proportional  zu 

f '    I'    h'   1     ^^^®^^*  werden. 

Die  vier  Ecken  des  Tetraeders  heissen  die  "EMmdamental- 
punMe,  die  vier  Ebenen  die  Fundamentalebenen.  Der  Punkt  [7, 
dessen  Coordinaten  sämmtlich  gleich  sind,  der  Punkt  also,  dessen 
Abstände  von  den  vier  Seitenflächen  proportional  zu  a,  b,  c,  d 
sind,  heisst  der  EinheitspimM. 

Aehnlich,  wie  in  §  3,  erkennt  man,  dass  die  Verhältnisse 
^ziveier  beliebiger  dieser  homogenen  Coordinaten  den  Doppelverhält- 
nissen der  vier  Ebenen  eines  Büschels  gleich  sind,  welches  eine 
der  Kanten  des  Tetraeders  mr  Axe  hat,  tmd  dessen  vier  Ebenen 
die  folgenden  sind:  die  zwei  Seitenflächen  des  Tetraeders,  welche 
durch  diese  Kante  gehen  ^  sowie  die  durch  ü  und  die  durch  P 
gehende  Ebene, 

Die  so  definirten  Coordinaten  sind  daher  projective. 

Wenn  eine  der  Ebenen  des  Tetraeders  die  unendlich  ferne 
Ebene  ist,  so  redudrt  sich  das  Tetraedercoordinatensystem  auf 
ein  Cartesisches,  wie  in  §  3. 

Wie  bei  der  Ebene,  so  tritt  \ms  auch  hier  zuerst  das 
Problem  der  Coordinatentransformation  entgegen,  d.  h.  die  Er- 
mittelung der  Formeln,  mittelst  welcher  sich  die  Coordinaten 
eines  gewissen  Systems  durch  die  eines  anderen  ausdrücken  lassen. 


§  4.    Transformation  der  Goordinaten  im  Baum.  37 

Sind   die   beiden   Systeme  Cartesische,  so    bestehen  die  J?e- 

lationen: 

X  cos  {Xx')  +  Y  cos  (Yx')  +  Z  cos  (Zx)    . 

X  = z — 7z r  a, 

cos  (xx)  ' 

^  X  cos  (Xy)  +  Y  cos  (Yy )  +  Z  cos  (Zy )    , 
^  cos  (t/y')  '       ' 

X  cos  (X/)  +  r  cos  (r/)  +  Z  cos  (Z/)    , 

cos  (;?;?)  '        ' 

worin  (x,y^z),  {X,  Y^Z)  die  Goordinaten  desselben  Punkts  in 
dem  einen  und  in  dem  anderen  System  bedefiden,  (a^b,  c)  die 
Goordinaten  des  Anfa/ngspu/nkts  des  zweiten  Systems  in  Bezug 
auf  das  erste  bezdchnen^  x\  y\  /  die  Bichiu/ngen  der  Lothe  auf 
die  Ebenen  yz,  zx,  xy  und 

cos  (xx')^  •  •  •,  cos  {Xx')y '  •  • 

die  Gosinus  der  von  den  Geraden  x,  a;',  •  •  •  bez.  X,  o?',  •  •  •  ge- 
bildeten Winkel  sind. 

Für  rechtunnMige  Systeme  werden  die  Formeln  einfacher: 

ä;  =  a  -f-  X  cos  (Xx)  -f-  Y  cos  (Tx)  +  Z  cos  (Zx), 
y=b  +  Xcos  (Xy)  +  Y  cos  (Yy)  +  Z  cos  (Zy), 
z^c-i-  X  cos  (Xz)  +  Y  cos  (yz)  +  Z  cos  (Zz). 

In  diesem  Fall  gibt  es  zwischen  den  neun  Gosinus  cos  {Xx),  •  •  • 
verschiedene  Beziehu/ngen,  nämlich: 

(1)  cos«  (Xx)  +  cos»  (Xy)  +  cos«  (Xz)  =  1 , 

(2)  cos«  (Xx)  4-  cos«  (Yx)  +  cos«  (Zx)  =  1, 

(3)  cos  (  Yx)  cos  (Zx)  +  cos  (  Yy)  cos  (Zy)  +  cos  (  Yz)  cos  (Zz)  =  0 ," 

(4)  cos  (Xy)  cos  (Xz)  +  cos  (  Yy)  cos  (  Yz)  -f-  cos  (Zy)  cos  (Zz)  =--  0 , 

imd  je  zwei  weitere,  die  man  durch  Vertauschung  von  X  mit  Y 
bez.  Z  aus  der  ersten,  von  x  mit  y  bez.  z  aus  der  zweiten  und 
durch  cyclische  Vertauschwng  von  X,  Y,  Z  aus  der  dritten  und 
von  x,y,  z  aus  der  vierten  Gleichung  erhält. 

Im  Ganzen  sind  es  also  12  Relationen,  von  denen  jedoch 
nur  6  unabhängig  voneinander  sind. 

Die  Formeln,  mittelst  welcher  die  Polarcoordinaten  durch 
orthogonale  Cartesische  und  umgekehrt  ausgedrückt  werden,  lauten, 
wenn  man  annimmt,  der  Anfangspunkt  der  orthogonalen  C arte- 
sischen Goordinaten  falle  mit  dem  Pol  des  Polarcoordinaten - 
Systems,  die  Polaxe  mit  der  ^e-Axe  und  die  Polebene  mit  der 
xz-^hene  zusammen: 
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X  =  Q  sind  cos  g>,  q  =  yö?  +  y*  -}"  ^? 

er 

y  '=^  q  sin  B  sin  g>,     cos  0  = 


z  =  Q  cos  Oj 


igip  = 


y 


Bei  dem  Cartesischen  Coordinatensystem  liegen  drei  Punkte 

mit  den  Coordinaten  {x^,yi,z^,  (-^25^2, ^2)»  (^37^3»%)  «*»  ^««»' 
Geraden,  tcenn 


•^1  "^s 


yi  —  y» 


^1    —  ^2 

^1  —  ^8 


yi  —  y» 

ist,   oder,    was   dasselbe  bedeutet,   wenn  die   Determinanten    der 
Matrix 


X. 


z. 


X. 


2 


'2 


'   X9 


1 
1 
1 


Vi 

y2 
^3   ys   ^3 

verschwinden.     Dabei  reicht  es  aus,  wenn  nur  zwei  dieser  Deter- 
minanten KuU  werden. 

Der  Abstand  eines  Punktes  (x,y^  z)  vom  Coordinatenanfang 
ist  durch  die  Formet 

Q^  =  m?  -\-  y^  -\-  z^  -\-  2xy  cos  {xy)  +  ^yz  cos  {yz)  +  2ifa;  cos  {zx) 

gegeben, 

Zunschen  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  Gerade  r  mit 
den  drei  Goordinatenaxen  bildet,  besteht  die  Belation: 

1  coa(rx)  cos  (ry)  cos  (rz)   1 

cos(icr)          1  cos(xy)  cos{xz) 

cos  (yr)  cos^yx)  1  cos  (yz) 

cos  (zr)  cos(zx)  cos  (zy)          1         j 

Für  recMwinklige  Äxen  ist  einfach 

cos^  (rx)  -}-  cos^  (ry)  +  cos^  (rz)  =  1. 

Der  Winkel,  den  zwei  Gerade  r,  /  miteinander  bilden,  ist 
bei  rechtwinkligen  Äxen  durch  die  Formel/n 

cos  (rr)  =  cos  {xr)  cos  {xr)  +  cos(yr)  cos (y/)  + cos (^fr) cos (;?/), 

cos  (xr)    cos  (yr)    cos  (zr)    '^ 
cos  (xr)  cos  (yr)  cos  (zr) 

gegeben. 


=  0. 


sin^  (rr)  = 


§  4.    Die  Ebene  im  Raum. 
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4^2  = 


«/l^l  1 

2 

i 

^1^1 1 

2^2  ^2  1 

1  + 

^2  "^2  ^ 

^8^3   1 

^3  ^3   1 

bestimmt. 


7  = 


1  cos  (icy) 

cos  (yx)  1 

cos  (;8fx)       COS  (jSt/) 


COS  (aj;ef) 

COS  (yis) 

1 


Der  Flächeninhalt  Ä  des  Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Punkte 
mit  den  Coordinaten  (xj^,  y^,  Zy),  (x^,  y^,  z^,  {x^,  y^,  z^  sind^  wird 
(in  rechtwinkligen  Coordinaten)  durch 

^      j  ^1  2^1  1   * 

+  I  ^2  2^2  1 

Das  Volumen  Y  des  durch  die  vier  JPimkte  x^y^fZ^  etc, 
bestimmten  Tetraeders  ist  seinem  absoluten  Werth  nach  in  be- 
liebigen Cartesischen  Coordinaten 

^1 2/i  ^1  1  j 

•^2  3^2  ^2    ^ 

^8  y»  h  1 

^4  3^4  ^4   1 

Für  rechttoinklige  Axen  wird  die  erste  Determinante  gleich  1. 
Die  Cartesischen  Coordinaten  x,y,  z  des  Punkts  einer  Ebene 
genügen  einer  Gleichung  1^^  Grads  vom  Typus: 

ax  -\-  by  -{-  cz  -{-  d  =  0  {Gleichung  der  Ebene) 

und  jede  so  beschaffene  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  via' 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  ist: 

X    y    z    1 

^1  Pi  h  1 
i^2  2/2  h  1 
^3  2/3  h  1 

worin  die  drei  ersten  Elemente  jeder  Zeüe  die  Cartesischen  Co- 
ordinaten eines  der  vier  Punkte  sind. 

Die  Ebene;  welche  durch  die  drei  Punkte  mit  den  Coordi- 
naten 

{^l>yi>h)^    (^2' 2/2^  ^2)?    (^3' ^8'  ^3) 

geht,  wird  durch  dieselbe  Gleichung  dargestellt.  Darin  sind  als- 
dann (x  y  z)  die  Coordifiaten  eines  unbestimmten  Punkts  der  Ebene 
(die  laufenden  Coordinaten). 

\-  -'  -\-  —  =  1  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  auf 

<kn  Axen,  vom  Anfangspunkt  aus  gemessen,  die  Strecken  p,  q,r 
ülsclineidd. 


=  0, 


1 
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Zwei  Ebenen 
ax  -{-  by  -]-  cz  -\-  d  ^=  Oy    dx  +  &'y  +  ^'^  +  ^  =  ^ 

sind  dann  und  nur  dann  parallel,  wenn 

a b  c 

a        0        c 

Eine  Gerade  im  Baum  wird  durch  zwei  Gleichungen  dar- 
gestellt,  welche  die  Gleichungen  zweier  durch  sie  gehender 
Ebenen  sind. 

Drei  Ebenen  gehören  einem  Büschel  an,  d,  h.  sie  haben  eine 
Gerade  gemeinschaftlich,  werni  die  Determinanten  5*®'  Ordnung 
der  Matrix 


a    b    c 

d 

a    h'   c' 

et 

a"  b"  c" 

r 

verschwinden;  dabei  reicht  es  hin,  wenn  nur  zwei  Determinanten 
Null  werden. 

Vier  Ebenen  gehen  durch  einen  Funkt ^  wenn  die  Determi- 
nante 4*®'  Ordnung  der  16  Coefficienten  der  Gleichungen  der  vier 
Ebenen  verschwindet. 

Bezeichnet  mcm  mit  «,  /3,  y  die  Winkel,  welche  das  Lotk 
auf  die  Ebene  mit  den  Axen  büdet,  und  mit  q  den  Abstand 
des  Coordinatencmfangs  von  der  Ebene,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
der  Ebene  schreiben: 

X  cos  cc  -^  y  cos  ß  -^  z  cos  y  —  ^  =  0  (die  Normalform). 

Bei  rechtwinkligen  Axen  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichung 
der  Ebene  auf  die  Normalform,  wenn  man  sie  mit 

1       

+  Va«  +  6«  +  c« 

multiplicirt,  wobei  dem  Badical  das  Vorzeichen  gegeben  werden 
muss,  welches  dem  Vorzeichen  des  konstanten  terms  der  Gleichung 
entgegengesetzt  ist. 

Den  Abstand  eines  Punkts  X,  Y,  Z  von  einer  Ebene  erhält 
man,  wenn  in  der  negativ  genommenen  linken  Seite  der  Normal- 
gleichung der  Ebene  an  die  Stelle  der  laufenden  Coordinatcn 
diejenigen  des  Punkts  gesetzt  werden. 

Der  Winkel  a  zweier  Ebenen  ist  für  rechtwinklige  Axen 
durcli 


cos  a  = 


§  4.    Homographie  zweier  Räume.  41 

aa'  +  66'  +  cc' 


sin*«  = 


|/a»  +  6»  +  c«  l/a'«  +  y*  +  c'« ' 
a    6    c 
a'  6'  c' 


gegeben. 


(a»  +  6«  +  c«)  (a'«  +  6'«  +  c'^ 

Die  Bedingimg  dafür,  dass  zwei  Ebenen  loihrecht  aufeinander 
stehen,  ist  für  rechtmnTdige  Äxen: 

ad  +  66'  +  cd  ^  0. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Ebene  die  Form 

ux  •■{-  vy  -}-  W0  -^  1  =^  0, 

so  können  die  Coefficienten  u^v^w  als  Coordinaten  der  Ebene  be- 
trachtet werden. 

Es  lassen  sich  nun  ähnliche  Betrachtungen  anstellen,  wie 
über  die  Coordinaten  von  Geraden  in  der  Ebene;  doch  wollen 
wir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 


Zwei  Räume  (von  drei  Dimensionen)  sind  homographisch 
oder  colUnear  oder  projectiv,  wenn  sie  sich  so  entsprechen,  dass 
jedem  (reellen)  Punkt  P  und  jeder  (reellen)  Ebene  p  des  einen 
Raums  ein  Punkt  P'  und  eine  Ebene  p'  des  anderen  zugeordnet 
ist,  und  dabei,  wenn  P  in.  p  liegt,  auch  der  entsprechende 
Punkt  P'  der  entsprechenden  Ebene  p'  angehört;  oder  mit 
anderen  Worten:  wenn  sich  in  dem  ersten  Raum  ein  Punkt 
in  einer  Ebene  bewegt,  so  verschiebt  sich  auch  der  entsprechende 
Punkt  in  dem  zweiten  Raum  in  der  Ebene,  welche  der  ersten 
Ebene  entspricht. 

Die  analytischen  Definitionen  (welche  die  vorstehende  ent- 
halten \md  auch  den  Fall  imaginärer  Elemente  umfassen)  für 
zwei  homographische  Räimie  sind  die  folgenden:  Versteht  man 
unter  x^y^z  und  x\  y\  d  die  Coordinaten  der  sich  in  den  beiden 
Räumen  entsprechenden  Punkte,  so  heissen  diese  Räume  homo- 
'graphisch^  wenn  die  Beziehungen  bestehen: 

,  ax  -{-  hy  -\-  cz  -\-  d 

^  —  a'"x  +  h"'y  +  c'";^'+~5^ ' 

, d  x  -f-  b'y  +  c'  z  +  d' 

^  ~  a'"x-\'  h'"y-^c'"z^d:" ' 

,_    d'x  +  b"y  +  c"z  +  d" 
^  —  ä'''x  +  b"'y  +  c"z  +  d''" ' 
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worin  die  Determinante  (a  V  c"  (T")  von  Null  verschieden  ist; 
oder  auch:  wenn  zwischen  den  Ooordinaten  w,  t?,  w?;  w',  «^',  w'  der 
zwei  sich  in  den  beiden  Bäumen  entsprechenden  Ebenen  den  vor- 
stehenden ähnliche  linear  gebrochene  Eelationen  bestehen. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  vier  Doppelpunkte  und  -Ebenen  (d.  h. 
Punkte  und  Ebenen,  die  sich  selbst  entsprechen). 

Die  Homographie  zimschen  zwei  Räumen  ist  bestimmt,  wenn 
festgestellt  ist,  dass  die  vier  Ecken  (oder  die  vier  Seitenflächen) 
eines  Tetraeders  in  dem  einen  den  Ecken  (oder  Seitenflächen) 
eines  Tetraeders  in  dem  anderen  Bavm  zugeordnet  sind,  und  dass 
ferner  eine  Ebene  des  ersten  Baums,  welche  nicht  durch  einen  der 
vier  Punkte  geht  (oder  ein  Punkt,  wdcher  nicht  in  einer  der  vier 
Seitenflächen  liegt)  einer  Ebene  des  zweiten  Baums  zugeordnet  ist, 
welche  nicht  durch  einen  der  vier  entsprechenden  Punkte  geht  (oder 
einem  Punkt,  welcher  nicht  in  einer  der  vier  entsprechenden  Seiten- 
flächen liegt). 

Wenn  die  unendlich  fernen  Ebenen  zweier  Räume  sich  ent- 
sprechen, so  wird  die  Homographie  zur  Affinität 

Die  Affinität  zweier  Bäume  wird  bestimmt,  indem  man  fest- 
stellt, dass  vier  Seitenflächen  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in 
dem  einen  vier  Seitenflächen  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in  dem 
anderen  Baum  entsprechen. 

In  zwei  affinen  Bäumen  sind  zwei  sich  entsprechende  Punkt- 
reihen ähnlich  und  zwei  sich  entsprechende  Ebenen  affin. 

In  zwei  affinen  Bäumen  haben  die  Abstände  zweier  sich 
entsprechender  Punkte  von  zwei  festen  Ebenen  ein  constantes  Yer- 
hcUtniss. 

Die  Volumina  zweier  sich  entsprechender  Körper  in  zwei 
affinen  Bäumen  stehen  in  constantem  Verhältniss. 

Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  Aehnlichkeit.  Zwei 
Bäume  heissen  ähnlich,  wenn  die  sich  entsprechenden  Winkel 
gleich  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Bäumen  sind  zwei  sich  entsprechende  ebene 
Systeme  ebenfalls  ähnlich  (vergl.  §  3). 

Zwei  homographische  Bäume,  welche  ein  Bündel  von 
Doppelelementen  oder  auch  ein  ebenes  System  von  Doppel- 
elementen enthalten  {das  Eine  ist  die  Folge  des  Anderen)  heissen 
homolog  \  der  Mittelpunkt  des  Bündels  heisst  das  Centrum  der 
Homologie  und  die  Ebene  die  Homologieebene.  Wenn  die  Corre- 
spondenz  zwischen  den  beiden  Bäumen  involutorisch  ist,  so  er- 
hält man,  wie  gewöhnlich,  die  involutorische  oder  harmxmische 
Homologie. 


§  4.    Homologie  und  Dualität  zv^eier  Bäume.  43 

Zwei  homologe  Räume  werden  durch  das  Centrum,  die  Ebene 
der  Homologie  und  die  Zuordmmg  zweier  Funkte  definirt,  die 
mit  dem  Centrum  der  Homologie  nothwendiger  Weise  in  einer 
Geraden  liegen  müssen,  und  von  denen  keiner  mit  diesem  Centrum 
zusammenfällt 

Liegt  das  Centrum  unendlich  fem,  so  ergibt  sich  die  affine 
Homologie,  liegt  dagegen  die  Homologieebene  im  Unendlichen, 
so  erhält  man  die  Homothetie. 

Die  Homothetie  ist  ein  specleller  Fall  der  Aehnlichkeit, 
Daher: 

Im  Fall  der  Homothetie  ist  das  Verhältniss  zweier  sich  ent- 
sprechender geradliniger  Strecken  constant. 

Zwei  ähnliche  Bäume  können  immer  in  homothetische  Lage 
gebracht  werden. 

Bemerkenswert  ist  auch  die  axiale  Homographie,  welche  alle 
Punkte  zweier  windschiefen  Geraden  (die  dann  auch  Enveloppen 
von  Doppelebenen  sind)  zu  Doppelpunkten  hat. 

Bei  der  axialen  Homographie  liegen  zwei  sich  entsprechende 
Punkte  immer  auf  ei/ner  Geraden,  welche  die  beiden  Geraden  der 
Doppelpunkte  in  zwei  Punkten  schneidet,  die  mit  den  ersteren  in 
constantem  anharmonischem  Verhältniss  stehen. 

Eine  solche  Homographie  mrd  involutorisch,  wenn  dieses 
Quadrupel  von  Punkten  harmonisch  ist 

Jede  involutorische  räumliche  Homographie  kann  entweder' 
eine  involutorische  Homologie  oder  eine  involutorische  axiale  Homo- 
graphie sein. 

Ein  allgemeinerer  Fall  der  involutorischen  Homographie  ist 
auch  hier  die  cyclische  Homographie  von  der  n*^  Ordnung^  für 
welche  die  analoge  Definition,  wie  in  den  vorigen  Para- 
graphen, gut. 

Zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  eines  Eaums  und  den 
Ebenen  imd  Punkten  eines  anderen  kann  man  sich  eine  ein-ein- 
deutige  Zuordnung  denken,  welche  derjenigen  ähnlich  ist,  von 
der  in  §  3  die  Rede  war;  sie  heisst  Dualität  oder  Correlativität 
oder  Bedpröcität 

In  homogenen  Coordinaten  von  Ptmkten  tmd  Ebenen  lauten 
die  Gleichungen  der  räumlichen  Dualität 


u 


!  =  ^a^^  Xj^,  (i,  Ä;  =  1,  2,  3,  4). 


Die  Dualität  ist  in  zwei  Fällen  involutorisch:  wenn  aij^  =  %,- 
und  wenn  a,t  =  —  %i  ist,  woraus  «,•»  =  0  folgt    In  dem  ersten 
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Pall  heisst  sie  gewöhnliche  Polarität^  in  dem  zweiten  NüUpolarität 
oder  Nullsystem. 

Bei  der  gewöhnlichen  Polarität  ist  der  Ort  der  Pu/nkte,  die 
auf  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  liegen,  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung;  vergl.  Kap.  4. 

Bei  dem  Nudsystem  liegt  jeder  Punkt  in  der  ihm  entsprechen- 
den Ebene,  geht  jede  Ebene  durch  ihren  eigenen  Pol  wnd  ist  die 
Gesammtheit  der  Boppelgeraden  ein  Tmearer  Complex ,  vergl. 
Kap.  14,  §  3. 

Mit  den  Nullpolaritäten  oder  Nullsystemen  haben  sich  zu- 
erst Giorgini,  Mem,  deUa  Soc.  it.  delle  scienze^  20,  1827,  später 
Möbius,  Chasles,  v.  Staudt,  etc.  beschäftigt,  vergl.  Kap.  10,  §2. 


Wir  wollen  nun  die  sogenannten  Antiprojectivitäten  Segre^s 
kurz  besprechen. 

Es  seien  x^  die  homogenen  Coordinalen  der  (reellen  oder 
complexen)  Punkte  eines  Baums  (von  2  oder  3  Dimensionen) 
und  ähnlich  u^  die  homogenen  Coordinaten  des  dem  Punkt  in 
diesem  Baum  dualen  Elementes  (d.  h.  der  Geraden  oder  der 
Ebene,  je  nachdem  der  Baum  2  oder  3  Dimensionen  hat).  Wir 
bezeichnen   die   zu  x^,  w,-  conjugirt  complexen  Grössen  mit  ic,.,  w,-. 

Wir  ersetzen  dann  die  gewöhnlichen  Belationen  der  Homo- 
graphie  und  der  Dualität  durch  die  folgenden: 

k 
k 

Durch  diese  Formeln  werden  zwei  dn-eindeutige  Zuordnungen 
zwischen  den  Elementen  x,  x'  oder  x,  u  zweier  Bäume  festgestellt. 
Bei  der  ersten  entsprechen  Punkten  einer  Geraden  oder  einer  Ebene, 
wie  bei  der  Homographie,  uneder  Punkte  einer  Geraden  oder  einer 
Ebene;  bei  der  zweiten  entsprechen  Punkten  einer  Geraden  oder 
Ebene,  wie  bei  der  Dualität,  Gerade  oder  Ebenen  eines  Büschels 
oder  auch  Ebenen  eines  Bündels. 

Diese  Zuordnungen  heissen  ÄnticoUineation  (oder  ÄnUpro- 
jectivität)  bez.  Antidualität. 

•Für  sie  bleibt  die  Eigenschaß  bestehen,  dass  harmonischen 
Elementen  harmonische  Elemente  entsprechen. 

Sind  diese  Correspondenzen  involutorisch,  so  erhält  man  die 
Äntiinvolutionen  und  Antipolaritäten. 
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Die  Betrachtung  der  Doppelelemente  einer  Antipolarität 
führt  zu  den  sogenannten  HyperhegelschniUen  und  Hyperquadri-' 
flächen,  welche  durch  eine  Gleichung  vom  Typus 

dargestellt  werden,  worin  a,.|.  =  a^^  ist. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  eines  Hjperkegelschnitts 
oder  einer  Hyperquadrifläche  führt  zur  Betrachtung  von  Formen: 

wobei  a,.j  =  äj^^  ist;  eine  derartige  Form  heisst,  welches  auch 
immer  die  Zahl  der  Variabelen  sei,  eine  Hermite'sche  Form'^ 
Hermite,  Grelle,  47,  52,  53.  Siehe  auch  Report.  I,  Kap.  12, 
§§  15,  22. 

üeber  diese  Zuordnungen  vergl.  die  vier  Artikel  von  Segre, 
ün  nuovo  campo  di  ricerche  geometriche,  Atti  di  Torino,  1890 
und  Math.  Ann.  40,  Siehe  auch  C.  Juel,  üeher  einige  Grund- 
gehüde  der  projediven  GeomettM,  Acta  matfu,  14,  p.  1 — 30. 


Die  älteste  analytische  Geometrie  ist  wohl  die  im  Jahr  1637 
in  erster  Auflage  erschienene  Geometrie  von  Descartes  gewesen, 
deren  spätere  Ausgabe  mit  Anmerkungen  von  De  Beaune  imd 
Schooten  versehen  ist.     Siehe  das  Namenregister. 

In  diesem  Buch  wird  zum  ersten  Mal  in  vossenschaftlicher 
Art  der  Begriff  der  Coordiaaten  in  der  Ebene  eingeführt,  während 
der  Begriff  der  Coordinaten  in  der  geraden  Punktreihe  wohl  von 
Vieta,  1540 — 1603  (siehe  das  Namenregister)  herrührt.  Die 
barycentrischen  Coordinaten  sind  von  Möbius,  der  harycentrisdie 
Cdlcül,  Leipzig  1827,  die  projectiven  von  Staudt,  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  2  lÖte.,  Nürnberg  1856,  1857  und  von 
Fiedler,  IHe  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verhindimg 
mit  der  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  3  Thle.,  Leipzig  1883, 
85, 88  eingeführt  worden;  die  homogenen  haben  Möbius,  Plücker 
und  Hesse  eingehend  studirt. 

Der  Begriff  des  Doppelverhältnisses  findet  sich  bei  Möbius, 
der  ihn  Doppelschnittverhältniss  nannte,  und  bei  Chasles,  der 
ihm  den  Namen  anharmonisches  Verhältniss  gab.  Andere  Unter- 
suchungen sind  von  Steiner  und  namentlich  von  Staudt,  der 
den  Begriff  unabhängig  von  dem  Begriff  der  Länge  definirte. 

Das  Princip  der  Homologie  hat  Poncelet,  Froprietes  pro- 
jedives  des  figures,  Paris  1822  angewendet,  das  der  Homographie 
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Möbius,  Steiner  und  Chasles  und  das  Princip  der  Dualität 
verdankt  man  speciell  Gergonne,  Ann,  des  mafh.^  1827,  Chasles 
und  Plücker. 

Die  Involution  von  Punkten  wurde,  abgesehen  von  den  alten 
Griechen,  unter  den  Neueren  zuerst  von  Desargues(l593  — 1662) 
studirt,  von  welchem  auch  der  Name  herrührt. 

Die  projedive  Geometrie ^  d.  h.  diejenige,  welche  die  pro- 
jectiven  Eigenschaften  der  Figuren  behandelt,  hat  sich  etwa  in 
der  ersten  HäKte  dieses  Jahrhunderts  zur  Wissenschaft  aus- 
gebildet. Die  ersten  wichtigen  Werke  sind  von  Poncelet, 
Traite  despropr.  project.  des  figures,  Metz  et  Paris,  1822;  Steiner, 
System,  EntwicM.  etc.,  Berlin  1832;  auch  in  Ostwald 's  Klassikern, 
Nr.  82,  83,  vergl.  Namenregister;  Staudt,  Geometrie  der  Lage, 
Nürnberg,  1847;  Chasles,  Traite  de  Geom.  super, ^  Bruxelles  1852, 
Trait4  de  Sect,  coniques^  Paris  1865.  Von  den  Neueren  citiren  wir 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  heipzig  1876, 
1891;  Cremona,  Elementi  di  Geometria  projettiva,  Torino  1878 
(deutsch  von  Trautvetter),  von  wel|J;ien  Uebersetzungen  in  verschie- 
denen Sprachen  existiren;  Keye,  Geometrie  der  Lage,  2  Bde., 
Hannover  1877  — 1880;  Pasch,  Vorlestmgen  über  neuere  Geometrie, 
Leipzig  1882;  Weyr,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie, 
2  Hfte.,  Wien  1883,  1887;  die  neuesten  sind  Sannia,  Napoli, 
1891,  1894  und  Enriques,  Bologna,  1898. 

Zu  diesen  Werken  könnte  man  die  Bücher  über  darstellende 
Geometrie  hinzufügen,  die  auch  die  projective  Geometrie  behan- 
deln, wie  z.  B.  die  berühmten  Werke  von  Fiedler,  DarsteU, 
Geom,^  Leipzig  1883  — 1888  und  Wiener,  Lehrbuch  der  darst 
Geom.^  2  Bde.,  Leipzig  1884,  1887.  Man  beachte,  dass  die  pro- 
jective Geometrie  von  den  verschiedenen  Autoren  verschiedene 
Namen  erhalten  hat;  Chasles  nannte  sie  neue  oder  höhere  Geo- 
metrie, Carnot,  Cayley,  v.  Staudt,  Gergonne  und  Andere 
Geometrie  der  Lage^  Cremona,  Klein  etc.  projective  Geometrie. 

Nahe  verwandt  mit  der  projectiven  Geometrie  ist  die  so- 
genannte darstellende^  deren  Zweck  es  ist,  räumliche  Figuren 
durch  Centralprojectionen  oder  rechtwinklige  Parallelprojectionen 
auf  einer  Ebene  darzustellen  und  die  Eigenschaften  dieser  Ab- 
bildungen zu  untersuchen. 

Man  verdankt  Monge,  Geom,  descr.,  Paris  1795  auch  in 
Ostwald's  Klassikern,  N.  117  (vergl.  Namenregister)  die  erste 
systematische  Behandlung  der  darstellenden  Geometrie,  die 
im  Anfang  des  19^^  Jahrhunderts  durch  Monge,  Lacroix, 
Olivier,   Hachette,    Dupin    weiter   entwickelt   wurde.      Eine 


§  4.    Literaturnachweise.  47 

eingehende  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie  findet  man  in 
dem  ersten  Kapitel  des  oben  citirten  Werks  von  Wiener  und  in 
einem  neuen  Buche  von  Obenrauch,  Gesch,  der  dar  st  undproject 
Geom.,  Brunn  1897. 

Unter  den  Begriffen,  die  dazu  gedient  haben,  den  geo- 
metrischen Resultaten  grössere  Einheit  und  Einfachheit  sowie  all- 
gemeinere Gültigkeit  zu  geben  und  unnöthige  Classificationen  von 
Ausnahmsfällen  zu  vermeiden,  sind  besonders  die  Begriffe  der  un- 
endlich fernen  und  der  imagmären  Elemente  hervorzuheben.  Der 
erste  geht  bis  auf  Desargues  zurück;  der  zweite  ist  eine  Folge 
der  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie. 

Verschiedene  Autoren  haben  versucht,  den  letzteren  Begriff 
unabhängig  von  allen  analytischen  Begriffen  in  die  reine  Geo- 
metrie einzuführen.  Dazu  können  die  elliptischen  Involutionen 
dienen,  deren  Doppelpunkte,  wie  man  weiss,  imaginär  sind  und 
deren  Paare  von  reellen  Punkten  sich  mithin  zur  Definition  eines 
Paares  imaginärer  Punkte  benutzen  lassen.  Untersuchungen  dieser 
Art  hat  hauptsächlich  St  au  dt  angestellt;  die  modernen  Dar- 
stellungen der  projectiven  Geometrie  z.  B.  das  oben  citirte  Buch 
von  Sannia  entwickeln  diese  Begriffe  ins  Einzelne. 

Von  den  Werken  über  analytische  Geometrie  citiren  wir 
die  allgemein  bekannten  Bücher  von  Salmon,  die  verschiedene 
Ausgaben  und  Uebersetzungen  erlebt  haben  (siehe  Namenregister) ; 
Baltzer,  Analytische  Geometrie,  Dresden  1882;  Hesse,  Leipzig 
1866 — 76  (siehe  Namenregister)  und  D'Ovidio,  Geometria  ana- 
litica,,  Torino  1896.  Vergl.  zu  dem  letzteren  die  Besprechung  im 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik ^  Berlin  1896,  in 
welcher  die  Vorgeschichte  des  Buches  behandelt  wird,  das  aus 
zwei  verschiedenen  in  den  Jahren  1873  und  1885  erschienenen 
Büchern  zusammengeschmolzen  wurde. 

Zur  Einführung  in  die  analytische  Geometrie  ist  zu  empfehlen: 
P.  Schur,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  Leipzig  1898; 
Ganter  und  Rudio,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Baumes,  Leipzig  1897,  1899;  M.  Simon,  Analytische  Geometrie 
der  Ebene,  Leipzig  1897;  derselbe.  Analytische  Geometrie  des 
Baums,  Leipzig  1898. 


Kapitel  IL 
Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

§  1.    Allgemeines. 

Die  Gebilde,  die  wir  in  diesem  Kapitel  betrachten  werden, 
sind  Figuren,  die  aus  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  in  end- 
licher Anzahl  bestehen;  man  pflegt  sie  im  Gegensatz  zu  den  im 
vorigen  Kapitel  betrachteten  Figuren  unstetige  Gebilde  zu  nennen, 
weil  man  offenbar  von  einem  ihrer  Elemente  zu  einem  anderen 
stetig  nicht  übergehen  kann,  wenn  dabei  immer  nur  in  dem 
Gebilde  enthaltene  Elemente  derselben  Art  durchlaufen  werden. 

Eine  Gnippe  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  einer 
Punktreihe  oder  einer  Ebene  oder  eines  Raums  oder  auch  eine 
Gruppe  einer  endlichen  Anzahl  von  Geraden  oder  Ebenen  eines 
Büschels  etc.  sind  unstetige  Gebilde,  Ausser  ihnen  gibt  es  noch  die 
folgenden: 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Eck  ist  ein  System  von  n  Pnnk- 
ten   (Ecken)   einer  Ebene,    von   denen  keine    drei    in   derselben 

Geraden  liegen,  in  Verbindung  mit  den Geraden  (Seiten)^ 

welche  sie  zu  je  zweien  miteinander  verbinden. 

Der  Schnitt  zweier  Seiten,  welche  nicht  beide  durch  einen 
der  n  Punkte  gehen,  heisst  Diagonalecke. 

Die  Anzahl  dieser  Ecken  beträft  — -^ — — -> 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Seit  ist  ein  System  von  n  Ge- 
raden (Seiten)  einer  Ebene,   von  denen  keine  drei  sich  in  dem- 

selben  Punkt  treffen,   in  Verbindung  mit  den  -^^—- — -  Punkten 

(Ecken)^  in  denen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden.  Jede  Gerade, 
welche  zwei  nicht  auf  derselben  Seite  liegende  Ecken  verbindet, 
heisst  Diagonale, 
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Die  Anzahl  dieser  Diagonalen  beträgt  -  -   -     -  -   -  — 

Em  einfaches  ebenes  n-Ech  oder  n-Seit  ist  ein  System  von  n 
in  einer  gegebenen  cyclischen  Reihenfolge  betrachteten  Punkten 
«iner  Ebene,  wenn  es  mit  dem  System  der  n  Geraden  zusammen- 
gefasst  wird,  welche  jeden  Punkt  mit  dem  folgenden  verbinden. 

Projicirt  man  das  vollständige  ebene  n-Eck  von  einem 
Punkt  ausserhalb  seiner  Ebene,  so  erhält  man  einen  vollständi- 
gen n -kantigen  Winkel  (ein  vollständiges  n-Kant)  und  durch 
Projection  des  w-Seits  von  einem  Punkt  ausserhalb  seiner  Ebene 
den  vollständigen  n- flachigen  Winkel  (das  vollständige  n-Scit  im 
Strahlenbündel). 

Ein  vollständiges  windschiefes  n-Eck  ist  ein  System  von 
n  Punkten,   von  denen  keine   vier    in    derselben   Ebene    liegen, 

in  Verbindung  mit  den  Geraden ,    welche  durch  je   zwei 

von  ihnen   gehen  und  mit  den 

n(w  — l)(n— 2) 

Ebenen  {Seitenflächen)^  welche  durch  je  drei  von  ihnen  gelegt  sind. 

Ein  vollständiges  n- Flach  ist  die  der  vorigen  correlative 
Figur,  d.  h.  das  System  von  n  Ebenen,  von  denen  keine  vier 
durch  denselben  Punkt  gehen,  in  Verbindung  mit  allen  ihi-en 
Schnittgeraden  und  Schnittpunkten. 

Zwei  auf  einander  bezogene  vollständige  ebene  w-Ecke 
heissen  perspectiv,  wenn  die  Verbindungsgeraden  der  sich  ent- 
sprechenden Ecken  in  demselben  Punkt  zusammenlaufen,  sie 
heissen  homolog,  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
derselben  Geraden  (der  Homologiea^xe)  schneiden. 

Zwei  aufeinander  bezogene  vollständige  ebene  w- Seite  nennt 
man  perspectiv,  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
derselben  Geraden  treffen;  sie  heissen  homolog,  wenn  die  Ver- 
bindungsgeraden der  entsprechenden  Ecken  durch  denselben  Punkt 
(das  Homologiecentrum)  gehen. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  zwei  w- Seite  im  Strahlen- 
bündel und  für  zwei  w- Kante. 

Zwei  aufeinander  bezogene  windschiefe  vollständige  n-Ecke 
heissen  perspectiv,-  wenn  die  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Ecken  verbinden,  durch  denselben  Punkt  gehen,  \md  heissen 
homolog,  wenn  die  entsprechenden  Seitenflächen  sich  in  Geraden 
schneiden,    die  in  derselben  Ebene   (der  Homologieebene)  liegen. 

Pascal,  Bepertorium.  II.  4 
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Zwei  w-Ecke  sind  projectiv,  wenn  sich  das  eine  aus  dem 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projectionen  und 
Schnitten  ableiten  lässt. 

Zwei  perspective  in  verschiedenen  Ebenen  gelegene  n-EcJce 
sind  nothwendiger  Weise  auch  homolog.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt 
für  zwei  perspective  w- Flache  mit  verschiedenen  Centren. 

Zwei  Dreiecke,  zwei  Dreiseite,  zwei  Drei  flache  oder  zwei 
Dreikante  sind,  wenn  sie  perspectiv  sind,  auch  homolog. 

Zwei  ebene  Vierecke  sind  immer  projectiv. 

Zwei  perspective  vollständige  windschiefe  Vierecke  sind  auch 
homolog. 

Wenn  in  zwei  vollständigen  n- Ecken 

welche  aufeinander  bezogen  werden  und  entweder  in  .derselben 
oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  eine  Seite  A^Ä^  des  ersten 
und  alle  übrigen  2n  —  4  Seiten,  welche  durch  A^  oder  Ai^  gehen, 
die  entsprechenden  Seiten  des  anderen  n-Ecks  in  ebensovielen 
Punkten  einer  Geraden  s  schneiden,  so  sind  die  beiden  n-JEcke 
homolog;  bezeichnet  man  mit  S  das  Homologiecentrum,  so  liegen 
zwei  beliebige  sich  entsprechende  Diagonalecken  P,  P  der  beiden 
n-Ecke  mit  S  in  derselben  Geraden. 

Ein  ähnlicher  Satz  gilt  f&r  zwei  vollständige  ebene  n- Seite, 
zwei  vollständige  n- flachige  Winkel  und  zwei  vollständige  n- Kante. 

Die  Definitionen  in  diesem  Paragraphen  rühren  zum  grossen 
Theil  von  Steiner  her,  ges.  Werke ^  herausg.  von  Weierstrass, 
2  Bde.,  Berlin  1882,  1,  p.  288—396. 

§  2.  Frojeotive  Eigenschaften  der  Gruppen  von  Punkten 
auf  einer  Geraden.    Polarität.    Harmonische  Mittelpunkte. 

Eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  kann  ana- 
lytisch durch  die  Wurzeln  einer  binären  Form  von  der  n^^  Ord- 
nung dargestellt  werden.  Das  Studium  der  Invarianten  und 
C Ovarianten  dieser  Form  führt  zu  der  Ermittelung  specieller 
invarianter  oder,  geometrisch  ausgedrückt,  projectiver  Eigenschaf- 
ten der  Gruppe  von  Punkten. 

Für  die  Werthe  w  =^  2,  3,  4,  •  •  •  haben  wir  in  Bd.  1, 
Kap.  12  die  Resultate  angegeben,  die  man  vom  Standpunkt 
der  analytischen  Theorie  der  Formen  aus  erhält.  Wir  wollen 
im  nächsten  Paragraphen  die  geometrischen  Resultate  mittheilen, 
die  jenen  analytischen  entsprechen,  und  bitten  den  Leser,  sich  die 
damals  gefundenen  Ergebnisse,  Begriffe  und  Benennungen  gegen- 
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wärtdg  zu  halten.  Hier  sollen  zunächst  die  Polarität  und  die 
harmonischen  Mittelpunkte  besprochen  werden. 

Fölarität.     Wenn  eine  Form  a"  gegeben  ist,  so  können  wir 

die  Polaren  a^~^a  ,  a^~^a^,  •  •  •  bilden  und   die  Wurzelpunkte 

dieser  gleich  Null  gesetzten  Formen  betrachten,  wenn  angenommen 
wird,  y  sei  ein  gegebener  Punkt.  Diese  Gruppen  von  Punkten 
heissen  bezüglich  die  1*®,  2*®,-  •  •  Folargruppe  von  y.  Man 
nennt  sie  auch  harmonische  Gruppen  von  y  oder  harmonische 
Mittelpunkte  vom  n — 1*^^,  n  —  2*®^,  •  •  •  Grad.  Jonquieres, 
Joum,  de  Liouville^  1851.  Die  letzte  Polargruppe  wird  durch 
einen  einzigen  Punkt  gebildet,  den  Poncelet,  Grelle^  3  das 
Gentrum  der  harmonischen  Mittel  nannte. 

Wenn  der  Pol  ins  Unendliche  rückt,  so  wird  das  Centrum 
der  harmonischen  Mittel  das  Gentrum  der  mittleren  Abstände, 
welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  algebraische  Summe 
semer  Abstände  von  den  n  Punkten  Null  ist. 

Wir  wollen  nun  einige  Grundeigenschaften  der  harmo- 
nischen  Mittelpunkte,  oder,  wie  man  auch  sagt,  der  Polarsysteme 
angeben. 

Ist  M  ein  harmonischer  Mittelpunkt  r^^  Grades  eines  ge- 
gebenen Systems  von  n  Punkten  in  Bezug  den  Pol  0,  so  ist  um- 
gekehrt 0  ein  harmonischer  Mittelpunkt  (n  —  r)^^  Grads  desselben 
Systems  in  Bezug  auf  den  Pol  M. 

Sind  M^,  M^,  -  '  •,  M^  die  harmonischen  Mittelpunkte  r^^ 
Grades  eines  Systems  von  n  Punkten  bez.  eines  Pols  G,  so  sind 
die  harmonischen  Mittelpunkte  vom  s*^  Grad  (s<r)  des  Systems 
Jfj,  •  •  •,  M^  bez.  des  Pols  G  auch  die  harmonischen  Mittelpunkte 
vom  5*®*^  Grad  des  gegebenen  Systeme  bez,  desselben  Pols  0. 

Wenn  M^,  •  •  •,  M^  die  harmonischen  Mittelpunkte  r*®^  Grades 
bez.  eines  Pols  G^  und  N^,''',N^  diejenigen  s*®^  Grads  bez. 
eines  Pols  0,  sind,  so  fallen  die  harmonischen  Mittelpunkte  vom 
(r-j-s  —  w)*^  Grad  des  Systems  M^,  •  •  •,  M^  bez.  des  Pols  0, 
mit  den  harmonischen  Gentren  (r  -\-  s  —  nj^^  Grades  des  Systems 
Nj^,  '  '  •,  Ng  bez.  des  Pols  G^  zusammen. 

Ist  Ä^  der  harmonische  Mittelpunkt  1^^  Grades  des  Systems 
A^,  A^,  "*,  A^  bez.  eines  Pols  G,  so  ist  er  auch  der  harmmiische 
Mittelpu/nkt  1^^  Grades  des  Systems  A^,A2,A^,''-,A^  bez.  des- 
selben Pols. 

Fällen  r  Punkte  des  Systems  A^,*",  A^in  einen  einzigen  zu- 
sammen, so  fallen  aucfi  r  — p  harmonische  Mittelpunkte  (n  —  j?)*®*^ 
Grades  bez.  eines  beliebigen  Pols  mit  diesem  Punkt  zusammen. 

4* 
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Die  harmonischen  Mittelpunkte  r^^  Grades  bez.  eines  zum 
Pol  genommenen  s-fa^hcn  Punkts  des  gegdben&n  Systems  bestehen 
aus  diesem  s-mal  gerechneten  Punkt  und  den  harmonisdim 
Mittelpunkten  (r  —  s)*^  Grads  der  übrigen  n  —  s  Punkte  des  ge- 
gebenen Systems  bez,  desselben  Punkts. 

Wenn  in  dem  gegebenen  System  s  Punkte  in  einen  zusam- 
menfallen^ so  sind  die  harmonischen  Centren  r*®^  Grads  (r  <  s) 
bez.  dieses  Punkts  als  Pol  unbestimmt. 

Die  Eigenschaften  der  harmonischen  Mittelpunkte  sindprojectiv. 

Wenn  a"  symbolisch    die  binäre  Form   bezeichnet,    welche, 

gleich  Null  gesetzt,  die  Gruppe  von  n  Punkten  liefert,  so  stellt 
H  =  (abyä^'~^b^~^.  worin  a,  b  äquivalente  symbolische  Coef- 

ficienten  sind,  die  sogenannte  Hesse' sehe  Form  der  gegebenen 
Gruppe  dar.  Vergl.  Bepert.  I,  Kap.  12,  §  5.  Nun  gilt  der  Satz: 
Es  gibt  eine  Farm  vom  (2n  —  4)*®°  Grad,  die  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  Ch'uppen  harmonischer  Mittelpunkte  (n —  1)*®' 
Ordnung  ihrer  NuUpunkte  (der  Steiner'sdhen  Gruppe)  die  Ntdil- 
punkte  der  Hesse'schen  Form  H  ==^  0  zu  Doppelpunkten  haben. 
Diese  Form  vom  Grad 

2»  —  4 

ei'hält  man  dttrcJi  Elimination  von  z  aus 


tind 


a  a^'-^a,  =  0 

X     z  1 


X      Z  B 


Es  existiren  dn  —  6  Pole,  deren  Gruppen  harmonischer 
Centren  (n  —  1)*®'  Ordnung  bez.  der  gegebenen  Form  und 
(2n  —  2)*®'  Ordmmg  bez.  der  Hesse' sehen  Form  einen  Punkt  ge- 
memschafüich  haben.  —  Die  gemeinschaftlichen  Punkte  sind,  wenn 
die  bei  der  symbolischen  Rechnung  üblichen  Bezeichnungen  benutzt 
werden,  durch 

T=(ab){bcya2-ni-^el-^ 

gegeben. 

Das  identische  Verschwinden  der  Hesse'schen  Form  ist  die 
nothwendige  und  ausreichende  Bedingung ,  damit  die  n  Punkte 
der  gegebenen  Gruppe  in  einen  einzigen  zusammenfallen.     ' 

Man  beachte  femer: 

Wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Form  sämmtlich  vep^ 
schieden  von  einander  und  reell  sind,  so  müssen  alle  Wurzeln 
der  Hesse' sehen  Form  imaginär  sein.  Gerbaldi  und  Seh  oute, 
Bmd.  Palermo,  3,  1889, 


j 
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§  3.    Lineare    Systeme   von   Punktgruppen.      Allgemeine 
Involutionen.    Geometrie  der  binären  Formen  ersten  bis 

vierten  Grads. 

Es  mögen  Ä;  -[-  1  linear  unabhängige*)  binäre  Formen  vom 
Grade  w,  (h  ^  ri) 

n      ,  n 
(he,    Oar,  •  •  • 

vorliegen    und    man    habe    mit    Ä  -|-  1    homogenen    Parametern 
die  Form 

h(he  +  hhl  -jr  hcl  -\ 

gebildet. 

Diese  Form  n^°  Grades,  gleich  Null  gesetzt,  stellt,  so  oft 
die  Werthe  für  die  Constanten  X  gegeben  sind,  eine  Gruppe 
von  n  Punkten  dar;  es  wird  mithin  durch  die  7c  -]-  1  gegebenen 
Formen  ein  Ä-fach  unendliches  lineares  System  oder  es  werden,  wie 
man  gewöhnlich  sagt,  cx)*  Gruppen  von  n  Punkten  durch  'diese 
Formen  bestimmt.  Dieses  System  heisst  eine  Involution  vom  n^^ 
Grad  und  der  /c*®°  Stufe.     Die  Gleichung 

hal  +  X^K  -| =  0 

wird  die  Gleichung  der  Involution  genannt. 

Für  w  =  2,  k  =  1  erhält  man  die  gewöhnliche  Involution, 
d.  h.  die  unendlich  vielen  Punktepaare,  die  sich  in  diesem  Fall 
ergeben,  sind  die  Paare  conjugirter  Punkte  der  gewöhnlichen  In- 
volution, die  durch  die  beiden  Punktepaare  bestimmt  wird,  welche 
von  den  zwei  gegebenen  quadratischen  Formen  dargestellt  werden. 

Eine  Involution  vom  Grade  n  u/nd  der  Stufe  Je  wird  durch 
h  '\-  1  Gruppen  von  n  Fwnkten  bestimmt,  die  keiner  Involution 
geringerer  Stufe  angehören. 

Wenn  r  Punkte  einer  Gruppe  einer  Involution  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  sagt  man,  dieser  Punkt  sei  für  die 
Involution  r-fach. 

Jede  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  besitzt  eine  end- 
liche Anzahl  von  (k-^- 1^  fachen  Punkten  und  zwar  {k-\- 1)  (n  —  ä), 
Cremona,  FreUmmari  etc.,  Bologna,  Acc.  Mem.  6,  7,  1866, 
1867,  deutsch  von  Curtze. 


*)  Man  sagt,  die  gegebenen  Formen  seien  linear  unabhängig^ 
wenn  keine  homogene  lineare  Relation  identisch  zwischen  ihnen  be- 
steht, d.  h.  wenn  sich  keine  constanten  Parameter  r^,  r^ ,  ...  derart  be- 
stimmen lassen,  dass  durch  bez.  Multiplication  der  gegebenen  Formen 
mit  ihnen  die  Summe  der  so  gebildeten  Producte  identisch  Null  ist. 
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Eine  Invöltdion  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  enthalf 

2*  (n  —  Ic)(n  —  k—l)'--{n  —  2k  +  1) 

_        - 

Gruppen,  von  denen  jede  mit  k  Doppelpunkten  ausgestattet  ist. 

Besonderes  Interesse  bieten  die  Involutionen  n**^  Grads  und 
erster  Stufe.  In  ihnen  gibt  es  2n  —  2  Doppelpunkte^  welche 
durch  die  FunktioncHdeterminante  (Repert.  I,  p.  280) 

(ah)al~    5*~    =0 
bestimmt  werden. 

Die  Gesammtheit  der  ersten  Polaren  einer  Gruppe  von  n 
Punkten  bildet  eine  Involution  (n  —  1)*"^  Grads  und  1.  Stufe. 

Die  Involutionen  kann  man  einander  projectiv  zuordnen, 
wenn  man  büineare  Relationen  zwischen  den  Parametern  der 
einen  und  denen  einer  anderen  feststellt. 

Bei  zwei  Involutionen  1.  Stufe  und  von  den  Crraden  m  und 
71,  die  superponirt  und  projectiv  einander  zugeordnet  sind,  kommt 
es  m  -\-  n  mal  vor,  dass  ein  Punkt  der  einen  mit  einem  der  ihm 
entsprechenden  in  der  anderen  zusammenfällt.  Dieses  Theorem 
ist  ein  specieller  Fall  des  sogenannten  Correspondenzprincips  von 
Chasles;  vergl.  Kap.  1,  §  2. 


Quadratische  Formen.  Ermittelt  man  zu  einetn  gegebenen 
Punkt  den  Polpunkt  bez.  einer  quadratischen  Form  (das  har- 
monische Centrum  1.  Grads),  so  liegen  die  beiden  Elemente  dieser 
Form,  der  gegebene  und  der  Polpunkt  in  Harmonie. 

Das  Verschwinden  der  Invarianten  Af^p  der  beiden  quadra- 
tischen Formen  f  und  q>  (vergl.  Bepert.  J,  p.  280)  zeigt  an,  dass 
die  Nullpunkte  der  ersten  Form  harmonisch  zu  den  Nullpunkten 
der  zweiten  liegen. 

Die  durch  die  Co'variante  -O*  =  0  (die  Funktionuldetermina/nte) 
dargestellten  Punkte  sind  Doppelpunkte  einer  Involution-^  zwei 
Paare  von  conjugirten  Punkten  dieser  Involution  sind  die  Punkte 
von  f=0  und  g)  =  0. 

Oder  anders  ausgedrückt:  Es  giebt  zwei  Pmikte,  von  denen 
der  eine  bez.  einer  jeden  zweier  gegebener  quadratischer  Formen 
der  Pol  des  anderen  und  daher  harmoniscfi  mit  ihm  conjugirt  ist; 
solche  Punkte  sind  die  von  d"  =  0. 

Das  Verschwinden  der  Invariante  B  dreier  quadratischer 
Formen  zeigt  an,  dass  die  drei  Punktepaare  derselben  Involution 
angehören. 
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Jede  quadratische  Form  lässt  sich  durch  lineare  Trans- 
formation auf  die  canonische  Form  X^^  -f-  Xg^  zurückführen,  d.  h. 
<auf  eine  solche  Form,  welche  nur  die  Quadrate  der  Coordinatm 
enffiält  Dazu  reicht  es  aus:  1)  als  neue  Fundamentalpunkte  der 
homogenen  Coordinaten  zwei  Funkte  zu  wählen ,  die  einander  con- 
jugirt  harmonisch  hez,  der  quadratischen  Form  sind,  d.  h.  den 
■beliebigen  Fimkt  y  umd  den  Pwnkt  x,  der  die  Wurzel  von  a^a  —0 
ist,  und  überdies  2)  den  Finheitspunkt  auf  passende  Art  cm- 
jsunehm^n. 

Wählt  man  als  Fimdamentalptmkte  der  homogenen  Coordi- 
naten die  beiden  Wurzelpunkte  von  -O*  =  0,  so  reducirt  sich  jede 
der  beiden  quadratischen  Formen  auf  die  cammische  Form.  Diese 
'Theoreme  sind  auch  deshalb  von  Interesse,  weil  ähnliche  Sätze 
in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  2.  Grads  vor- 
kommen. Vergl.  darüber  C  leb  seh,  Theorie  der  binären  alge- 
braischen Formen,  Leipzig  1871,  §§33,37.  Sie  sind  auch  specielle 
Fälle  der  Sätze,  die  wir  Eepert.  I,  p.  303,  304  bei  der  Apo- 
larität  erwähnt  haben.     Siehe  auch  Eepert,  I,  Kap.  12,  §  15. 


Cubische  Farmen.  Die  Punkte  einer  cubischen  Form  /*==  0 
seien  a^b,  c.     Es  gilt  der  Satz: 

Von  den  beiden  Punkten,  aus  denen  die  Folargruppe  1.  Ord- 
rmng  eines  Punkts  a  der  cubischen  Form  besteht,  fällt  der  eine 
mit  a  zusammen,  während  der  andere  harmonisch  conjugiri  zu  a 
in  Bezug  auf  das  Paxir  5,  c  ist. 

Ma/n  erhält  so  drei  andere  Pu/nkte  a,  b' ,  c ,  tvelche  die  Wurzel- 
pumkte  der  Covariante  Q  =  0  sind. 

Der  Pölpu/nkt  eines  jeden  Elements  von  Q  (Gruppe  2.  Ord- 
nung) in  Bezug  auf  die  cubische  Form  fällt  mit  einem  Punkt 
dieser  gegebenen  cubiscfien  Form  f  zusammen. 

Die  Pu/nkte  von  f  bilden  in  Verbindung  mit  denen  von  Q 
drei  Punktepaare  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Punkte 
der  Hesse'schen  Determinante  A  =  0  sind. 

Jeder  der  beiden  Punkte  von  A  ==  0  hat  bez.  der  cubischen 
Form  eine  Polargruppe  1.  Ordnung^  welche  aus  zwei  coinddir en- 
den Elementen  besteht,  mit  denen  auch  der  Pölpu/nkt  2.  Ordnung 
des  beireffenden  Elements  von  A  =  0  bez.  der  cubischen  Form 
zusammenfällt. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  eine  cubische  Form  und  iJtre 
Funktionaldeterminante  die  Paare  von  Polarelementen  1.  Ordnung 
eines  beliebigen  Elements  aufsucht^  so  sind  diese  Paare  harmonisch 
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eonjug^iert  zueinander  und  bilden  hei  der  Yariatmi  des  heUehigert 
Elements  eine  Involution,  deren  Boppelpu/nJcte  die  Pwnkte  von 
A  ==  0  sind. 

Werm  die  "beiden  Polarelemente  1.  Ordnung  eines  PwnMs- 
in  Bezug  auf  die  cubische  Form  miteinander  zusammenfallen,  sa 
bildet  dieser  Fumkt  in  Verbindung  mit  den  drei  Elementen  der 
cubischen  Fonn  ein  äquianharmonisches  Quadrupel  (siehe  Kap.  1, 
§  2);  daher  bildet  jeder  Punkt  der  Hesse^ sehen  Determinante 
mit  den  drei  Punkten  der  cubischen  Form  ein  äquianharmonisches^ 
Qu^adrupel. 

Nimmt  man  die  Punkte  von  A  =^  0  zu  Fundamentälpunkten 
homogener  Coordinaten,  so  reducirt  sich  die  cubische  Form   auf 
die  canonische  Form,  d.  h,  eine  solche,  welche  nur  die  Guben  der 
beiden  Variäbelen  enthalt;  dasselbe  gut  alsdann  auch  für  Q.   Siehe 
Bepert.  I,  Kap.  12,  §  8. 

Die  drei  Elemente  von  f  (wie  audi  die  von  Q)  stehen  zu- 
einander in  cydischer  Prqjectivität,  deren  Doppeldemente  die  Ele- 
mente von  A  =  0  sind. 

In  zwei  zueinander  apolaren  Tripeln  von  Elementen  ahcy 
ccßy  sind  zwei  beliebige  Punkte  der  ersten  Gruppe^  z.  B,  a,  b  mit 
der  ersten  Polargruppe  von  c  in  Bezug  auf  das  Tripel  (ccßy) 
harmonisch  conjugirt. 

Zwei  cubische  Formen  sind  apolar  zu  einander,  wenn  die 
Invariante  J  =  (f,  9?)*  Null  ist'*'). 

Nimmt  man  zu  jedem  Element  einer  cubischen  Form  da» 
harmonisch  conjugirte  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen,  so  erhält 
man  drei  Punkte;  die  Bedingung,  damit  diese  Punkte  zu  denen 
einer  anderen  cubischen  Form  apolar  seien,  besteht  darin ^  das» 
die  Invariante  Äj@  oder  Ap,^  dritten  Grads  in  den  Coefficienten^ 
der  einen  cubischen  Form  und  1.  Grads  in  den  Coefficienten  der 
anderen  Form  verschwinde. 

ß  =  Ö  ist  die  Bedingung,  damit  die  zwei  Punktetripel,  die 
man  auf  diese  eben  angegebene  Art  aus  jeder  der  beiden  cubischen^ 
Formen  erhält,  apolar  seien. 

Bas  Verschwinden  von  Ajf^  zeigt  an,  dass  das  Paar  von 
Punkten,  von  denen  jeder  ein  äquianharmonisches  Quadrupel  mit 
den  Elementen  der  ersten  cubischen  Form  bildet,  harmonisch  zu 
dem  analogen  Paar  in  Bezug  auf  die  zweite  cubische  Form  liegt. 


*)  lieber  die  hier  gebrauchten  Bezeichnungen  siehe  Eepert     I 
p.  284.  ''     ' 
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Biquadratische  Formen*).  Versdhivmdet  die  Invariante  j,  so 
Uegen  die  vier  durch  eine  hinäre  biquadratische  Form  dargestellten 
Funkte  harmonisch;  ist  dagegen  i  gleich  Null,  so  liegen  die  vier 
Punkte  äquianharmonisch ;  in  dem  letzteren  Fall  ist  f  apolar  zu 
sich  selbst. 

Die  Hessefsche  Determinante  einer  biquadMischen  Form 
stellt  vier  Elemente  dar;  von  jedem  dieser  Elemente  fäUt  die 
Pölargruppe  3.  Ordnu/ng  bez.  der  Form  mit  der  aus  coinddiren- 
den  Elementen  bestehenden  Folargruppe  2^^  Ordnu/ng  zusammen^ 
Jeder  Ptmkt  von  H  bildet  mit  den  drei  Punkten  seiner  eigenen 
ersten  Pölargruppe  ein  äquianharmoniscJies  Quadrupel. 

Die  Form  T  =  0  stellt  sechs  Elemente  dar;  die  3^  Pola/r- 
gruppe  be/S.  f  eines  jeden  dieser  Elemente  fällt  mit  einem  der  drei 
Punkte  der  ersten  Pölargruppe  zusammen,  und  das  betreffende  Ele- 
ment bildet  mit  den  drei  Punkten  an  harmonisches  Quadrupel. 

Die  drei  durdi  die  Elementepaare  der  biquadratischen  Form 
öder  ihrer  Messet  sehen  Determinante  bestimmten  Involutionen  haben 
die  Elemente  der  Covariante  T  zu  Doppelelementen  u/nd  jedes 
dieser  drei  Paare  von  Doppelelementen  stellt  auch  die  Doppel- 
demente  der  durch  die  beiden  andei-en  bestimmten  Involution  da/r. 

Ist  j  =  0,  so  lässt  sich  f  auf  eine  canonische  Form  redudren, 
die  wwr  die  vierten  Potenzen  zweier  linearer  Formen^  nämlich 
der  Formen  eines  der  Paare  von  T,  enthält.  In  diesem  Fall 
bilden  die  Elemente  von  f  eine  cydische  Projectivität^  deren  Doppel- 
elemente zwei  der  Elemente  von  T  sind.  Vergl.  Bepert.  I^ 
Kap.  12,  §  8. 

Diese  Betrachtungen  über  die  geometrische  Darstellung  der 
binären  Formen  finden  sich  ausser  bei  den  deutschen  Autoren 
und  ins  Besondere  in  dem  classischen  Werk  von  C  leb  seh,  Bin. 
Form.,  Leipzig  1871  auch  in  älteren  Abhandlungen  von  Batta- 
glini,   Acc.  Napöli^   1864  u.  ff. 


§  4.    Projective   EigenBohafteii    der   Dreiecke,    Vierecke» 

Sechsecke  etc. 

Wenn  in  zwei  vollständigen  ebenen  aufeinander  bezogenen 
Vierecken  fünf  Seiten  des  ersten  die  entsprechenden  Seiten  des 
zweiten  in  fünf  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  so  treffen  sich 
auch  die  sechsten  Seiten  in  einem  Punkt  derselben  Geraden  und 


*)  Wir  geben  hier  die  bereits  in  Bd.  1  des  Repertoriums  mit- 
getheilten  Sätze  nicht  noch  einmal  an. 
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die  Verhindtmgslinien  der  sich  entsprechenden  Ecken  gdien  durch 
einen  einzigen  Punkt;  die  Dictgonaldreiecke  ferner  liegen  homolog. 

Daraus  folgt:  Wenn  ein  vollständiges  Viereck  derart  defor- 
mirt  wird.,  dass  filnf  seiner  Seiten  durch  feste  Punkte  einer  Geraden 
gellen,  so  rotirt  auch  die  sechste  um  einen  festen  Punkt  dei'selhen 
Geraden^  und  dieser  bildet  mit  den  fünf  ersten  eine  Involution 
von  sechs  Punkten, 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
werden  von  einer  beliebigen  Transversälen  in  drei  Paaren  invoVu- 
torisch  conjugirter  Punkte  geschnitten. 

Daher:  Wenn  eine  Transversale  die  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten eines  vollständigen  Vierecks  in  A  und  A\  B  und  Jff^  C 
und  C  trifft,  so  besteht  zwischen  den  Strecken  der  Tra/nsversälen 
die  Belation: 

AB" .  BC  '  CA'  +  A'B  •  B'C  •  CA  =  0. 

Selbstverständlich  lassen  sich  für  das  Vierseit  den  vor- 
stehenden correlative  Sätze  aufstellen. 

Die  drei  Kreise,  welche  zu  Durchmessern  die  drei  Diago- 
nalen eines  vollständigen  Vierseits  haben,  gehen  durch  dieselben 
Punkte, 

Die  drei  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  liegen  in  einer  Geraden, 

In  einem  vollständigen  Viereck  werden  zwei  sidi  in  einer 
Diagonalecke  schneidende  Seiten  harmonisch  durch  die  beiden 
anderen  getrennt. 

In  einem  vollständigen  Vierseit  wird  jede  Diagonale  har- 
monisch durch  die  beiden  anderen  getheüt. 

Bezeichnet  man  mit  L,  L';  M,  M!;  N,  K  die  Punkte,  welche 

in  Verbindung  mit  einer  Transversalen  s  die  Seiten  AB,  CD,  AC, 

B D,  AD,  BC  eines  vollständigen  Vierecks  harmonisch  (heilen,  so 

gehen  die  Geraden  LL\  MM!,  NN'  durch  einen  Punkt,  der  in 

Verbindung  mit  s  die  Geraden  LL\  MM\  NN'  harmonisch  theüt. 

Wenn  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  BSQ  in 
drei  Punkten  Ä,  B',  C  schneidet,  die  bez,  paarweise  mit  drei 
anderen  Punkten  A,  B,  C  derselben  Transversalen  in  InvoltUion 
liegen,  so  treffen  sich  die  Geraden  BA,  SB,  QC  in  einem  Punkte 
dem  harmonischen  Pol  der  Transversalen  in  Bezug  auf  das 
Dreieck. 

Wen/n  man  von  einem  Punkt  S  aus  die  Ecken  eines  Drei- 
seits  rsq  durch  drei  Strählen  d ,  b',  c  proßcirt,  welche  paarweise 
mit  drei  anderen  von  S  ausgehenden  Strahlen  a,b,  c  in  Involution 


J 
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sind,  so  liegen  die  Funkte  ra^  sh,  qc  in  einer  Geraden^  der  har- 
monischen Polaren  von  S  in  Bezug  auf  das  Dreiseit. 

Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einer  beliebigen  Trans- 
versalen gesdmitten  werden,  wnd  wenn  die  Ecken  von  einem  be- 
liebigen Fu/nkt  aus  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  proßdrt 
werden,  so  ist  das  Product  der  anharmonischen  Verhältnisse  der 
Grujopen  von  vier  Punkten,  welche  man  auf  den  drei  Seiten  er- 
hält, die  negative  Einheit 

Wenn  drei  von  einem  Ptmkt  oms  gezogene  Gerade  durch 
die  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  gehen  und  die  gegenüberliegenden 
Seiten  in  Ä,  JB^,  C  treffen,  so  besteht  zwischen  den  Segmenten  der 
Seiten  die  Belation 

AB" .  BC  .  CA'  +  AC  .  CB"  •  BA'  =  0 
oder 

jr^  •  -jyj7  •  ^n-jf  =  —  1  (das  Ceva'sche  Theorem,  1678); 

und  umgekehrt:  wenn  für  drei  Punkte  A',  B' ,  C  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  die  vorstehende  Belation  besteht,  so  laufen  die  Ver- 
bindungslinien AÄ,  BB^,  CCf  in  einen  Punkt  zusammen. 

Schneidet  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
in  drei  Punkten  A\  Bf ,  C ,  so  gilt  für  die  Segmente  der  Seiten 
die  Beziehung: 

AB' '  BC  .  CA  —  AC  •  CBf  •  BÄ  =  0 
oder 

jy^  •  -j-p7  •  ^-j?  =  1  (Satz  von  Menelaus) 

und  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  in  den  Punkten 
A',  Bf ,  C ,  Ä',  Bf\  C  derart  harmonisch  theüt,  dass 

AB'    BC    CA  _  AB^    BC^    CJr_  _ 

OB  '  AC'  BÄ  ~B'C'  CA  '  Ä'B  ~  ^     ^^' 

so  gehen  die  Kreise  mit  den  Durchmessern  AÄ ;  BBf ;  CC  durch 
dieselben  beiden  Punkte  P,  P\  für  welche 

AP:BP:CP  =  AP':BP':CP'     ist, 

und  die  Sehne  PP'  wird  harmonisch  und  senkrecht  von  dem  Kreis 
geschnitten,  der  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  bestimmt  wird. 

Liegen  die  Eckpunkte  ungerader  Ordnung  eines  einfachen 
ebenen  Sechsecks  in  einer  Geraden  und  diejenigen  gerader  Ordnung 
in  einer  anderen,  so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten in  Punkten,  die  ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen. 
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Wenn  sich  in  einem  einfachen  ebenen  Sechsseit  die  Seiten 
ungerader  Ordnung  in  einem  Punkt  treffen  und  die  gerader 
Ordmmg  m  einem  a/nderen,  so  gehen  auch  die  Verhindungslinien 
der  drei  Paare  v<m  Gegenecken  durch  einen  u/nd  denselben  Punkt, 

Diese  beiden  Sätze  sind  specielle  Fälle  der  sogenannten 
Pascal'schen  und  Brian chon'schen  Theoreme  über  die  Kegel- 
schnitte (vergl.  weiter  unten  Kap.  3,  §  2)  und  lassen  sich  aus  dem 
allgemeinen  Fall  ableiten,  wenn  man  annimmt,  der  zu  Grunde 
liegende  Kegelschnitt  zerfalle  in  zwei  Gerade  oder  in  zwei  Punkte. 

§  5.   Die  metneohe  Geometrie  des  ebenen  Dreiecks. 
Fonneln  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnet  man  mit  a,b,  c  die  drei  Seiten  und  mit  Ä,  B,  C 
die  gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks,  so 
bestehen  die  Belationen: 

a  h  c 

sin  Ä        sin  B        sin  C 

a^  =  h^  -\-  c^  —  2bc  cos^ 

und  die  beiden  anderen,  die  man  aus  der  letzteren  durch  Ver- 
tauschen der  Buchstaben  a,b,  c,  Ä,  B,  C  erhält 

Wenn  ma/n  ferner  mit  s  die  halbe  Summe  der  Seiten  be- 
zeichnet, so  gelten  die  Formeln: 

b 


a 


cos  C  +  sin  (7  cotg  A  ' 
=  &  cos  (7  -f-  6  sin  (7  cotg  B, 

=  &  cos  C  +  Vc^  —  ^^^^  C\ 
=  &  cos  (7  -|-  c  cos  B^ 
2  s  sin  J[ 

sin  J.  -f-  sin  -B  +  sin  C ' 

s  ^m\A 

cos^^  cos^C" 
2 


sin  JL  =  ^  ys  (s  —  a){s  —  b)  {s  —  c), 

y^b^c^  +  2c«a«  +  2a«6*  -  a*  —  b*  —  c* 


2bc 


« 


y 


|iB4-^  =  ]/- 


,^ is^b)is-c) 


bc 

.  a  sin  C 

^  '  h  —  a  cos  C ' 
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(a  -  6)  tgi(4  4- ^)  =•  («  +  ö)  tgK^  -  £) 

(die  Napiersche  Analogie), 

(s  —  a)  tg  1^  =  (5  -  b)  tg  ^5  =  (5  -  c)  tg  ^a, 

s  =  (s  —  a)  cotg  ^B  cotg  ^C, 

c  sin  (^  —  B)  =  a  sin  ^  —  h  sin  5, 

a  cos^(J5  —  Cf)  =  (b  -{-  c)  cos  ^(B  -\-  C)\  (das  Doppeltheorem 

a  sin  i  (JB  —  C)  ^  (b  —  c)  sin  ^  (J5  +  C^)  J        von  Gauss), 

a^  sm(B  —  C)  =  (b^  —  c»)  sin(^  +  C), 

sin  J.  -|-  sin  5  +  sin  C  ^  4  cos  ^Ä  cos  ^B  cos  J  (7, 

sin  2A  -f-  sin  2  J?  -f"  sin  2  C  =  4  sin  -ä  sin  ^  sin  (7, 

cos  -<i  +  cos  J5  -f-  cos  (7  =  4  sin  ^Ä  sin  ^ J5  sin -J-C  -f-  1 , 

cos  2  -4  -|-  cos  2  JB  +  cos  2  (7  =  —  4  cos  -1  cos  ^  cos  (7  —  1 , 

tgA  +  tg^  +  tg  (7  =  tg^  tg^  tg  C, 

cotg-4-[-cotgJB  +cotg(7=cotg-4.  cotg^  cotg  (7+cosecA  cosec-B  cosec  (7, 

sin^  A  +  sin^  B  —  sin^  C  =2  sin  ^  sin  ^  cos  C, 

sin*  A  +  sin*  B  -f-  sin*  0=1  —  2  cos  J.  cos  JB  cos  C. 

Der  Flächeninhalt  des  Breiecks  lässt  sich  durch  die  folgenden 
Formeln  ausdrücken: 

^ .  c'  sin  J.  sin  B 

=  ^  ab  sin  C, 


=  y8  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c). 

• 

§  6.    Die    metnsohe    G-eometrie    des   Dreiflachs   und   des 
sphärischen  Dreiecks.     Formeln  der  sphärischen 

Trigonometrie. 

Wir  wollen  drei  Ebenen  betrachten,  die  niM  durch  die- 
selbe Gerade  gehen,  also  einem  Bündel  und  nicht  einem  Büschel 
angehören.  Nimmt  man  an,  ,die  drei  Ebenen  seien  durch  die 
Geraden  begrenzt,  in  welchen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden, 
und  durch  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt,  so  erhält  man 
ein  Breiflach  {Trieder),  körperliches  Breieck,  dreiseitige  Ecke-, 
denkt  man  sich  dieses  Dreiflach  mit  einer  Kugel  vom  Eadius  1 
geschnitten,  deren  Mittelpimkt  mit  dem  Centrum  des  Bündels 
zusammenfällt,  so  ergibt  sich  auf  der  Kugel  ein  sphärisches 
Breieck  j  dessen  Seiten  Bogen  von  grössten  Kreisen  sind  imd 
durch  die  Winkel  am  Centrum  der  Kugel,  d.  h.  durch  die  in  den 
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Seitenflächen  des  Dreiflachs  liegenden  Winkel  gemessen  werden. 
Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  fem  er  sind  die  Winkel^ 
welche  die  in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  die  Seiten  gezogenen 
Tangenten  mit  einander  machen;  sie  sind  also  die  Winkel  zwischen 
den  Seitenflächen  des  Dreiflachs,  d.  h.  die  Winkel  der  in  dem 
Dreiflach  enthaltenen  Zweiflache.  Die  metrische  Geometrie  de» 
Dreiflachs,  die  sogenannte  Triedrometrie^  fällt  auf  diese  Art  mit 
der  des  sphärischen  Dreiecks,  der  sphärischen  Trigonometrie  zu- 
sammen. 

Man  unterscheidet  rechtwinklige,  doppelt  und  dreifach  recht- 
winklige sphärische  Dreiecke.  Die  letzteren  werden  durch  drei 
Bogen  grösster  Kreise  gebildet,  die  zu  je  zweien  senkrecht  auf- 
einander stehen;  alle  Seiten  wnd  alle  Winkel  betragen  neunzig 
Grade, 

In  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  ist  jede  der  drei 
Seiten  Meiner  als  90  Grade  oder  nur  eine  der  Seiten  ist  kleiner 
als  90  Grade, 

In  jedem  rechtmnkligen  sphärischen  Dreieck  sind  ein  nicht 
rechter  Winkel  imd  seine  gegenüberliegende  Seite  beide  grösser  oder 
beide  kleiner  als  90  Grade, 

Auch  wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  jede  Seite  und  jeder 
Winkel  kleiner  als  180^  ist,  so  beträgt  doch  die  Summe  der 
Winkel  immer  mehr  als  180^.  Die  Differenz  zwischen  dieser 
Summe  und  180^  heisst  der  sphärische  Excess, 

Das  sphärische  Dreieck  ist  in  diesem  Fall  einem  anderen 
doppelt-rechtvmJdigen  sphärischen  Dreieck  fiächengleich,  dessen  dritter 
Winkel  der  sphärische  Excess  des  gegebenen  Dreiecks  ist.  Dieses 
Theorem  wurde  im  Jahr  1629  unvollständig  von  Girard,  1632 
dann  auf  einfache  Art  von  Cavalieri  bewiesen. 

Nimmt  man  als  Einheit  zum  Messen  der  Flächeninhalte 
sphärischer  Dreiecke  das  doppelt-rechtwinklige  Dreieck,  dessen 
dritter  Winkel  die  Winkeleinheit  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz,  dass 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  seinem  sphärischen 
Excess  gleich  ist.  , 

Ist  ein  grösster  Kreis  auf  der  Kugel  gegeben,  so  werden 
die  beiden  Endpunkte  des  auf  ihm  senkrechten  Durchmessers  die 
Pole  des  grössten  Kreises  genannt.  Denkt  man  sich  den  grössten 
Kreis  in  einem  gewissen  Sinn  (welcher  der  positive  heissen  mag) 
von  Jemand  durchwandert,  der  die  Füsse  auf  die  Kugel  setzt,, 
so  heisst  im  engeren  Sinn  Pol  des  Kreises  derjenige  von  den 
beiden,  der  zur  Linken  des  Wanderers  bleibt;  wenn  daher  der 
Pol  eines  Kreises  gegeben  ist,    so  ist  die  positive  Kichtung  des 
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Wegs  auf  ihm  bestimmt.  Die  Seite  der  Ebene  des  grössten 
Kreises,  welche  dem  Pol  zugekehrt  ist,  heisst  die  positive. 

Lässt  man  einen  grössten  Kreis  um  einen  semer  Durch- 
messer rotiren  und  dabei  einen  gewissen  Winkel  hesdhreihen,  so 
verschiebt  sich  der  Pol  um  denselben  Winkel. 

Es  sei  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  gegeben;  wir  wollen 
die  Pole  bez.  der  Seiten  BO,  CA,  AB  suchen  imd  annehmen, 
der  positive  Sinn  gehe  auf  diesen  Seiten  in  den  Richtungen 
BC,  CA,  AB, 

•  Diese  drei  Pole,  welche  wir  mit  A\  B\  C  bezeichnen,  bilden 
ein  zweites  sphärisches  Dreieck,  welches  das  zum  gegebenen  polare 
oder  redproke  genannt  wird. 

Bas  Dreieck  Ä,  Bf ,  C  hat  seinerseits  zum  polaren  das  Drei- 
eck ABC. 

Die  Winkel  eines  Dreiecks  sind  die  Supplemente  der  Seiten 
des  Polardreiecks. 

Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  und  der  Umfang  des  Polar- 
dreiecks ergeben  zusammen  die  Summe  von  360^. 

Wir  wollen  annehmen,  der  Umfang  eines  sphärischen  Drei- 
ecks werde  in  einem  gewissen  Sinn  z.  B.  in  der  ßichtimg  ABC 
durchlaufen,  \md  dies  sei  der  positive  Sinn  auf  jedem  der 
grössten  Kreise  AB,  BC,  CA]  die  in  diesem  Sinn  durchlaufenen 
Seiten  mögen  die  Werthe  c,  a  bez.  b  haben. 

Unter  dem  Winkel  BAC  verstehen  wir  den  Winkel  zwischen 
den  beiden  Eichtungen  AB,  AC,  von  denen  daher  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ  ist;  dasselbe  gilt  für  die  Winkel 
ACB,  CBA.     Man  bezeichnet  diese  Winkel  mit  A,  C,  B. 

Versteht  man  unter  dem  Winkel  zweier  Ebenen  des  dem 
sphärischen  Dreieck  entsprechenden  Dreiflachs  den  zwischen  den 
beiden  Seiten,  einer  positiven  und  einer  negativen,  der  zwei 
Ebenen  enthaltenen  Winkel,  so  gilt  der  Satz: 

Die  Winkel  des  spärischen  Dreiecks  sind  die  Supplemente 
der  Winkel,  welche  die  drei  Ebenen  des  dem  gegebenen  Dreieck 
entsprechenden  Dreiflachs  mit  einander  bilden. 

iNTennt  man  dagegen  den  zwischen  den  beiden  positiven  Seiten 
enthaltenen  Winkel  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  des  Dreiflachs, 
so  sind  die  Winkel  zwischen  den  drei  Seitenflächen  des  Drei- 
flachs bezüglich  den  mit  A,  B,  C  bezeichneten  gleich,  welche 
nicht  die  von  den  positiven  Eichtungen  der  grössten  Kreise  ge- 
bildeten Winkel  sind. 

Unter  der  Annahme,  es  sei  A  ==  90^,  lauten  die  wichtigsten 
Formeln  für  die  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke: 
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cosa  =  cos  6  cosc, 

cos  6  =  sina  sin  J^, 

cos  c  =  sin  a  sin  C, 

tgh  =  tga  cos  C  =  sin  c  tg  -B, 

ig  c  =  tga  cos  J5  =  sin  6  ig  C, 

cos  a  =  cotg  B  cotg  Ü, 

cos  jB  =  cos  h  sin  C, 

cos  (7  =  cos  c  sin  B. 

Die   Fundamentalformeln  für   beliebige  sphärische  Dreiecke 

sind: 

sin  a         sin  b         sin  c 

sin  A        sin  B        sin  C ' 
COS  a  =  cos  b  cosc  '\-  sin  6  sin  c  cos  -4, 
cos  Ä  =  —  cos  ^  cos  C  -|-  sin  J?  sin  C  cos  a 

und  diejenigen,  welche  man  aus  den  vorstehenden  durch  Ver- 
tauschen der  Buchstaben  erhält. 

Die  erste  dieser  Formeln  findet  man  schon  in  den  Werken 
der  alten  Geometer,  Menelaus,  Spherica,  3,  herausg.  von 
Halley,  Oxonia  (Oxford),  1707;  die  übrigen  heissen  die  Euler'- 
sehen  Formeln,  Mem.  de  Berlin,  1753.  Aus  ihnen  lassen  sich 
alle  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ableiten;  es  geschah 
dies  zum  ersten  Mal  von  Lagrange,  Journ.  de  Vic. pölyt.^  1799 
lind  von  Gauss;  siehe  dessen  Zusätze  am  Ende  der  1810  in 
Altona  erschienenen  Schumacher'schen  Uebersetung  der  „ffeb- 
metrie  de  position  von  Carnot,  Paris  1803". 

Setzt  man  a  -\-  b  -j-  c  ==  2s,  Ä  -{-  B  -{-  C  =  2S,  so  er- 
hält man  weiter: 

cotg  a  sin  6  =  cos  6  cos  (7  -f-  sin  (7  cotg  J., 


.      .  2  l/sin  8  sin  {$  —  a)  sin  (s  —  b)  sin  {s  —  c) 

sm  b  sm  c  ' 


sin  ^4  =  l/^n(.-6)8in(.-o) 
^  f  sm  0  sm  c  ' 

.    .         -i  /sm  8  sin  (5  —  ä) 
*  y        sin  6  sin  c       ' 


cos 


^ —  cos  S  cos  (S  —  A) 
sm  ■ ■ ' 


;in-|-a  =  y  - 


cos 


sin  B  sin  C 

^ ,  /  cos  {S  —  B)  cos  (S  —  C) 


a  =  y- 


^^  ~  K  sin  5  sin  C  ' 
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aus  welchen  sich  durch  Division  leicht  die  Formeln  für  tg^^-4, 
cotg^^"^  ergeben,  die  sich  besonders  zur  numerischen  Berechnung 
eines  Winkels  aus  den  drei  Seiten  oder  einer  Seite  aus  den 
drei  Winkeln  eignen. 

Wenn  alle  Winkel  und  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
kleiner  als  180®  sind,  so  gelten  die  sogenannten  Gauss'schen 
oder  Del  ambro 'sehen  Formeln: 

sin^(^  —  B)  sin-^c  =  sin-J-(a  —  h)  cos^C, 
GOS^(Ä  —  B)  sin-J-c=  sin^(a  +  h)  sin^  (7, 
sin ^(^  -}-  B)  cos  ^c  =  cos  •J-(a  —  h)  cos ^(7, 
co8^{A  -}-  B)  cos^c  =  cos  \(a  -{-  h)  sin-^C 

Sie  wurden  fast  gleichzeitig  von  Delambre,  Connaiss.  des 
temps,  1808  und  von  Mollweide,  v.  Zach,Monaü.  Corresp.,  1808, 
Bd.  18  veröffentlicht  und  finden  sich  auch  in  der  Uieoria  motus, 
1809  von  Gauss,  durch  den  sie  allgemein  bekannt  wurden. 

Dividirt  man  diese  Formeln  unter  sich,  so  erhält  man  die 
Werthe  für 

tg^(Ä  +  B),     ig^(Ä^B), 
tgi(ö  +  2>),        tg-^(a  —  &); 

sie  heissen   die  N api er ^ sehen  Analogien,  weil  dieser  Autor  sie 
zuerst  im  Jahr  1614  bekannt  gemacht  hat. 

Andere  von  Gauss  benutzte  Formeln  sind: 

(sin  A  —  sin  jB)  sin  c  =  (sin  a  —  sin  6)  sin  0, 
(sin  A  -{-  sin  JB)  sin  c  =  (sin  a  -f-  sin  6)  sin  C, 
(cos  A  -\-  cos  J9)  sin  c  =  sin  (a  -|-  6)  (1  —  cos  (7), 
sin  (A  -f-  B)  (l  -{-  cos  c)  =  (cos  a  -j-  cos  h)  sin  C. 

Will,  wollen  von  jedem  Eckpunkt  des  sphärischen  Dreiecks 
einen  grössten  Kreis  senkrecht  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
ziehen;  er  zerlegt  den  Winkel  und  die  gegenüberliegende  Seite 
in  je  zwei  Theile  M,  N'^  m,  w,  so  dass  M-^  N=A.,  m-\'n  =  a 
ist,  wenn  der  Kreis  von  der  Ecke  A  senkrecht  zur  Seite  a  ge- 
zogen wird.     Es  bestehen  dann  die  Relationen: 

Pascal,  Bepertorium.  TL.  5 
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tgi(Jlf  +  N)  tg^iM-N)  =  i^\^y 

tgiC»»  +  «)  tgiC»»  —  «)  =  tgi(6  +  c)  tgi(fe  —  c), 

tg^(w  —  n) Bin  (jB  —  C) 

tg-i(w  +  n)  ~  sin  (5  +  C) ' 

ig  M tgm 

tgiV^         tg  n  ' 

sin  {M  +  N)  ^^  sin  (w  +  n) 
sin  (3f  —  JV)  ~"  sin  (w  —  w)' 

Die  oben,  S.  64,  mit  S  bezeichnete  Grösse  steht,  wie  wir 
schon  gesagt  haben  (S.  62),  in  Beziehung  zum  Flächeninhalt  des 
sphärischen    Dreiecks;    für    sie    gelten    die    folgenden    wichtigen 

Formeln: 

cos^a  co8^6  +  si'^i^  ^"^i^  ^^^  ^ 
sin  Ä  = ^3^j 

1  -f  COS  a  -f  cos  b  -f-  cos  c 
4  cos-i^a  cos-^6  cos  ^c 

COs'^g  +  C0B*-^&  +  C08*-^C  —  1 

2  cos  ^a  cos  ^6  cos ^c  ' 

cotg-^g  cotg-^&  -\-  cos  C 

sin  o  sin  6  sin  C 
cotg  S=  —  1  _^  cos  o  +  cos  &  +  cos  c ' 

tg2  ^(S  —  90^)  =  ig^s  tg  i(«  —  «)  %i(«  —  ^)  *g^(^  —  ^)- 

Analog  sind  selbstverständlich  die  Formeln,  aus  welchen 
sich  der  Umfang  2  s  des  sphärischen  Dreiecks  berechnen  lässt; 
man  braucht  nur  statt  des  gegebenen  Dreiecks  sein  Polaxdreieck 
zu  substituiren  und  auf  dieses  die  vorstehenden  Formeln  anzu- 
wenden. 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  ein  Winkel    und    das 

Produä  der  Tangenten  der  Hälften  der  diesen  Winkel  einschliessen- 
dcn  SeUen  constcmt  bleibt,   so  ändert  sich  der  Flächeninhalt   des 

Dreiecks  nicht. 

Bleibt  in  einem  sphärischen  Dreieck  eine  Seite  und /das  Pro- 
duct  der  Tangenten  der  halben,  dieser  Säte  anliegenden  Winkel 
consta/nt,  so  bleibt  der  Umfang  des  Dreiecks  derselbe. 

Wemi  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  im  Verhältniss 
zum  Badius  der  Kugel  klein  sind,  so  übertreffen  die  Winkel  des 
spärischen  Dreiecks   die   entsprechenden   Winkel  des  ebenen  Drei- 
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ccks,  dessen  Seiten  der  BeUie  nach  denen  des  spliärischen  Dreiecks 
gleich  sind,  annähernd  um  den  dritten  Theil  des  sphärischen 
Excesses.  Das  Legendre'sche  Theorem,  M^m.  de  VAc.  de 
Paris,  1787. 

Das  Studium  der  sphärischen  Trigonometrie,  welche  ihre 
Anwendung  hauptsächlich  in  der  Astronomie  findet,  geht  bis  auf 
die  alten  Griechen  zurück.  Von  den  neueren  Untersuchungen 
sind  die  von  Euler,  M4m.  de  Berlin^  1753  imd  Nova  Acta 
Petrqp.  1799  wichtig.  Diese  beiden  Abhandlungen  von  Euler, 
dem  eigentlichen  Schöpfer  der  modernen  Trigonometrie,  sind  auch 
in  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissenschaften,  mit  An- 
merkungen versehen,  von  Hammer,  herausgegeben  worden.  Es 
folgen  Legendre,  Mem.  de  VAc.  de  Far.,  1787;  Lexell,  Nova 
Acta  Petrop.y  1782;  Lagrange,  Journ.  de  VEc.  polyt^  Hft.  6 
und  Gauss.  Ferner  sind  zu  nennen  die  Arbeiten  von  Mob  ins, 
Analyt.  Sphärik^  Abh.  bei  Begr.  der  Sachs.  Ges.  -der  Wissensch., 
1846  u.  Gudermann,  Lehrbuch  der  med.  SphäriJc^  Münster  1836. 

Von  neueren  Werken  citiren  wir  ausser  dem  bekannten 
Buch  von  Serret,  illiments  de  Trigonometrie,  7.  Ausg.,  Paris 
1887  die  vortreffliche  gedrängte  Darstellung  in  Baltzer's  Ele- 
menten der  Mathematik,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  die  von 
Cremona  ins  Italienische  übersetzt  wurden,  Genua  1881  und 
bereits  die  3.  Aufl.  erlebten;  Study,  Ahh.  der  Leipz.  Ges.  der 
Wiss.,  1893  und  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1897. 

§  7.  Moderne  Geometrie  des  Dreiecks.  Lemoine'sche  und 
Brooard'sohe  Punkte  und  Kreise.  Euler^sohe  Gerade.  Der 
Neunpunkte-  oder  Feuerbach'sche  Kreis.    Kreise  Taylor's, 

Tucker's.     Simpson'sche  Gerade. 

Es  wird  dem  Leser  willkommen  sein,  in  diesem  Paragraphen 
die  Hauptresultate  der  sogenannten  Dreiecksgeometrie  zusammen- 
gestellt zu  finden. 

Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  heisst  eine  Gerade,  welche 
dieselbe  Neigung  gegen  die  Seiten  AB,  ^(7  hat,  wie  BC  gegen  die 
Seiten  AC,  AB,  eine  zu  BC  a/ntiparallele  (gegenparallele)  Gerade. 

Die  Mittelptmkte  aller  m  einer  Seite  eines  Dreiecks  Gegen- 
parallelen  liegen  in  einer  Geraden,  welche  durch  die  gegenüber- 
liegende Ecke  gellt;  diese  Gerade  wird  nach  dem  Vorschlag  von 
Maurice   d'Ocagne   von  den  Franzosen  Symmediane   genannt; 


68  Kapitel  ü.   Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

in  Deutschland  ist  auch  die  Bezeichnung  Gegenmittellinie  ge- 
bräuchlich. 

Die  drei  GegenmitteUinien  gehen  durch  einen  Funkt,  der 
von  den  Franzosen  nach  Lemoine,  welcher  mehrere  wichtige 
Eigenschaften  desselben  fand,  als  Lemoine'scher  Pu/nkt  bezeichnet 
wird;  jedoch  war  derselbe  schon  früher  von  Grebe,  das  gerad- 
linige Dreieck  in  Bezieku/ng  auf  die  Quadrate  der  Perpendikel, 
welche  man  von  emem  Punkt  seiner  Ebene  auf  seine  Seiten  fäUen 
kann,  Grunerfs  Archiv,  9,  1847  untersucht  worden;  daher  nennt 
man  ihn  in  Deutschland  auch  den  Grebe'schen  Punkt. 

Die  Abstände  des  Lemoine' sehen  Punkts  von  den  drei 
Seiten  sind  den  Seiten  selbst  proportional  u/nd  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Abstände  ist  ein  Mmim/wm. 

Zieht  man  von  dem  Lemoine'schen  Punkt  aus  Parallelen  zu 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks,  so  bilden  die  sechs  Punkte,  in 
denen  diese  die  Seiten  treffen,  das  Lemoine' sehe  Hexagon'^  diese 
sechs  Pu/nkte  liegen  auf  einem  Kreis  (dem  ersten  Kreis  Lemoine's 
oder  wegen  der  hier  folgenden  Eigenschaft  dem  Kreis  des  drei- 
fachen Verhältnisses). 

Nennt  man  nämlich  die  auf  einer  jeden  der  drei  Seiten  des 
Dreiecks  liegenden  Ecken  des  Lemoin ersehen  Hexagons  bez.  D,D''^ 
E,  E'-,  F,  F\  so  verhalten  sich  die  Strecken  DD',  EE\  FF' 
wie  die  Guben  der  Seiten^  auf  denen  sie  liegen. 

Das  Gentrum  des  ersten  Lemoine'schen  Kreises  ist  der  Mittd- 
pu/nkt  der  Strecke,  welche  den  Lemoine' sehen  Pu/nkt  mit  dem  Cen- 
trum des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  verbindet 

Wenn  durch  den  Lemoine 'sehen  Punkt  die  Antiparallelen 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks  gezogen  werden,  so  liegen  die  sechs 
Punkte,  in  denen  sie  die  Seiten  schneiden,  zu  denen  sie  nicht 
antiparallel  sind,  auf  einem  Kreis,  welcher  der  zweite  Lemoine'- 
sche  Kreis  oder  der  Gosinus-Kreis  genannt  wird. 

Die  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  durch  diesen  Kreis  ab- 
geschnittenen Strecken  sind  den  Gosinus  der  Winkel  des  Dreiecks 
proportional. 

Ist  ein  Dreieck  ABG  gegeben,  so  existirt  ein  Punkt  0  der 
Ebene,  für  den  die  Winkel  GAB,GBG,GGA  gleich  sind,  und 
ein  Punkt  0',  für  den  die  Winkel  O'GB,  G'BA,  0' AG  gleich 
sind.  Der  erste  heisst  der  positive  Punkt  Brocard's,  der 
zweite  der  negative  Punkt  Brocard's.  Selbstverständlich 
haben  diese  Unterschiede  nur  dann  einen  bestimmten  Werth,  wenn 
man   die  gegenseitige  Lage  der  Ecken  des   Fundamentaldreiecks 
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festsetzt;  wir  nehmen  daher  an,  der  Weg  AB,  BC,  CA  habe 
die  zu  der  Eichtung,  in  welcher  sich  der  Uhrzeiger  bewegt,  ent- 
gegengesetzte Eichtung. 

Der  Winkel  0 AB  ist  dem  Winkel  O'BA  gleich  und  das- 
selbe gilt  für  die  anderen;  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser 
Winkel  heisst  der  Brocard'sche  Winkel;  er  kann  nicht  grösser 
als  cler  dritte  Theil  eines  Bechten  sein. 

Er  ist  du/rch  die  Formel 

cotg  G)  =  cotg  A  -\-  cotg  B  +  cotg  C 

gegeben,  wenn  cd  den  Brocard'schen  Winkel  und  A,  B,  C  die 
Dreieckswinkel  bedeuten. 

Der  dem  ersten  Lemo  in  ersehen  Kreis  concentrische  Kreis, 
der  durch  den  Lemo  ine 'sehen  Punkt  und  mithin  durch  das 
Centrum  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Bjreises  geht,  heisst 
der  Brocard'sche  Kreis. 

Fällt  man  von  dem  Centrum  des  dem  Dreieck  imischrie- 
benen  Kreises  Lothe  auf  die  Seiten  und  nennt  die  Punkte,  in 
welchen  diese  den  Brocard 'sehen  Kreis  treffen,  bez.  A',  B',  C, 
so  schneiden  sich  die  Geraden  BÄ,  0B\  AG'  in  dem  positiven 
Brocard^ sehen  Bu/nkt  u/nd  die  Geraden  AB\BG',  CA  in  dem 
negativen  Brocard^schen  Pu/nkt. 

Der  Brocard'sche  Kreis  geht  durch  die  beiden  Brocard' sehen 
Ptmkte. 

Nennt  man  L^^  L^  die  Eadien  der  beiden  Lemoine'schen 
Kreise,  B  den  Eadius  des  Brocard'schen  und  B  den  Eadius 
des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises,  so  bestehen  die  Ee- 
lationen 

Der  Brocard'sche  Kreis  heisst  auch  Fünfpunktekreis 
oder  Siebenpunktekreis. 


Wenn  von  einem  Punkt  aus  Parallele  zu  den  Seiten  eines 
Dreiecks  gezogen  werden,  so  liegen  die  sechs  Pu/nkte,  in  denen  sie 
die  Seiten  treffen,  auf  einem  Kegelschnitt  (dem  Sechspunkte- 
hegel schnitt);  dieser  wird  ein  Kreis  (1^^  Lemoine'scher  Kreis), 
wenn  der  Pwnkt,  von  dem  aus  die  Parallelen  gezogen  werden, 
der  Lemoine'sche  Pu/nkt  ist. 

Der  Lemoine'sche  Punkt  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
lassen  sich  durch  die  in  Kap.  17  für  die  Desarguesische  Transfor- 
mation angegebene  Construction  auseinander  ableiten,  d.h.  von  diesen 
beiden  Punkten  ist  jeder  der  Desarguesische  transformirte  des  anderen. 


70  Kapitel  U.   Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

Die  beiden  Brocard^schen  Punkte  stehen  in  analoger  Be- 
ziehung zu  einander. 

In  jedem  Dreieck  liegen  der  gemeinschaftliche  Schnittpimkt 
H  der  drei  Höhen,  der  auch  das  Orthocentrwm  genannt  wird, 
der  Schnittpu/nkt  8  der  drei  Medianen  oder  Mittellinien,  der  auch 
Barycentrwm  heisst  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist, 'tf«<i 
der  Schnittpu/nkt  M  der  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  errichteten 
drei  Lothe  (das  Centrum  des  umschriebenen  Kreises)  in  einer  und 
derselben  Geraden,  der  sogenannten  Eul er* sehen  Geraden, 
Novi  Comm.  Petrop.,  11,  1765,  p.  114. 

Die  Strecke  HM  wird  durch  den  in  ihrem  Inneren  ge- 
legenen Punkt  8  in  dem  Verhältniss  HSiSM  ==  2:1  getheüt. 


Der  Neunpunktekreis,  der  irriger  Weise  (siehe  den  unten 
citirten  Mackay)  von  einigen  Autoren  auch  der  Euler* sehe  Kreis 
genannt  wird,  ist  der  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  Seiten 
des  Dreiecks  gehende  Kreis.  Er  geht  auch  durch  die  Fuss- 
punkte  der  drei  Höhen  und  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  von 
den  Ecken  nach  dem  Orthocentrum  (dem  Schnittpimkt  der  drei 
Höhen)  gezogenen  Strecken. 

Das  Centrum  N  des  Newnpunktekreises  hat  eine  solche  Lage 
auf  der  Euler'schen  Geraden,  dass  die  Strecke  MN  innerhalb 
durch  S  und  ausserhalb  durch  H  in  dem  Verhältniss  2:1  ge- 
theüt wird. 

Der  Madius  des  Neunpmiktekreises  ist  die  Hälfte  des  Halb- 
messers  des  umschriebenen  Kreises. 

Der  Neünpunktekreis  berührt  in  vier  Punkten  die  vier  detn 
Dreieck   von   innen   und   von  aussen   eingeschriebenen  Kreise. 

Dieses  Theorem  ist  von  Feuerbach,  Eigenschaften  einiger 
merkwürdiger  Punkte  des  geradlinigen  Dreiecks,  Nürnberg  1822; 
der  Neunpunktekreis  ist  deshalb  von  einigen  Autoren  auch  der 
Feuerbach' sehe  Kreis  genannt  worden. 

Der  Neunpimktekreis  berührt  auch  jeden  der  ztvölf  von  innen 
und  von  aussen  eingeschriebenen  Kreise  der  vier  Dreiecke,  deren 
Ecken  in  dem  Orthocentrum  u/nd  je  zweien  der  drei  Eckpunkte 
des  Dreiecks  liegen.  Theorem  von  W.  Hamilton,  Nouv.  Ann., 
1862,  p.  183. 

Auf  dem  Neunpunktekreis  gibt  es  noch  andere  bemerken s- 
werthe  Pimkte:  zwei  Schröter^ sehe  Punkte,  Nouv.  Ann.,  1865, 
p.  178,  einen  Vigarie'schen  Punkt,  Mathesis,  1888,  einen  Lemoine'- 
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sehen  Punkt,  Journ.  de  math.  elem,  de  Longchamps,  1889,  p.  93; 
1890,  p.  118,  zwei  Boubals*sche  FtmMe,  ib.,  1891,  p.  215. 

Der  Neunpunktekreis  ist  ein  specieller  Fall  des  Neimpunkte- 
Tcegdschnitts,  d.  h.  des  Kegelschnitts,  der  durch  d.ie  sechs  Mittel- 
punkte der  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  und  die  drei 
Diagonalecken  geht. 

Wenn  eine  der  Ecken  des  Vierecks  das  OHhocenb^m  für 
die  übrigen  drei  ist,  so  wird  aus  diesem  Kegelschnitt  ein  Kreis,  und 
wenn  die  vier  Ecken  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  so 
wird  der  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  Neunpunktekegelschnitt  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Kegelschnitte  des  Büschels^  welches  zu  Basispunkten  die  vier  Ecken 
des  Vierecks  hat. 

Als  Literatur  über  den  Neunpunktekreis  und  -Kegelschnitt 
fuhren  wir  an:  Brianchon  und  Poncelet,  Ann.  de  Gerg.,  11, 
1820,  p.  215;  Steiner,  ib.,  19,  1828,  p.  86;  Die  geometr. 
Construd.  mittelst  der  geraden  Linien  und  eines  festen  Kreises, 
Berlin  1833,  p.  55;  Giornale  arcadico  di  Borna,  1844;  Hamil- 
ton, Hart,  Salmon,  Casey,  Quart.  Journ.,  4,  1860;  Küche'r, 
Gru/nert*s  Arch.,  47;  Schröter,  Grelle,  68;  Math.  Ann.,  7;  Lappe, 
Grelle,  71;  Baur,  Schlömüch's  Zeitschr.,  12;  Schubert,  ib.,  16; 
Battaglini,  Bend.  Acc.  NapoU,  1862;  Trudi,  Giorn,  di  mat., 
1;  Beltrami,  Giorn,  di  mat,  1;  Memorie  Acc,  Bologna,  (2),  2, 
1863;  (3),  5,  7,  1875,  1877.  Ueber  die  Geschichte  des  Neun- 
punktekreises  siehe  Mackay,  Proc.  of  the  B.  Soc.  of  Edinburgh, 
11,  1892,  1893.  

Der  Taylor'sche  Kreis  wird  durch  die  Eigenschaft  charak- 
terisirt,  dass  er  durch  die  sechs  Punkte  geht,  welche  die  recht- 
winkligen Projectionen  der  Fusspunkte  der  Höhen  auf  die  Seiten 
des  Grunddreiecks  sind.     Proc.  Lond.  Math,  Soc,  20,  1889. 

Betrachtet  man  ein  beliebiges  zu  dem  Grunddreieck  homo- 
thetisches  (ähnliches  und  ähnlich  liegendes)  Dreieck  und  nimmt 
den  Lemoine'schen  Punkt  zum  Homothetiecentrum,  so  schneiden 
sicli  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  sechs  auf  demselben  Kreis 
liegenden  Pu/nkten;  solche  Kreise  heissen  Tucker'sche. 

Der  umschriebene  Kreis,  die  beiden  Lemaine* sehen  Kreise 
und  der  Taylor'sdhe  Kreis  sind  specielle  Fälle  der  Tucker* sehen; 
der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  Gerade 
(der  Durchmesser  des  Brocard'schen  Kreises). 

Die  Enveloppe  der  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  sogenannte 
Brocard'sche  Ellipse,  die  zu  Brennpunkten   die  beiden  Brocard^- 
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sehen  Punkte  hat,  dem  Dreieck  eingeschrieben  ist  und  die  Seiten 
in  den  Fusspunkten  der  Symmedianen  berührt.  Brocard,  Ann,  de 
Toulouse,  1887;  journ.  des  math.  speciales,  1889;  Catalan, 
Mem.  de  Belgique,  49,  1891. 


Ein  anderer  elementarer  aber  interessanter  Satz  aus  der 
Dreiecksgeometrie  ist  der  folgende: 

Werm  von  einem  Pimkt  der  einem  Dreieck  umschriebenen 
Kreisperipherie  Lothe  auf  die  drei  Seiten  gefällt  werden,  so  liegen 
die  FusspunJcte  dieser  Lothe  in  einer  Geraden  {der  Simpson' sehen 
oder  Wallace'schen  Geraden,  der  FusspunJctgeraden  des 
Breiecks). 

Die  Enveloppe  der  Simpson'sdien  Geraden  ist  eine  drei- 
spitzige  Hypocycloide  (Steiner);  vergl.  Kap.  17,  §  12. 

Das  Pedalentheorem  theilte  Servois,  Ann.  de  Gerg.,  4, 
1813,  1814,  p.  251  mit  und  schrieb  es  Simpson  zu;  Gergonne, 
ib.  gab  einen  analytischen  Beweis  des  Satzes  imd  wollte  ihn  auf 
das  Tetraeder  ausdehnen,  machte  dabei  jedoch  Fehler,  die 
Durrande  erkannte,  ib.,  7.  Steiner,  ib.,  19  vervollständigte 
das  Theorem  durch  den  eben  erwähnten  Satz  über  die  Enveloppe. 
Mit  einer  Erweiterung  beschäftigte  sich  Beltrami,  Mem,  Acc. 
Bologna,  (3),  5,  7,  1875,  1877. 

Siehe  auch:  Brocard,  Bull.  Soc.  math.,  1872,  1877  und 
Mackay,  Soc.  math.  Edvnb.,  9,  1890;  Assoc.  Fra/ng.,  1893. 
Weitere  literarische  Angaben  findet  man  in  dem  Interm.  des 
math.,  3,  p.  160;  4,  p.  7. 


Das  Studium  der  sogenannten  Dreiecksgeometrie  begann 
erst  in  neuerer  Zeit. 

Wir  sehen  von  anderen  vereinzelten  Arbeiten  ab,  die  älter 
sind  oder  bereits  oben  citirt  wurden  und  erwähnen  von  den  ersten 
wichtigen  Untersuchungen  in  Bezug  auf  die  Dreiecksgeometrie: 
Lemoine,  Nouv.  Ann.,  1873;  Ass.  Frang.,  1873,  1874;  Bro- 
card, Nouv.  Corr.  math.  de  Catalan,  3,  1877,  1879,  1880; 
Neuberg,  ib.,  1879,  1880;  Ass.  Frang.,  1888;  M^m.  de  Bel- 
gique, 1890;  Schonte,  Acad.  d' Amsterdam,  1886;  Cesaro, 
Nouv.  Ami.,  1887;  Mathesis,  1890;  etc.  Siehe  auch  Lemoine, 
Bull.  Soc.  math.,  12,  p.  72;  14,  p.  167. 

Den  grössten  Theil  der  Resultate  findet  man  in  dem  eng- 
lischen Werk  von  Casey,  A  sequel  to  Euclid,  1888  zusammen- 
gestellt, von  welchem  auch  eine  französische  Uebersetzung  existirt, 
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Geom.  elem.  recente,  Paris,  1890;  ein  anderes  Werk  derselben 
Art  ist  von  Poulain,  Nouv.  geom.  du  triangle,  Paris  1892, 
Croville-Morant,  editeur. 

Eine  sehr  kurz  gefasste  üebersicht  über  einige  Resultate  ist  in 
dem  von  Lugli  redigirten  Feriodico  di  mat,  6  erschienen. 

Ueber  den  geschichtlichen  Theil  siehe  Vigarie,  Esquisse 
historique  sur  . .  .la  geom.  du  triangle,  Ässoc.  Frang.,  1889. 

Die  bis  jetzt  gemachten  Erweiterungen  der  oben  angeführten 
Sätze  betreffen  ins  Besondere  das  Vierseit,  Hexagon,  etc.  und 
dann  das  Tetraeder. 

Die  ersteren  sind  von  Neuberg,  Mathesis,  1885;  Tucker, 
Educat  Times,  1885;  Casey,  Irish  Acad.,  1886;  Mathesis, 
1890;  Neuberg  und  Tarry,  Ass.  Frang.,  1886;  etc. 

Erweiterungen  auf  das  Tetraeder  sind  von  Piquet,  Assoc. 
Frang.,  1874;  Neuberg,  Mem.  de  VAcad.  de  Belgique,  1884  und 
andere  von  Beltrami,  1.  c. 

Von  deutschen  Arbeiten  sind  die  werthvoUe  Zusammen- 
stellung von  Lieber,  Programm  der  Stettiner  Friedrich- Wilhelm- 
schule, 1886/87:  Ueher  die  GegenmitteUinie  wnd  den  Grehe' sehen 
Punkt;  über  den  Brocard' sehen  Kreis  und  Emmerich,  die 
Brocard'schen  Gebilde  wnd  ihre  Beziehu/ngen  zu  den  verwa/ndten 
merJcwürdigen  Punkten  u/nd  Kreisen  des  Dreiecks,  Berlin  1891 
hervorzuheben.  Selbstständige  Untersuchungen  sind  aus  den  Kreisen 
der  deutschen  Gymnasiallehrer  im  Aufgabenrepertorium  der  Hoff- 
mann'schen  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht  sowie  in  Programmabhandlungen  veröffent- 
licht worden.  Wir  erwähnen  nur  die  Broniberger  Programm- 
abhandhmgen  von  Kiehl  1881,  1888  und  die  Becklinghauser 
von  Artzt,  1884,  1886. 


Kapitel  IIL 
Die  Kegelscbnitte. 

§  1.    Die   projective  Erzeugung   der   Kegelschnitte.     Un- 
mittelbar daraus  hervorgehende  Eigenschaften. 

Die  Theorie  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auf  synthetische 
projective  Art  und  auf  analytische  Art  entwickeln. 

Nach  der  projectiven  Methode  können  die  Kegelschnitte 
folgendermassen  definirt  werden. 

Man  denke  sich  zwei  homologe  Ebenen  (vergl.  Kap.  l),  die 
entweder  conlocal  sind  oder  nicht,  und  welche  das  Homologie- 
centrum S  und  die  Homologieaxe  s  haben.  Den  Punkten  eines 
in  der  einen  Ebene  gelegenen  Kreises  entsprechen  in  der  anderen 
die  Punkte  einer  Kurve,  welche  Kegelschniit  heisst  und  die  beiden 
Fundamentaleigenschaften  besitzt: 

1)  dass  jede  Gerade  ihrer  Ebene  sie  in  zwei  Fmüäen  oder 
einem  einzigen  Punkt  oder  keinem  schneidet; 

2)  dass  sich  von  jedem  Ptmkt  der  Ebene  zwei  Tangenten 
oder  eine  Tangente  oder  keine  an  sie  ziehen  lässt. 

Daraus  ergibt  sich  die  Definition,  welche  die  alten  Griechen 
der  ganzen  Theorie  zu  Grunde  gelegt  haben,  dass  der  Kegel- 
schnitt die  durch  den  Schnitt  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene 
erzeugte  Curve  ist;  denn  auf  diese  Art  sind  der  Kreis  und  der 
Kegelschnitt  in  perspective  Lage  gebracht. 

Die  Tangenten  an  den  Kreis  entsprechen  den  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  homologen  Ebenen  die  Grenz- 
gerade, d.  h.  die  Gerade,  welche  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  ziveiten  Ebene  entspricht,  den  Kreis  in  zwei  Funkten  schneidet, 
so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  zwei  reelle  unendlich  ferne 
Punkte  und  heisst  Hyperbel;  wenn  die  Grenzgerade  den  Kreis 
berühi,  so  hat  der  Kegelschnitt  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt 
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und  wird  Farahel  genannt;  trifft  schliesslich  die  Grenzgerade 
den  Kreis  nicht,  so  hat  der  Kegelschnitt  überhaupt  keine  reellen 
unendlich  fernen  Punkte  und  heisst  Ellipse, 

Definirt  man  die  Kegelschnitte  als  die  Curven,  welche  durch 
die  Schnitte  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene  entstehen,  d.  h. 
als  die  perspective  Figur  eines  Kreises,  so  entsprechen  die  drei 
verschiedenen  Kegelschnitte  den  drei  verschiedenen  Lagen,  welche 
die  schneidende  Ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel  annehmen  kann: 
sie  kann  alle  Erzeugenden  schneiden  (Ellipse)  oder  einer  Er- 
zeugenden parallel  sein  {Parabel)  oder  zweien  parallel  sein 
(Hyperbel). 

Eine  andere  projective  Definition  der  Kegelschnitte  ist  die 
folgende: 

Man  habe  in  einer  Ebene  zwei  projective  Strahlenbüschel  mit 
verschiedenen  Scheiteln  0,  (X,  Die  Sdinittpunkte  der  sich  ent- 
sprechenden Strahlen  büden  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die  beiden  Scheitel  der  Büschel  geht  und  dessen  Tangenten  in  diesen 
Punkten  die  der  Verbindungslinie  0  Qf  entsprechenden  Geraden  sind. 

Und  correlativ: 

Man  habe  in  einer  Ebene  zwei  projective  Punktreihen  mit 
verschiedenen  Trägern.  Die  Geraden,  welche  die  sich  entsprechen- 
den Punkte  verbinden,  sind  die  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt, 
der  die  beiden  zu  Grund  liegenden  Geraden  in  den  Punkten  be- 
rührt,  die  ihrem  Schnittpunkte  entsprechen. 

Eine  andere  Definition  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auch  auf 
Grund  der  Betrachtungen  in  Kap.  1,  §  3  geben: 

Der  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  einer  involu- 
torischen  Dualität  oder  Polarität. 

Oder  auch: 

Der  Kegelschnitt  ist  die  Einfiüllende  der  Doppelgeraden  einer 
Polarität. 

Die  Parabel  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  berührt. 

Es  gibt  zwei  Gerade  der  Ebene,  ivelche  sich  in  endlicher 
Entfernung  schneiden  und  die  Hyperbel  in  ihren  beiden  unendlich 
fernen  Punkten  berühren.  Diese  Geraden  heissen  die  Asymptoten 
der  Hyperbel. 

Wenn  der  Scheitel  0'  in  einer  gegebenen  Bichtung  unendlich 
fern  liegt,  so  kann  der  StraJil  des  Büschels  ((/),  welcher  dem  der 
gegd>enen  Bichtung  parallelen  Strahl  von  (0)  entspricht,  im  End- 
lichen oder  Unendlichen  liegen;  in  dem  ersten  Fall  erhält  man 
eine  Hierbei,  in  dem  zuzeiten  eine  Parabel. 
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Wtfm  die  bdden  Scheitel  0,  (X  in  zwei  verschiedenen  JRidp- 
tungen  im  Unendlichen  liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  JSyperbeU 

Die  Geraden,  welche  die  Paare  sich  entsprechender  Punkte 
in  zwei  ähnlichen  Punktreihen  verbinden,  hüllen  eine  Parabel  ein. 

Aus  diesen  Definitionen  ergibt  sich  sofort: 

JDas  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Geraden,  weMie 
von  vier  Punkten  des  Kegelschnitts  nadi  einem  variahelen  Punkt 
des  Kegelschnitts  gezogen  werden,  ist  constant  und  pflegt  das  an- 
harmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte  des  Kegel- 
schnitts genormt  zu  werden. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen 
irgend  vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von  einer  varidbelen 
Tangente  geschnitten  werden,  bleibt  bei  dem  Variiren  dieser  5*®* 
Tangente  constant  Es  heisst  das  anharmonische  Verhält- 
niss der  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Das  anharmonische  Verhältniss  von  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  ist  dem  der  vier  Berührungspunkte  gleich. 

Die  Tangenten  an  eine  Parabel  sdineiden  zwei  feste  Tan- 
genten an  die  Parabel  in  Punkten,  welche  zwei  ähnliche  Punkt- 
reihen  bilden. 

Daxaus  folgt:  Von  zwei  festen  Tangenten  an  eine  Parabel 
schneiden  alle  anderen  Tangenten  proportionale  Theile  ab. 

Und  umgekehrt:  Die  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden 
Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  ähnlicher  Punktreihen  ver- 
binden, hüllen  eine  Parabel  ein,  welche  die  beiden  Geraden,  die 
Träger  der  Punktreihen  sind,  berührt. 

Bei  einem  Kegelschnitt  ist  das  Product  der  Segmente  const<mt, 
welche  eine  variabele  Tangente  amf  zwei  festen  parallelen  Tan- 
genten bestimmt,  wenn  die  Segmente  von  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten  aus  gerechnet  werden, 

§  2.  Die  projeotiven  Fundamentaleigenschaftexi  der  Kegel- 
schnitte.   Die  Theoreme  von  Pascal,  Brianchon,  Desargues. 

Wenn  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  in  drei  Punkten 
einer  und  derselben  Geraden,     Das  PascaVsche  Theorem,  1640. 

Wird  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  treffen 
sich  die  Geraden,  welche  die  drei  Paare  von  Gegenecken  ver- 
binden, in  demselben  Punkt,   Das  Brianchon' sehe  Theorem,  1806. 

Sind  zwei  Dreiecke  homolog,  so  gehören  die  Punkte,  in  denen 
die  Seiten  des  einen  die  nicht  entsprechenden  des  anderen  schnöden. 
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einem  Kegelschnitt  an,  und  die  Geraden,  die  von  den  Ecken  des 
einen  nadh  den  nicht  entsprechenden  Ecken  des  anderen  gehen, 
berühren  einen  zweiten  Kegelschnitt.     Das  Steiner'sche  Theorem, 

Wenn  ein  Dreieck  derart  deformirt  wird,  dass  seine  Seiten 
um  feste  Bunkte  rotiren,  während  zwei  Eckpunkte  sich  auf  zwei 
festen  Geraden  bewegen,  so  beschreibt  der  dritte  Eckpunkt  einen 
Kegelschnitt.     Das  Maclaurin^ sehe  Theorem,  1721. 

Wird  ein  Dreieck  so  deformirt,  dass  seine  Eckpunkte  sicli 
auf  festen  Geraden  bewegen,  während  zwei  Seiten  um  feste  Funkte 
rotiren,  so  hüUt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt  ein. 

Wenn  ein  Fünfeck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  liegen  der  Schnittpunkt  zweier  nicht  aufeinander  folgender  Seiten, 
der  Schnittpunkt  zweier  anderer  nicht  consecutiver  Seiten  und  der 
Punkt,  in  dem  die  fünfte  Seite  die  in  der  gegenüberliegenden  Ecke 
berührende  Tangente  trifft,  in  einer  Geraden  und  correlativ. 

Wird  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben,  so 
liegt  der  Punkt,  in  weMiem  sich  die  in  zwei  Gegenecken  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden,  in  einer  Geraden  mit 
den  beiden  Schnittpunkten  der  Paare  von  Gegenseiten. 

Das  vollständige  von  vier  Tangenten  cm  einen  Kegelschnitt 
gebildete  Vierseit  und  das  vollständige  von  den  vier  Berührungs- 
punkten gebildete  Viereck  haben  dasselbe  Diagonaldreieck.  Vergl. 
Kap.  2, 

Wen/n  ein  Vierseit  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  wird, 
so  gehen  die  Geraden,  weiche  die  Beriihrungspunkte  zweier  Gegen- 
seiten verbinden,  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen.  Durch 
diesen  Punkt  gehen  auch  die  Diagonalen  des  angeschriebenen 
Vierseits,  welches  zu  Ecken  die  vier  Berührungspunkte  der  vier 
Säten  des  ersteren  hat,  und  die  vier  Diagonalen  bilden  eine  har- 
monische Gruppe.  Ferner  liegen  die  Schnittpunkte  der  Paare  von 
Gegenseiten  der  beiden  Vierseite  in  einer  Geraden  und  bilden 
ebenfalls  eine  harmonische  Gruppe. 

Beschreibt  man  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt,  so  treffen 
die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  die  gegenüberliegenden  Seiten  in 
Punkten  mier  Geraden. 

Wenn  ein  Dreieck  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  unrd, 
so  gehen  die  Gereuten,  welche  die  Eckpunkte  mit  den  Berührungs- 
punkten der  gegenitberUegenden  Seiten  verbinden,  durch  denselben 
Punkt. 

Eine  Transversäle  schneidet  einen  Kegelschnitt  und  die  Gegen- 
seiten mies  eingeschriebenen  Vierecks  in  drei  Paaren  involutorisch 
conjugirter  Punkte  (Desargues)  und  correlativ. 
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Wenn  ein  Viereck,  welches  beständig  in  einem  Kegelschnitt 
eingeschrieben  bleibt,  so  deformirt  wird,  dass  drei  seiner  Seiten 
um  drei  feste  in  einer  Geraden  liegende  Funkte  roüren,  so  dreht 
sich  auch  die  vierte  Seite  um  einen  anderen  festen  Punkt  derselben 
Geraden. 

In  einem  umschriebenen  Breieck  unrd  jede  Seite  durch  ihren 
Berühru/ngspwnkt  und  durch  die  Gerade,  tvelche  die  BerUJirungs- 
punkte  der  beiden  anderen  Seiten  verbindet,  harmonisch  getheilt. 
Der  correlative  Satz  gilt  für  das  eingeschriebene  Breieck. 

Wenn  die  Sehne,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  Tan- 
genten verbindet  (d.  h.  die  Berührungssehne  zweier  Tangenten)^ 
durch  den  Schnittpunkt  zweier  anderer  Tangenten  geht,  so  werden 
die  beiden  ersten  Tangenten  harmoniscli  durch  die  letzteren  getheiU 
u/nd  umgekehrt. 

Wenn  zwei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  sicfi  in  einem 
Punkt  der  Berührungssehne  zweier  anderer  Tangenten  treffen,  so 
liegt  umgekehrt  auch  der  Schnittpunkt  der  letzteren  auf  der  Be- 
rührungssehne  der  ersteren. 

Der  Schnittpunkt  S  zweier  Tangenten  und  die  Berühnmgs- 
sehne  s  heissen  Pol  bez.  Polare^  d.  h.  S  wird  der  Pol  von  s  und 
s  die  Polare  von.  S  genannt. 

Ber  Pol  und  die  Polare  bez.  eines  Kegelschnitts  fallen  mit 
dem  Pol  und  der  Polaren  in  einer  Polarität  zusammen,  für  welche 
der  Kegelschnitt  der  Ort  der  Boppelptmkte  ist. 

Bie  Polare  s  eines  Punkts  S  kann  auch  als  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Paare  von  Gegenseiten  der  eingeschriebenen 
Vierecke,  deren  Diagonalen  durch  S  gehen,  definirt  werden,  oder 
auch  als  der  Ort  eines  Punktes  P,  der  harmonisch  zu  iS  in  Be- 
zug auf  die  Schnittpunkte  von  SP  mit   dem  Kegelschnitt  liegt. 

Bie  Polare  eines  Punkts  des  Kegelschnitts  ist  die  Tangente 
in  diesem  Pu/nkt. 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  rotirt 
seine  Polare  um  einen  Punkt. 

Zwei  Punkte,  von  denen  jeder  auf  der  Polaren  des  anderen 
liegt,  heissen  conjugirt  oder  reciprök  bez.  des  Kegelschnitts  und 
ebenso  werden  zwei  Gerade,  von  denen  jede  durch  den  Pol  der 
anderen  geht,  conjugirt  oder  reciprök  genannt. 

Sind  zwei  Punkte  reciprök,  so  sind  auch  ihre  Polaren  reciprök^ 

Ein  Dreieck,  von  dem  jede  Ecke  der  Pol  der  gegenüber- 
liegenden Seite  ist,  heisst  ein  bez.  des  Kegelscfmitts  sich  selbst  con- 
jugirtes  Breieck  (Polardreieck). 


§  3.   Gleichung  der  Kegelschnitte.  79 

IHe  IHagonalecken  des  durch  vier  Punkte  eines  Kegelsdmitts 
bestimmten  vollständigen  Vierecks  bilden  ein  Pölardreieck  wnd 
correlativ  bilden  auch  die  Diagonalseiten  des  durch  vier  Ta/ngenten 
an  einen  Kegelschnitt  bestimmten  vollständigen  Vierseits  ein  Polar- 
dreieck. 

Wenn  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  schneidet  die  einer  Seite  bee.  des  Kegelschnitts  recipröke  Gerade 
die  beiden  anderen  Seiten  in  zwei  reciproken  Punkten.     Stau  dt. 

Wenn  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits bez.  eines  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitts  recipröke 
Punkte  einer  Polarität  sind,  Kap.  1,  §  3,  5ö  müssen  auch  die  beiden 
übrigen  Gegenecken  in  derselben  Polarität  reciprok  sein.     Hesse. 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in  einer  Polarität  dem 
anderen  polar  ist,  so  siiild  sie  homolog,  wnd  umgekehrt  sind  zwei 
homologe  Dreiecke  stets  in  einer  Polarität  polar  zu  einander. 

Bei  zwei  Dreiecken  hat  jede  der  folgenden  drei  Eigenschaften 
die  beiden  übrigen  zwr  Folge: 

1.  dass  sie  in  d^selbm  Polarität  sich  selbst  conjugirt  sind; 

2.  ddss  sie  bei  einem  Kegeilschnitt  eingeschrieben  sind; 

3.  dass  sie  bei  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind. 


§  3.   Hauptformeln  der  analytischen  Geometrie  der 

Eiegelsohnitte. 

Die  analytische  Definition  der  Kegelschnitte  lautet: 
Es  seien  x^,  x^,  %  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene.    Der  Kegelschnitt  ist  dann  der  analytisch  durch  eine 
Beziehung  2*®"^  Grads  zwischen  den  x  vom  Typus 

3 

f{x)  =  ^aijXiXj  =  0,  (aij  =  aji) 
1 

dargestellte  geometrische  Ort;  darin  sind  «11,0^22,  •••  constante 
Coefficienten.     (Die  Gleichrmg  der  Kegelschnitte.) 

Daher  pflegt  man  die  Kegelschnitte  auch  Kurven  zweiter 
Ordnung  zu  nennen. 

Wenn  das  Fundamentdldreieck  der  Coordinaten  ein  sich 
selbst  conjugiertes  Dreieck  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichwng  des 

Kegelschnitts  auf  die  canonische  Form  ^a-.x^^  =  0,  so  dass  also 

die  Coefficienten  aij,  bei  denen  i^j  ist.  Null  werden. 

Nehmen  wir  dagegen  an,  u^,  u^,  u^  seien  die  homogenen 
Coordinaten   einer   Geraden   der  Ebene,    so    stellt   eine   ähnliche 
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Relation  2*®^  Grades  zwischen  den  u  eine  Envelqppe  dar,  d.  h. 
eine  Curve,  welche  alle  Gerade,  deren  Coordinaten  dieser  Re- 
lation genügen,  zu  Tangenten  hat,  siehe  Kap.  1,  S.  28.  Diese 
Curve  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt.  Man  nennt  den  Kegelschnitt 
daher  auch  Kurve  ^*®'  Classe. 

Die  Gleichung  in  Pw»Ä;^coordinaten  pflegt  man  Pirnkt- 
gleichung,  die  in  Geradencoordinaten  Tangentialgleichung  zu  nennen. 

Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  geht  hervor,  dass  der 
Kegelschnitt  bestimmt  ist,  wenn  die  Werthe  der  Verhältnisse 
von  fünf  Coefficienten  der  Gleichimg  zu  dem  letzten  Coefficienten 
festgesetzt  sind. 

Ein  Kegelschnitt  ist  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten 
bestimmt,  wenn  r  Punkte  gegeben  sind,  durch  welche  er  gehen, 
und  s  Gerade,  welche  er  berühren  soll,  imd  dabei  r  -|-  ^  =  5  ist, 

Speciell  gilt: 

durch  5  Punkte  geht  nur  ein  Kegelschnitt; 

durch  vier  Punkte  gehen  zwei  Kegelschnitte,  die  eine  gegebene 
Gerade  berühren; 

durch  3  Punkte  vier  Kegelschnitte,  die  zwei  gegebene  Gerade, 

durch  2  Punkte  vier  Kegelschnitte,  die  drei  gegebene  Gerade, 

durch  einen  Punkt  zwei  Kegelschnitte,  die  vier  gegebene 
Gerade  berühren. 

Es  gibt  nur  einen  Kegelschnitt,  der  fünf  gegebene  Gerade 
berührt. 

Eine  reichhaltigere  Sammlung  von  Sätzen  dieser  Art  findet 
man  in  Kap.  15,  §  4. 

Wir  wollen  (die  Discriminante) 


Ä  = 


setzen  imd  die  algebraische  Adjungirte  des  Elements  a^j  dieser 
Determinante  (d.  h.  die  mit  ( —  l)*"*"-^  multiplicirte  Determi- 
nante, welche  durch  Streichen  der  **®^  Zeile  und  f^  Colunine 
aus  der  Determinante  Ä  hervorgeht)  mit  Äij  und  die  Adjungirte 
-^33  dann  mit  B  bezeichnen. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Cartesischen  Coordinaten 
X,  y  erhält  man  aus  der  allgemeinen  Gleichung  auf  Seite  79, 
wenn  x^  =  1,  x^  =  x,  x^  =  y  gesetzt  wird.  Es  sei  w  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  schiefen  Cartesischen  Axen  und 
ausserdem 

C  =  a^i  -\-  «22  2^12  ^^s  ^- 


«11 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 

§  3.   Verschiedene  Arten  von  Eegelschnitten«  81 

Man  erhält  dann  das  folgende  wichtige  Resultat: 
Bei  jeder  beliebigen  Trcmsformation  der  Cartesischen  Coordl- 
naten  bleiben  die  Ausdrücke 

A  B  C      ^ 


sin'cD  '      8m* (o  '      sin'w 


unverändert  (sind  invariant).*) 

Daraus  folgt: 

Bei  jeder  beliebigen  Transformation  der  Cartesischen  Coor- 
dinaten  behalten  die  Grössen  Ä,  B,  C  immer  dasselbe  Vorzeichen, 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  wird  die  Grösse  C  gleich 
«11  -j-  a^g;  mithin: 

Gdit  man  von  rechtwinhligen  Axen  zu  anderen  ebenfalls 
rechtwinkligen  Axen  über,  so  bleibt  die  Grösse  a^  +  a^g  ****" 
verändert. 

Je  nach  den  Werthen  der  Coefficienten,  die  redl  voraus- 
gesetzt werden,  hat  der  durch  die  Gleichung  2*®^  Grad3  dar- 
gestellte Ort  verschiedene  Gestalten.  Behält  man  die  eben  für 
die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  gegebenen  Definitionen  bei  (siehe 
oben),  so   gelten  die  Sätze: 

Nim/mt  man  an,  A  sei  von  Null  verschieden,  so  erhält  man 
für  jB  >  0  eine  Ellipse,  für  jB  <  0  eine  Hyperbel  und  für  B  =  0 
eine  Barabel. 

Für  B'^0  besteht  die  Ellipse  nur  dann  aus  reellen  Punkten, 
wenn  Aajj^<CO  und  -^agg  <  0  ist,  wobei  die  eine  dieser  Un- 
gleichheiten für  ^  >  0  die  Folge  der  anderen  ist;  im  anderen 
Fall  erhält  man  eine  Ellipse,  deren  Punkte  imaginär  sind  (eine 
imaginäre  Ellipse).  Ist  ferner  JB  <  0  oder  B  =  0,  so  ergibt 
sich  immer  eine  reelle  Hyperbel  oder  eine  reelle  Parabel,  wenn 
nur  A  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  schliesslich  A  =  0  ist,  so  erhält  man  in  jedem  Fall  ein 
Paar  Gerade  u/nd  nicht,  wie  bisher,  einen  eigenüichen  Kegelschnitt; 
dieses  Paar  besteht  aus  imaginären  Geraden,  die  sich  in  einem 
reellen  Punkt  in  endlicher  Entfernung  schneiden,  wenn  J?  >  0  ist. 


*)  Zwischen  diesem  Satz  und  der  Behauptung  Bepert.  1,  Eap.  12, 
§  16,  p.  334,  dass  das  System  eines  einzigen  Kegelschnitts  keine  ab- 
soluten Invarianten  habe,  besteht  kein  Widerspruch.  Die  Invarianten, 
von  denen  oben  die  Bede  ist,  hängen  nicht  nur  von  den  Coefficienten 
des  Kegelschnitts,  sondern  auch  von  den  Coordinatenaxen  ab,  die 
immer  Cartesische  Axen  bleiben  müssen;  mithin  sind  die  Transfor- 
mationen, von  denen  wir  hier  sprechen,  nuM  edle  möglichen,  wie 
Bepert.  1,  p.  334,  sondern  nur  diejenigen,  welche  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Ebene  unverändert  lassen. 

Pascal,  Bepertorium.  TL.  6 
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und  aus  reellen  Geraden,  die  sich  in  einem  reellen  Punkt  in  end- 
licher Entfernung  treffen,  wenn  J5  <  0  ist,  und  schliesslich  aus 
zwei  parallelen  reellen  oder  imaginären  Geraden,  oder  auch  aus 
zwei  in  eine  einzige  reelle  Gerade  zusammenfallenden  Geraden 
für  B  =  0. 

Wenn  der  Kegelschnitt  eine  reelle  Ellipse  ist,  so  kann  man 
seine  Gleichung  (in  nicht  homogenen  Coordinaten)  durch  geeignete 
Wahl  der  Coordinatenaxen  auf  die  Gestalt 

bringen,  und  wenn  die  Ellipse  imaginär  ist,  auf 

flS  -r  5«  —       A- 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  lässt  sich  seiner 
GMchu/ng  bei  passender  Wahl  der  Axen  die  GestM 

a*        b^~ 
geben.  ■ 

Ist  er  schliesslich  eine  Parabel,  so  lautet  die  einfachste  Form 
der  Gleichung: 

y^=px. 

Eine  allgemeine  Gleichung  2^^  Grads  von  dem  gewöhnlichen 
Typus,  deren  Terme  2^^  Grads  ein  vollständiges  Quadrat  bilden, 
stellt  eine  Parabel  dar,  wenn  A  von  l^ull  verschieden  ist. 

Jede  homogene  rationale  Gleichung  2*^  Grades  zwischen  x 
und  y  mit  reellen  Coefficienten  stellt  ein  Paar  Gerade  dar,  die 
durch  den  Anfangspunkt  gehen. 

Soll  die  allgemeine  Gleichung  2^^  Grades  ein  Paar  Gerade 
darstellen,  so  ist  es  nöthig,  dass  sich  ihre  linke  Seite  in  zwei  ratio- 
nale Factorcn  i*®"  Grads  in  x  und  y  zerlegen  lasse. 


Die  allgemeine  Gleichu/ng  ä^^  Grades  stellt  einen  Kreis  dar, 
wenn  A  von  Null  verschieden,  a^^  =  <*n  «*wc?  «j^g  =  <^ii  ^^^  m 
ist,  wobei  unter  (o  der  Winkel  zwischen  den  Axen  verstanden 
wird.  Der  Kreis  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  Aa^j^  <0 
oder  Aa^i'^  0  ist. 

Für  rechtivinklige  Axen  muss  daher 

^11  ^  ^22'  %2  ^^^  ^     sein. 


§  3.   Die  unendlichfemen  imaginären  Kreispunkte.  83 

Ber  Gleichimg   des   Kreises   Icann   man   hei   rechtwinkligen 

Äxen  die  Gestalt 

(^  _  „)2  +  (y  _  ßy  ^  r« 

geben,  worin  cc  und  ß  die  beiden  Mittdpunlctscoordinaten  und  r 
den  Badius  bezeichnen;  bei  schiefen  Äxen  dagegen  lässt  sich  die 
Gleichung  auf  die  Form 

(x  —  ay  +  {y  —  ßy-\-2(x  —  a)  {y  —  ß)  cos  w  =  r^ 

reduciren,  wenn  o  den  Axenwinkd  bedeutet, 
Ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 

«11  (^^  +  ^y  cos  w  +  t/*)  +  2a^^x  +  2a^^y  ^  a^^  =  0 
gegeben,  so  sind  die  Mittelpwnktscoordinaten: 

—  flfis  +  «M  cos© 


a 


Oji  sin*  G)  ' 

Oij  cos  ©  —  Ojg 


^  »11  sin' CO 


wnd  der  Hadius  ist  durdi 

^i  _  «!.•  +  «»'  -  2«.. «»  CO«  «,  -  g.,  g..  sin^     bestimmt 

a^i    sin*oj 

Eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander 
stehen,  heisst  gleichseitig. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  muss 

«11  "h  «22  —  ^  «12  ^^  CO  =  0     sein. 

Alle  Kreise  der  Ebene  werden  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  denselben  beiden  imaginären  Punkten  geschnitten, 
welche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der 
Ebene  genannt  werden. 

Jeder  Kegelschnitt,  der  durch  die  beiden  imaginären  Kreis- 
punkte  gM,  ist  ein  Kreis. 

Die  Tangentialgleichu/ng  der  beiden  imaginären  Kreispunkte  ist 

Die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  in 
diesen  Punkten  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  mit  der  x-Axe 

bilden,  sind  tg a  =  +  ^  =  i  V  —  ^5  ^^^  Tangenten  cm  alle 
Kreise  in  den  imaginären  Kreispunkten  sind  daher  als  parallel 
anzusehen. 

Der  Winkel  cc  muss  als  unendlich  gross  betrachtet  werden. 
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Die  Gleichtmg  der  Tangente  an  den  Kegelschnitt  in  einem 
Fimkt  mit  den  Coordinaten  x ,  y   lautet: 

(»11  ^'  +  «12/  +  «13)  ^  +  («21^'  +  <^i^y  +  «23)2/ 

+  («31^'  +  «82/  +  «33)  =  Ö- 
Bie  Normale,  d.  h.  das  Loth  auf  die  Tangente  in  dem  Be- 
rührungspunkt; hat  hei  orthogonalen  Axen  die  Gleichung: 

X  —  x'  y  —  y 

«11  ^'+  «18  2/' +  «18  ~  «81  ^'  +  «M  y  +  «28 ' 

Bezeichnet    man    mit    f{x,y)    die    linke   Seite    der   Kegel- 

schnittsgleichung,  so  sind  die  Tangenten,  welche  man  von  einem 

Punkt  X,  y  an  den  Kegelschnitt  ziehen  kann,  reell  und  verschieden, 

reell  und  zusammenfallend  oder  imaginär,  je  nachdem  das  Product 

Af{x,  f) 

negativ,  Null  oder  positiv  ist 

Die  Bedingung,  damit  die  Gerade  mit  der  Gleidiung 

ux  -{-  vy  -{-  1  =  0 

eine  Tangente  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  mit  der  gewöhnlichen 
Gleichung  sei,  ist 

Ai^^  +  2  ^2^2;  +  Ä^^v^  +  2^13!^  +  2^23^  +  A3  =  ^' 
worin   -^^^,^2,  ...    die    algebraischen    Ädjungirten    der    gleich- 
namigen Elemente  in  der  Determinante  A  sind. 

Wenn  u,  v  als  Geradencoordinaten  interpretirt  werden,  so 
ist  die  vorstehende  Relation  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnitts oder  die  Glddiung  des  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten, 

Die  Gleichimg 

(«11^'  +  0^12/  +  a^fi)x  +  (a^ix^  +  «22^'  +  «23)2/  + 

+  («31^'  +  «82/  +  «33)  =  ^' 
worin  x,  y    nicht,  wie  bisher,  die  Coordinaten  eines  Punkts  der 
Cnrve,  sondern  allgemein  eines  beliebigen  Punkts  der  Ebene  sind, 
stellt   die   Polare   (siehe   §  2)   des  Punkts  x',  y    (des  Pols)    in 
Bezug  auf  die  Curve  dar. 

Damit  zwei  Punkte  (x,  y),  (x',  y')  conjfugirt  seien  (§  2),  muss 

a^^xx    +  a^^{xy'  +  xy")  +  a^^yy'  +  a^^i^J  +  x") 

+  «23(/  +  V')  +  «38  =  ö   ^^' 

Der  Pol  der  Geraden 

\x  '\-  \iy  -\-  V  ^=^  ^ 
hat  zu  Coordinaten: 

^  ^  Ai^  +  A8^  +  A^^v  ,  ^  ^8^  +  ^8?^  +  ^8^ . 

A«^  +  As/' +  As*''  As^  +  A8f*  + As^* 


§  3.  Durchmesser  und  Mittelpunkt.  85 

Zu  jeder  Geraden  gehört  hez.  eines  Kegelschnitts  nur  ein  Fol; 
eme  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  der  Kegelschnitt  in  ein 
Geradenpaar  ausartet,  also  Ä  =^  0  ist.  In  diesem  Fall  haben 
alle  durah  den  Schnittpunkt  des  Geradenpaares  gehenden  Geraden 
unendlidi  viele  Pole,  welche  ebenfalls  eine  dmrch  den  Schnittpunkt 
gehende  Gerade  erfüllen;  die  Polare  des  Schnittpunkts  ist  in  diesem 
Fall  unbestimmt 

Die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Gerade 

X"x  -{-  \k'y  -f-  v"  =  0 
conji^rt  sind,  lautet: 


=  0. 


0 

r 

f 
^ 

V 

r 

«n 

«12 

«18 

«21 

«22 

«28 

// 

V 

«81 

«92 

«83 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Systems  von  Sehnen,  welche 
derselben  JRicJitung  parallel  sind,  ist  eine  Gerade,  die  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  genannt  wird. 

Der  Durchmesser  ist  die  Polare  des  in  der  Bichtung  der 
von  ihm  halbirten  Sehnen  unendlich  fem  gelegenen  Punkts. 

Alle  Durdimesser  gehen  durch  einen  Punkt,  welcher  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  heisst.  Jede  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  ist  ein  Durchmesser. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Ebene. 

Die  Tangenten  in  den  Punkten,  in  tvelchen  ein  Durchmesser 
die  Curve  trifft,  sind  den  von  dem  Durchmesser  halbirten  Sehnen 
parallel. 

Wenn  der  Coordinatenanfang  in  dem  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts liegt,  so  fehlen  in  der  Gleichtmg  des  Kegelschnitts  die 
Terme  ersten  Grads  in  den  Coordinaten. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers,  welcher  die  Sehnen  halbirt, 

X  ffl 

die  parallel  zur  Geraden  —  =  —  sind,  lautet: 

y        n         ' 

(a^jw  +  a^^n)x  +  {a^^m  +  a^^n)y  -{-  {a^^m  +  a^^n)  =  0. 

Speciell  gilt  für  die  Durchmesser,  welche  die  Sehnen  halbireu, 
die  den  Coordinatenaxen  parallel  sind: 

«11^  +  «122/  +  «13  =  0, 

»21  äj  +  a^y  +  »23  =  0. 
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Bei  der  Parabel  T>iegt  der  MiitelpimM  unendlich  fern  und 
sind  daher  alle  Durchmesser  parallel. 

Die  Coordinaten  Xq,  y^  des  Mittelpunkts  eines  Kegelschnitts 
sind: 


X, 


«M«J1   —  «««18 


0  «11««—  «18*       ' 

«11  «2t  «11 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  heissen  zwei  Durchmesser 
conjugirt^  wenn  der  eine  die  dem  anderen  parallelen  Seimen 
halbirt. 

Die  unendUöh  vielen  Faare  conjugirter  Durchmesser  bilden 
eine  Involution,  deren  Doppelstrählen  die  (bei  der  Hyperbel  reellen, 
bei  der  Ellipse  imaginären)  Asymptoten  sind. 

Zwischen  den  Winkelcoefficienten*)  -,  — ?  zweier  conjugirter 
Durchmesser  besteht  die  Relation 

a^^mm'  -\-  a^^{mn'  +  w'w)  -|-  a^nn  =  0. 
Dir  Winkelcoefficient  der  Durchmesser  der  Parabel  ist 

_  "^  oder  —  ^  . 

«11  «18 

Die  Winhekoefficienten  —  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel 
sind  durch  die  Gleichung 

a^^m^  "h  2ai2wn  -{-  «a^w*  =  0     gegeben. 

Die  vereinigte  Gleichung  für  die  beiden  durch  den  Coordi- 
natenanfang  parallel  zu  den  Jisymptoten  gezogenen  Geraden  laufet: 

a^^x^ -\- 2a^^xy -{- a^^y^  =  0. 

Der  FlächeninhaU  des  aus  der  Tangente  und  den  beiden 
Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  bei  der  Hyperbel  constant. 

Bei  der  Ellipse  u/nd  der  Hyperbel  gibt  es  uMer  den  unend- 
lich vielen  Paaren  conjugirter  Durchmesser  ein  Paar,  dessen 
Durchmesser  senkrecht  aufeinander  stehen.  Diese  beiden  Durch- 
messer heissen  die  Axen  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
die  Scheitel. 


*)  Eigentlich  pflegt  man  Winkelcoefficient  einer  Geraden  das 
mit  umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Yerhältnies  zwischen  den 
Coefficienten  von  x  und  y  in  der  auf  rechtwinklige  Cartesische  Coor- 
dinaten bezogenen  Gleichung  der  Geraden  zu  nennen.  Wir  wollen 
diese  Benennung  aber  hier  auch  auf  schiefe  Coordinaten  ausdehnen. 


§  3.   Die  Axen  der  Kegelschnitte.  87 

Bei  der  Parabel  gibt  es  nur  einen  Durchmesser,  der  auf  den 
"von  itim  halbirten  Sehnen  senkrecht  steht;  auch  er  wird  Äxc 
genannt. 

Die  Äxen  sind  immei'  reell  und  sind  Symmetrieaxen  der 
Curve. 

Bei  der  Hyperbel  halbiren  die  Axen  die  Winkel  zmschen 
den  Asymptoten.  Die  eine  von  ihnen  trifft  die  Curve  in  zwei 
reellen  Funkten  und-  heisst  die  Hauptaxe  oder  die  reelle  oder 
focale  oder  auch  transversale  Axe,  die  andere  wird  die  imaginäre 
Axe  genannt. 

Die  vereinigte  Gleichung  für  die  Axen  des  Kegelschnitts 
lautet 

(«n  cos  o  —  «12)  {x  —  a-o)*  +  Ki  —  ^^  («  —  ^0)  {v  —Po)  — 

—  (a22  cos  (ö  —  ajj)  (y  —  y^y  =  0, 

worin  o  der  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  ist  und  Xq,  y^ 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  bedeuten. 

Die  Gleichung  für  die  Axe  der  Parabel  ist: 

«ii^-t-öi22/-t-  »13 i  -^— +  a„  -  2a,,  cos  «  " ^• 

Wenn  die  Coordinatenaxen  zwei  conjtigirte  Durchmesser  sind 
(specidl  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  zusammenfallen),  so  hat 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  die  Gestalt 

«1'— ^*~    ' 

die  Grössen  a^,  b^  heissen  die  Längen  der  conjugirtcn  Halb- 
messer: 

Wenn  die  Coordinatenaxen  die  Axen  des  Kegelschnitts  sind, 
so  werden  die  Grössen  %,  b^  die  Halbaxen  genannt.  Schneidet 
die  Axe  den  Kegelschnitt,  so  sind  die  Halbaxen  die  Abstände  des 
Mittelpunkts  von  den  Schnittpunkten. 

Die  Längen  der  Halbaxen  erhält  man  aus  den  Formeln 


V        Bq,'      V         Bg, 


Bq,' 
worin  Qi,  Qi  die  beiden   Wurzeln  der  Gleichung 

aji  —  ^,  a^g  —  Q  cos  OD 

«12  —  ^  cos  OD,  a^  —  q 

oder  der  Gleichung 

sinket) '  Q^  —  C  '  q  -{-  B  =  0     bezeichnen  {siehe  oben,  S.  80). 


=  0 
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Die  auf  die  AynvptoUn  bezogene  Gleichtmg  der  Hyperbel  hat 
die  Form 

xy  -r  p  =  0. 

Die  Gleichimg  der  Ellipse  oder  Hyperbel  in  Bezug  auf 
einen  Dif/rcfimesser  als  x-Axe  und  die  Tangente  in  einem  seiner 
Endpwrikte  als  y-Äxe  ist  von  dem  Typus 

ßiX^  -{-  b^y^  +  ^1^  =  ö- 

Die  Gleichung  der  Parabel  lautet  in  diesem  Fäll 

y^  ==  px. 

Die  Zahl  p  heisst  der  dem  gewählten  Durchmesser  ent- 
sprechende Parameter  \  ist  der  Durchmesser  die  Axe^  so  wird  p 
der  Hauptparameter  genannt. 

Die  Polargleichung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  in  Bezug^ 
auf  das  Centrum  als  Pol: 

^2  "«« 


+  (1  —  c*  cos«  Ö)  ' 


worin  das  positive  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  negative  für  die 
Hyperbel  gilt  u/nd  e  die  sogenannte  numerische  Excentricität 

ist  (§  5). 


§  4.    Die  hauptsächlichsten  metrischen  Eigenschaften  der 

Kegelschnitte. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Drei- 
ecks in  den  Pmkten  D,  I/;  E,  E';  F,  F'  schneidet,  so  besteht 
die  Relation: 

BD  .  BD'     CE  '  CE'     AF  •  AF'  _ 
CD  '  CD'  '  AE  '  AE'  BF-  BF'  ~  ^' 

das  Car not* sehe  Theorem,  Ge'om,  de  posit,  p.  437;  und  um- 
gekehrt,  wenn  die  Punkte  D,  D';  E,  E';  F,  F'  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  dieser  Relation  genügen,  so  liegen  sie  auf  einem 
Kegelschnitt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  zweier  con- 
jugirter  Halbmesser  constant,  bei  der  Hyperbel  dagegen  die  Diffe- 
renz der  Quadrate  zweier  conjitgirter  Halbmesser. 

Bei  der  Ellipse  sowohl  wie  bei  der  Hyperbel  ist  der  Fläcfien- 
Inhalt  des  über  zwei  conjugirten  Halbmessern  consfruirten  Paral- 
lelogramms constant. 


I 
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Bas  Bechteck  aus  den  Segmenten,  welche  zwei  conjugirte 
Durchmesser  auf  einer  festen  Tangente  vom  Beriihnmgsjpunkt 
aus  bestimmen,  ist  constant  dem  Quadrat  über  dem  der  festen 
Tangente  parallelen  Halbmesser  gleich. 

Wenn  man  ein  Parallelogramm  über  zwei  conjugirten  Halb- 
messern der  Hyperbel  construirt,  so  ist  eine  seiner  Diagonalen  eine 
Asymptote  und  die  andere  der  zweiten  Asymptote  parallel. 

Das  Bechteck  aus  den  Segmenten,  welche  eine  veränderliche 
Tangente  auf  zwei  festen  parallelen  Tangenten  von  ihren  Be- 
rührungspunkten aus  bestimmt,  ist  constant  dem  Qu^rat  über  dem 
den  festen  Tangenten  parallelen  Halbmesser  gleich. 

Das  Bechteck  aus  den  Segmenten,  welche  zwei  veränderliche 
parallele  Tangenten  von  einer  festen  Tangente  abschneiden,  ist 
dem  Quadrat  über  dem  der  festen  Tangente  parallelen  Halb- 
messer  glei^. 

Das  über  zwei  Halbmessern  constrmrte  Parallelogramm  hat 
den  gleichen  Inhalt,  wie  das  aus  den  beiden  zu  ihnen  conjugirten 
Halbmessern  gebildete  Parallelogramm. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  aus  an  den  Kegelschnitt  (Ellipse 
oder  Hyperbel)  gezogenen  Tangenten  sind  den  ihnen  parallelen 
Halbmessern  proportional. 

Das  Product  aus  den  beiden  Segmenten  einer  durch  einen 
festen  Punkt  gehenden  Secante  ist  dem  QiMdrat  des  ihr  parallelen 
Halbmessers  proportional. 

Die  Quadrate  eines  Systems  paralleler  Sehnen  sind  den  Pro- 
ducten  der  Segmente  proportional,  die  von  den  Sehnen  auf  dem 
ihrer  Bichtung  conjugirten  Durchmesser  bestimmt  werden. 

Die  Producte  der  Segmente,  welche  eine  Gerade,  die  einer 
Asymptote  der  Hyperbel  parallel  ist,  oder  ein  Durchmesser  der 
Parabel  auf  einem  System  paralleler  Sehnen  bestimmt,  sind  den 
Segmenten  proportional,  welche  die  Sehnen  von  dieser  Geraden 
abschneiden. 

Das  Produkt  der  Segmente,  welche  von  einer  beliebigen  Tangente 
an  eine  Hyperbel  auf  den  beiden  Asymptoten,  vem  ihrem  Schnitt- 
punkt an  gerechnet,  bestimmt  werden,  hat  einen  constanten  Werth. 

Der  Flächeninhalt  des  von  einer  Tangente  an  die  Hyperbel 
und  von  den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  constant. 

Der  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Theil  einer  Tangente 
an  die  Hyperbel  wird  von  dem  Berührungspunkt  halbirt. 

Die  beiden  Segmente,  welche  eine  Hyperbel  und  ihre  Asym- 
ptoten von  einer  Transversalen  abschneiden,  haben  denselben 
Mittelpunkt. 
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Wm/ri  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  hat  das  Froduct  der  Abstände  eines  beliebigen  JPunkis  der 
Cvi/rve  von  zwei  Gegenseiten  ein  constantes  Verhältmss  zu  dem 
Froduct  der  Abstände  desselben  Pwnkts  von  den  beiden  anderen 
Gegenseiten,     Das  Fappus'sche  Theorem. 

Wird  ein  Vierseit  einem  Kegelschnitt  anschrieben,  so  hat  das 
Froduct  der  Abstände  einer  beliebigen  Tangente  von  zwei  Gegen- 
ecken  ein  constantes  Yerhaltniss  zu  dem  Froduct  der  Abstände 
derselben  Tangente  von  den  beiden  anderen  Ecken. 

Wenn  m^n  um  zwei  feste  Funkte  einer  Hyperbel  zwei 
Strahlen  rotiren  lässt,  die  sich  beständig  auf  der  Curve  schneiden^ 
so  hat  das  von  diesen  Strahlen  auf  einer  Asymptote  abgeschnittene 
Segment  immer  dieselbe  Länge. 

Eine  der  Diagonalen  des  Farallelogramms,  von  welchem  zwei 
Gegenecken  auf  der  Hyperbel  liegen  und  dessen  Seiten  den  Asym- 
ptoten parallel  sind,  geht  stets  durch  den  Mittelpunkt. 

Bei  der  Farabel  ist  die  Subnormale,  d.  h.  der  Abstand  des 
Fusspunkts  des  von  einem  Funkt  der  Farabel  auf  die  Axe  gefällten 
Lothes  von  dem  Durchschnittspunkt  der  Normalen  mit  der  Axe  (vergl. 
Kap.  16,  §1),  constant  und  dem  halben  Hauptparameier  gleich. 

Der  Flächeninhalt  des  von  drei  Tangenten  an  die  Farabel 
gebildeten  Dreiecks  ist  die  Hälfte  des  Inhalts  des  von  den  Be- 
rührungspunkten der  Tangenten  gebildeten  Dreiecks. 

Der  Schnittpunkt  der  Höhen  eines  jeden  in  eine  gleichseitige 
Hyperbel  eingeschriebenen  Dreiecks  liegt  auf  der  Curve. 

Bei  jedem  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  eingeschriebenen 
rechtwinkligen  Dreieck  steht  die  Tangente  in  dem  Scheitel  des 
rechten  Winkels  senkrecht  auf  der  Hypotenuse. 

Der  Kreis,  welcher  einem  in  Bezug  auf  eine  gleichseiüge 
Hyperbel  cönjugirten  Dreieck  eingeschrieben  ist,  geht  durch  den 
Mittelpunkt  der  Curve. 

§  5.   Focale  Eigenschaften  der  Eegelsohnitte. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  vier  (reelle  oder  imaginäre)  Funkte 
von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  durch  jeden  von  ihnen  gehende 
Faare  von  conjugirten  Geraden  Faare  von  aufeinander  senk- 
rechten Geraden  sind.  Diese  Punkte  werden  Brennpimkte  ge- 
nannt. 

Bei    der   ElUpse  wnd   der   Hyperbel   existiren   zwei   reelle 
Brennpimkte  in  endlicher  Entfernung,  die  auf  der  einen  Axe  sym-' 
metrisch   zum  Mittelpunkt   liegen   und  sich  innerhalb  der  Curve 
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befinden,  so  dass  die  von  Urnen  nach  der  Curve  gezogenen  Tom- 
genten  imaginär  sind. 

Bei  der  Parabel  gibt  es  nur  einen  einzigen  reellen  in  end- 
licher Entfemimg  auf  der  Äxe  und  innerhalb  der  Curve  gelegenen 
Brennpunkt 

Die  Axe,  auf  welcher  die  reellen  Brennpunkte  liegen,  heisst 
die  Hauptaxe,  auch  Brennpunktsaxe, 

Bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Halbaxen  der  Ellipse  oder 
Hyperbel,  so  liegen  die  reellen  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  ihrer 

grossen  Äxe  in  dem  Abstand  +  Y^^  —  /5*   vom    Centrum    und 

die  der  Hyperbel  in  dem  Abstand  +  |/a^  -|-  ß^  vom  Centrum  auf 
derjenigen  der  beiden  Axen,  welche  die  Curve  in  reellen  Punkten  trifft. 

Directrix  heisst  die  Polare  eines  Brennpunkts. 

Bei  der  EJMpse  und  Hyperbel  gibt  es  zwei  Directricen, 
die  redl  sind,  und  senkrecht  auf  der  Brennpunktsaxe  stehen;  bei 
der  Parabel  dagegen  nur  eine  reelle,  die  ebenfalls  senkrecht  zur 
Hauptaxe  ist. 

Die  Gleichung  der  Directrix  erhält  man  durch  Substitution 
der  Coordinaten  eines  Brennpunkts  in  die  Gleichung  der  Polaren. 

Das  Verhältniss  der  Abstände  eines  Curvenpunkts  vom  Brenn- 
punkt u/nd  von  der  entsprechenden  Directrix  ist  constant.  Es 
heisst  die  numerische  Excentricität  und  hat  für  die  Ellipse 
den   Werth 

~ ^,  für  d%e  Hyperbel   -  —  ^— ^i 

CK  CC 

worin  a  und  ß,  wie  oben,  die  Halbaxen  der  beiden  Curven  sind. 

Für  die  EUipse  ist  die  Excentricität  kleiner,  für  die  Parabel 
gleich  und  für  die  Hyperbel  grösser  als  1.  Die  Punkte  der 
Parabel  liegen  also  gleich  weit  von  dem  BrennpunJ^t  und  der 
Directrix  entfernt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Swmme,  bei  der  Hyperbel  dagegen 
die  Differenz  der  Strahlen  constant,  die  von  einem  Punkt  der 
Curve  nach  den  beiden  reellen  Brennpunkten  gezogen  werden. 

Das  Produdi  der  Abstände  der  beiden  Brermpwnkte  von  einer 
Tangente  an  die  Curve  ist  constant. 

Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkt  der  Curie 
hälbiren  die  Winkel  der  beiden  Brennstrahlen. 

Bei  der  Parabel  hälbiren  die  Tangente  und  die  Normale  in 
einem  Punkt  die  Winkel  zwischen  dem  Brennstrahl  (Badius  vector) 
und  dem  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  gehenden  Durch- 
messer. 
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Die  beiden  reellen  Brennpunkte  der  Ellipse  liegen  auf  der 
grossen  Äxe;  der  Abstand  eines  jeden  von  ihnen  vom  JMittelpimkt 
ist  die  eine  Kathete  eines  rechtmnkUgen  Dreiecks,  dessen  andere 
Kathete  die  kleine  Halbaxe  und  dessen  Hypotenuse  die  grosse 
Halbaxe  ist. 

Bei  der  Hyperbel  ist  der  Abstand  eines  BrennpmMs  vom 
Centrum  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
die  Halbaxen  si/nd. 

Eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  die  durch  denselben  Funkt 
gehen  u/nd  dieselben  Brennpu/nkte  haben,  schneiden  sich  rechtwinklig. 

Die  Normale  zum  Kegelschnitt  zerlegt  den  Abstand  zwischen 
den  Brermpu/nMen  in  Theile,  die  den  Brennstrahlen  proportio- 
nal sind. 

Der  zu  einer  Sehne  gehörige  Winkel,  dessen  Scheitel  im 
Brennpunkt  liegt,  wird  von  der  Geraden  halbirt,  tvelche  den 
Brennpunkt  mit  dem  Pol  der  Sehne  verbindet. 

Die  Verbindimgsgerade  des  Brennpunkts  mit  dem  Pol  einer 
durch  diesen  Brennpunkt  gehenden  Sehne  steht  senkrecht  auf  der  Sehne. 

Der  Winkel,  welcher  dem  zwischen  zwei  festen  Tangenten 
enthaltenen  Theil  einer  veränderlichen  Tangente  am  ■  Brennpimkt 
gegenüberliegt,  ist  constant. 

Das  Eechteck  aus  den  Segmenten  einer  Bren/npunktssefme 
hat  stets  dasselbe  constcmte  Yerhältniss  zur  ganzen  Sehne. 

Die  Summe  zweier  Brennpunktssehnen,  welche  zwei  conjugirten 
Durchmessern  parallel  sind,  ist  constant. 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  zweier  orthogonaler  Brenn- 
punktssehnen  ist  constant 

Der  Abstand  eines  Punkts  der  Hyperbel  vom  Brennpunkt 
ist  der  von  diesem  Punkt  parallel  zu  der  Asymptote  gezogenen 
und  von  der  Directrix  begrenzten  Geraden  gleich. 

Bei  der  Parabel  haben  der  Schnittpunkt  einer  Tangente  mit 
der  Hauptaxe  u/nd  der  Berührungspunkt  gleichen  Abstand  vom 
Brennpunkt. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  ist  bei  der  Parabel 
dem  halben  Winkel  zwischen  den  beiden  nach  den  Berührungs- 
punkten gezogenen  Brennstrahlen  gleich. 

Bei  der  Parabel  geht  der  Kreis,  welcher  dem  aus  drei  Tan- 
genten gebildeten  Dreieck  umschrieben  wird,  durch  den  Brennpunkt. 

Die  drei  Hohen  des  aus  drei  Tangenten  gebildeten  Dreiecks 
schneiden  sich  bei  der  Parabel  auf  der  Directrix. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  der  Directrix  nach  der  Parabel 
gezogenen  Tangenten  stehen  senkrecht  aufeinander. 
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Bei  der  Parabel  ist  der  Parameter  eines  beliebigen  Durch- 
messers (vergl.  §  3)  dem  vierfachen  Abstand  des  Endpmikts  des 
Durchmessers  vom  Brernipu/nkt  gleich. 

Die  Polargleichum^g  der  Ellipse  oder  Hyperbel  lautet,  wenn 
man  einen  der  Brmnpwnkte  als  Pol  wählt: 

=  ^— 1— 
"        a    1  -{-  e  cos  0  ' 

worin  a,b  die  JSalbaxen  wnd  e  die  numerische  Excentricität  (vergl. 
S.  91)  bedeuten. 

Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  für  den  BrennpunJd  als  Pol 

^         1  —  cos  ö  ' 
worin  unter  p  der  Hauptparameter  der  Parabel  verstanden  wird. 

Wenn  -j  +  o^  =  ^  ^***  Kegelschnitt  (Ellipse  oder  Hyperbel) 
d  o 

ist,  so  stellt  die  Gletchung 

*'  +  y'  =1 


a^—X-^b' 

in  welcher  X  ein  beliebiger  Parameter  ist,  einen  zu  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  confocalen  (homofocoHen)  Kegelschnitt  dar,  d.  h.  einen 
Kegelschnitt  mit  denselben  beiden  reellen  Brmnpu/nkten, 


Die  Kegelschnitte,  als  Schnitte  eines  Kreiskegels  mit  einer 
Ebene,  haben  schon  die  alten  Griechen,  Apollonius,  Pappus 
etc.  zum  Gegenstand  ihrer  Forschungen  gemacht  und  fast  alle 
Haupteigenschaften  der  Brennpunkte,  Asymptoten,  conjugirten 
Durchmesser  etc.  aufgefunden. 

Weitere  Studien  über  die  Kegelschnitte  verdankt  man  Desar- 
gues,  B.  Pascal,  Delahire,  Newton,  Maclaurin  und  anderen 
Mathematikern  des  17.  und  18.  Jahrhunderts;  von  Desargues 
und  Delahire  rührt  z.  B.  die  systematische  Einführung  der 
Theorie  der  Pole  imd  Polaren  her,  von  Blaise  Pascal  die 
Entdeckung  jenes  berühmten  Theorems  (siehe  §  2),  das  von  so 
grosser  Bedeutung  für  die  projective  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte geworden  ist. 

Durch  die  Coordinatenmethode,  die  Cartesius  in  seiner  Geo- 
metrie 1637  einführte,  wurde  man  in  den  Stand  gesetzt,  diese 
Curven  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  zu  studiren,  und  durch  ana- 
lytische Formeln  die  Eigenschaften  nachzuweisen,  die  man  bisher 
auf  synthetischem  Weg  bewiesen  hatte. 
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Wir  haben  schon  am  Ende  des  ersten  Kapitels  verschiedene 
Lehrbücher  über  die  Kegelschnitte,  welche  der  einen  oder  der 
anderen  Methode  folgen,  citirt;  wir  führen  hier  noch  an:  den 
ersten  Band  der  Vorlesu/ngen  über  Geometrie  von  Gl  ab  seh, 
herausgeg.  v.  Lindemann,  Leipzig,  1875  und  Steiner,  Vor- 
lesungen über  synthetische  Geometrie,  1.  Tbl.  bearb.  v^  Geiser, 
3.  Aufl.,  Leipzig,  1887,  2.  Tbl.  bearb.  v.  Schroeter,  3.  Aufl., 
ib.  1898.  Eingehende  historische  Nachweise  findet  man  in  dem 
Äpergu  historigue  etc.  2.  ed.,  Paris  1875  von  Chasles. 

Gundelfinger,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
1895  behandelt  die  Kegelschnitte  in  homogenen  Coordinaten. 

« 

§  6.    KegelsclmittbüsolieL 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Pu/nkten  und  haben  vier  Tangenten  gemeinschafüick. 

Wenn  f=0,  f  =  0  die  Gleichvmgen  der  beiden  Kegelr 
schnitte  in  Funkt-  oder  Geradencoordinaten  sind,  so  stellt  die 
Gleichung 

f^Xf  =  0, 

in  welcher  X  ein  beliebiger  constanter  Parameter  ist,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  welcher  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  ge- 
gebenen geht  oder  bez.  die  vier  den  beiden  gegebenen  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlichen  Tangenten  berührt. 

Wir  wollen  alle  durch  die  Gleichung  f  -^  Xf  =  0  dar- 
gestellten Kegelschnitte  ein  Büschel  nennen,  wenn  f=0,  f  =  0 
Gleichimgen  in  Punktcoordinaten,  und  eine  Schar,  wenn  f=0, 
f  =  0  Gleichungen  in  Tangentencoordinaten  sind. 

Die  vier  Schnittpimkte  der  beiden  Kegelschnitte  kann  man 
JBasispunkte  des  Büschels  nennen. 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  gibt  es  drei,  tvdche 
in  zwei  Gerade  zerfallen,  umter  den  Kegelschnitten  der  Schar  da- 
gegen drei,  die  sich  auf  ein  Punktepaar  reduciren. 

Das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks,  welches  zu 
Ecken  die  vier  Basispunkte  des  Büschels  hat,  ist  ein  sich  selbst 
in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirtes  Dreieck, 

Dtdrch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  des 
Büschels  und  jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  einem  Kegelschnitt 
der  Schar  berührt. 

Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  zwei  Kegelschnitten  des 
Büschels  berührt  tmd  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  zwei 
Kegelschnitte  der  Schar. 
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Die  SchniUpmikte  der  Kegelschnitte  e'mes  Büschels  mit  einer 
Geraden  bilden  auf  dieser  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte 
die  Berühru/ngspmikte  derjenigen  beiden  Kegelschnitte  des  Büschels 
sind,  welche  die  Gerade  berühren.  Der  correla;tive  Satz  gut  für 
die  Schar. 

Der  Ort  der  Gentren  der  Kegelschnitte ,  des  Büschels  ist  ein 
Kegelschnitt,  der  durch  die  6  Mittelpu/nkte  der  Seiten  des  aus 
den  4  Basisptmkten  des  Büschels  gebildeten  Vierecks  und  durch 
die  drei  Dia^onälecken  geht  (der  Neunpunktekegdschnitt ,  vergl. 
S.  70,  71).  Liegen  die  4  Basispwnkte  auf  einem  Kreis,  so  ist 
der  Neimpunktekegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Wenn 

f=^(^ik^i^k'   («<*  =  »*<)» 

r=  2hk^i^k^  (pik  =  K) 

ist,  so  hat  die  Discriminante  (vergl.  §  3)  eines  Kegelschnitts  des 
Bäschds  f  —  Xf  =  0  die  Gestalt: 


AW  = 


Hat  die  Gleichu/ng  5*®^  Grads  A(a)  =  0  eine  Doppd- 
tcurzd,  so  fallen  zwei  der  BasispumMe  des  Büschels  zusammen; 
das  Büschel  besteht  demnach  aus  Kegelschnitten,  die  sich  in  einem 
Punkt  berühren. 

Wenn  A(il)  =^  0  eine  Doppehmrzd  hat  und  alle  Minoren 
^'  Ordnung  der  Determinante  A  für  diesen  Werih  von  X  ver- 
schwinden, so  berühren  sich  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  und 
miMn  auch  die  beiden  gegebenen  in  zwei  Pirnkteri;  die  Ver- 
bindimgsgerade  dieser  beiden  Punkte  heisst  die  Doppelgerade  des 
Büschels. 

In  diesem  Fall  gibt  es  unendlich  viele  sich  selbst  in  Bezug 
auf  alle  Kegdschnitte  des  Büschels  conjugirte  Dreiecke;  alle  diese 
Dreiecke  haben  eine  Seite,  nämlich  die  Doppelgerade,  gemein- 
schafäich. 

Wenn  die  sämmüichen  drei  Wurzeln  von  A(>L)  =  0  ein- 
ander gleich  sind,  ohne  dass  für  diese  Wurzel  die  Unter deter- 
minanten  ä^  Ordnung  von  A  verschwinden,  so  haben  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  einem  Funkt  eine  Berührung  2^^  Ord- 
nung (d.h.  eine  dreipunktige  Berührung)  und  ausserdem  noch 
einen  anderen  Punkt  gemeinschaftlich.   In  diesem  Fäll  gibt  es  nicht 


«11      ^^1' 

«12           ^  ^12  ' 

«18           ^^3 

«21           ^  ^21 ' 

^22           ^  ^22 ' 

«23           ^  ^28 

«31           ^^81' 

«32           ^^82' 

«38           ^  ^83 
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mehr  ein  gemeinsames  sich  selbst  conjugirtes  Breieck  im  eigent- 
lichen Sinn. 

Sind  schliesslich  alle  Wurzeln  von  A(A)  =  0  einander  gleich 
und  verschwinden  gleichzeitig  für  diesen  Werth  von  X  die  Unter- 
determinanten 2^^  Ordnung  von  A,  so  findet  zwischen  den  beiden 
Kegelschnitten  und  mithin  auch  zwischen  den  Kegelschnitten  des 
Büschels  in  einem  Fu/nkt  eine  Berührung  5*®'  Ordnung  statt,  d.  h. 
die  vier  Schnittpunkte  vereinigen  sich  in  einen  einzigen. 

In  Bezug  auf  das  System  zweier  Kegelschnitte  sind  die 
sogenannten  Poncelet'schen  Theoreme  über  die  dem  einen 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  und  dem  anderen  umschriebenen 
Polygone  von  Interesse: 

Man  ziehe  von  einem  Punkt  A  des  ersten  Kegelschnitts 
aus  eiue  Tangente  an  den  zweiten  Kegelschnitt  und  verlängere 
sie,  bis  sie  den  ersten  Kegelschnitt  zum  zweiten  Mal  in  dem 
Punkt  B  triflFfc;  von  B  aus  lege  Inan  wieder  eine  Tangente  an 
den  zweiten  Kegelschnitt  bis  zu  ihrem  Schnitt  C  mit  dem 
ersten  und  fahre  so  fort.  Wenn  man  nach  n  solchen  Opera- 
tionen wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  A  zurückkehrt,  so  ist 
offenbar  ein  geschlossenes  Polygon  von  n  Seiten  entstanden, 
welches  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  dem  zweiten 
umschrieben  ist. 

Nun  besteht  der  bemerkenswerthe   Satz   (von  Poncelet): 
Wenn    man,    von    einem    Punkt   A    ausgebend,    ein    ge- 
schlossenes Polygon  bilden  kann,  so  lässt  sich  immer  von  jedem 
beliebigen   anderen  Pu/nkt   des   ersten   Kegelschnitts   aus   ein  ge- 
schlossenes Polygon  herstellen. 

Wenn  n  ei/ne  gerade  Zahl  u/nd  A  einer  der  Basispunkte 
des  Büschels  der  beiden  Kegelschnitte  ist,  so  trifft  man  bei  Atis- 
führu^  der  beschriebenen  Operation  nothwendiger  Weise  nodi 
einen  anderen  Basispunkt '^  ist  dagegen  n  u/ngerade,  so  trifft  mcm, 
von  dem  Basispunkt  A  des  Büschels  ausgehend,  auf  dem  ersten 
Kegelschnitt  den  Berührungspunkt  einer  der  beiden  Kegelschnitten 
gemeinsamen  Tangenten, 

Daraus  folgt  dann  speciell: 

Damit  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriebenes  und  dem 
zweiten  umschriebenes  Breieck  existire,  ist  nothwendig  u/nd  hin- 
reichend, dass  die  in  einem  Basispunkt  des  Büschels  an  den 
zweiten  Kegelschnitt  gelegte  Tangente  und  eine  der  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinsamen  Tangenten  sich  auf  dem  ersten  Kegelschnitt 
treffen. 
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SoU  em  dem  erstim  KeffdsckniU  emgesekrielmies  tmd  dem 
zweiten  umscJiriebenes  Vierseit  eodstiren,  so  ist  niühig  tmd  aus- 
räickmd,  dass  die  m  einem  Basi^^müct  des  Büschds  an  den 
Mumtm  KegdsohmU  gdegte  Tangente  und  ane  andere  d>en  sMie 
Tangente  sieh  m  einem  Jhmht  des  ersten  Kegd&ehnitts  ddmeiden, 

Ihe  Theorie  der  sogenaimten  .Bonodefschen  Fol^gone  wurde 
von  Poncelet,  Jhropr,  proi^eot.  des  figures,  1822  eingeflÜirt; 
4^äter  mackte  Jacobi,  €reUe  3,  eine  sehr  elegmnte  und  wertb- 
YoUe  Anwendung  der  Ldire  von  den  eiU^püseken  FtmlcUonen  auf  sie; 
in  diesem  Sinn  beschäftigten  sich  mit  ihr  auch  Bichelot,  Crelle,  5 
und  36,  Bosanes  und  Pasch,  Crdle^  64  etc.;  siehe  auch 
Halphen,  Fönet,  ellipt,  Bd.  2,  p.  367,  Paris  1888. 


§  7.    Pie    .geiOiiii»tisiBOh.e    Intair^etation    d^   iaTariantexi 
Bildungen  des  Systems  euotor  oder  «weier  quaAratisoher 

temärer  Porm^^a. 

Das  Tolle  System  einer  quadratischen  temaren  Form  und 
das  zweier  solcher  Formen  ist  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16  mit- 
getheüt  worden. 

Hier  wollen  wir  die  geon^etrischen  Interpretationen  dieser 
lavaiianten  und  Govarianten  angeben  und  benutzen  dabei  die 
dort  gebrauchten  Bezeichnungen. 

Ikis  ß^fsiem  eines  einsäen  Kegdsöhnitts  hat  keine  abs(Awten 
Invarianten'^)  tmd  dieser  Satz  bedeutet  geometrisch,  dass  jeder 
Kegelschnitt  durch  Transformation  sich  in  jeden  anderen  ver- 
wandeln lässt. 

Wenn  f,  f  die  beiden  KegdschniMe  sind,  so  ist  das  Ftoduct 
der  vier  JSchnittfmnkte  von  f  und  f  durch 

FF'— JF?2  =  0 

gegeben  und  corrdativ  das  Froduct  der  vier  den  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschafiUchen  Tangenten  durdi 

f.f—(Pl,  =  0. 

Die  Gleichung  0^^  *=  0  stdU  den  Ort  der  Bunk^  dar,  durch 
die  zwei  Paare  von  Ta/ngenten  an  f  und  f  gehen,  welche  ein 
harmonisches  System  bilden;  dtial  ist  F^g  =  0  die  Enveloppe  dei' 


*)  Zwischen  dieser  Behauptung  und  derjenigen  in  §  3  besteht 
kein  Widerspruch;  siehe  die  Fusanote  zu  §  8,  S.  81. 


Pascal,  Bepertorium.  ü. 
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Geraden,   weldie  die  beiden  Kegelschnitte   in  vier  harmonischen 
PunMen  schneiden. 

Wenn  A^22  ^^  ^  ^^^'  ^^  9^^^  ^^  ^**^  einfach  unendliche  AnzaM 
(sich  seihst  conjugirter)  Folardreiecke  in  Beztig  auf  f,  welche  dem 
Kegelschnitt  f  wmschrieben,  und  u/nendlich  viele  Polardreiecke  in 
Bezug  auf  f,  die  f  eingeschrieben  sind.  Die  analoge  Eigenschaft 
besteht  für  A^^^  =  0.  lieber  Dreiecke  dieser  Art  siehe:  Smith, 
Froc,  Lond,  math,  Soc,  2,  p.  94;  Eosanes,  Math.  Ann.,  6; 
Darboux,  BuU.  des  sdences  maih.,  1,  p.  348. 

Die  Gleichung  N  =  0  stellt,  auf  die  Coordinaten  u  bezogen, 
den  ScJinittpunlct  der  Polaren  des  Punktes  (x)  in  Bezug  auf  die 
beiden  Kegelschnitte  dar. 

B^  =  0  ist,  auf  die  Coordinaten  x  bezogen,  die  Gldc^'wng 
einer  Geraden,  auf  welcher  alle  Pimkte  liegen,  deren  Polaren  bez. 
des  Kegelschnitts  f  der  Geraden  u  in  Bezu^  auf  den  Kegel- 
schnitt  f  harmonisch  conjugirt  sind. 

Die  Gleichimg  D  =  0  stellt  die  drei  Seiten  des  f  wnd  f 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks  dar  wnd  A  =  0  die  drei  Ecken 
dieses  Dreiecks. 

Alle  covarianten  Kegelschnitte  von  f  wnd  f  (z.  B.  (P^  =  ö) 
haben  dasselbe  Polardreieck  D  =  0  oder  A  =  0  gemevnsdiaftUcfi, 

Wenn  die  Invarianten  A^^^  ^^^  -^122  gleichzeitig  verschwinden, 
so  ist  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Sc^nittpu/nkte  der 
beiden  Kegelschnitte  auf  jedem  der  beiden  äquianharmonisdh. 

Die  Bedingung,  u/nter  welcher  zwischen  den  beiden  Kegel- 
schnitten eine  einfache  BerüJinmg  stattfindet,  ist 

4  (^111^122  —^112)  (^112-^222— ^122)  —  (^111-^222  —^112-^122)^  =  0. 

Soll  zwisdien  den  zwei  Kegelschnitten  in  einem  Pmiki  einb 
Beführimg  2^^  Ordnu/ng  stattfinden,  sollen  diso  drei  Schnit^ptmkte 
dort  vereinigt  sein,  so  muss 

•^112  -^182  -^222 

Das  System  zweier  Kegelschnitte,  hat  zwei  absolute  Invarianten. 
Zu   solchen   kann   man   als  die  einfachsten,  wie  schon  in 
Bd.  1,  p.  335  gesagt  wurde, 

1  A        Ä        ' 

A^  =  -. — ^j—    wählen. 

-^112-^222 
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Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Bas  anliarmonische  VerMltniss  a  der  Geraden,  welche  einen 
PtmJct  von  f  mit  den  vier  SchnittpunJcten  von  f  und  f  verbinden, 
ist  durch  die  Formel 

(1  +  «)«  (2  —  «)«  (1  —  2a)*         (3^1^,  —  2^1«^  —  1)» 

gegeben  u/nd  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Strahlen, 
welche  einen  PimJct  von  f  mit  den  vier  Schnittpunkten  verbinden, 
durch  eine  analoge  Formel. 

Literaturangaben  in  Bezug  auf  das  System  zweier  oder 
mehrerer  Kegelschnitte  findet  man  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16. 


?• 


Kapitel  IV. 
Die  Flfichen  2^^  Ordwu^. 

§  1.   Die  projeotive  Erzeug^ong  der  Flächen  2^'  Ordnung. 

Polarität. 

Denken  wir  uns  zwei  Bündel,  welche  verschiedene  Träger 
S,8'  haben,  und  correlativ  sind  (vergl.  Kap.  1,  §  3);  jedem 
Strahl  des  einen  entspricht  eine  Ebene  des  zweiten  und  um- 
gekehrt, und  wenn  sich  der  erste  Strahl  in  einer  Ebene  bewegt, 
so  dreht  sich  die  entsprechende  Ebene  um  eine  Gerade.  Die 
Schnittpunkte  der  Strahlen  eines  jeden  Bündels  mit  den  ent- 
sprechenden Ebenen  des  anderen  bilden  denselben  Ort  und  dieser 
Ort  ist  eine  sogenannte  Fläche  2^^  Ordnung. 

Es  seien  zwei  ebene  correlative,  nicht  conlocale  Systeme 
gegeben.  Die  Ebenen,  welche  die  Punkte  des  einen  mit  den 
entsprechenden  Geraden  des  andern  verbinden,  hüllen  dieselbe 
Fläche  ein  und  diese  ist  wieder  eine  Fläche  2^^  Ordmrng, 

Diese  projective  Erzeugung  der  Flächen  2*®'  Ordnung  wird 
von  Seydewitz,  Grimerfs  Ärch.,  9,  1847  und  Steiner,  Werke, 
1,  p.  325  behandelt.  Siehe  auch  Salmon- Fiedler,  Änäl. 
Geom.  d.  Baum.,  1,  p.  333. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende: 

Die  Fläche  2*®'  Ordnung  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  einer 
involutorischen  Raumdualität,  d.  h.  einer  Baumpolarität. 

Oder  auch: 

Die  Fläche  2*®'  Ordnung  ist  die  Enveloppe  der  Doppel- 
ebenen einer  Baumpolarität. 

Zwei  heliehige  Punkte  der  Fläche  2^^  Ordnung  sind  die 
Mittelpunkte  zweier  redproker  Bündel,  durch  welche  sicJi  die 
Fläche  erzeugen  lässt,  u/nd  zwei  heliehige  Berühnmgsehenen  an 
die  Fläche  2^^  Ordmrng  sind  die  Träger  zweier  redproker  ebener 
Systeme,  die  zur  Erzeugimg  der  Fläche  dienen  können. 


i 

j 
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Eine  wülJcürlidie  Gerade  des  Raums,  lüdehe  tmht  voUständig 
in  der  Fläche  2^^  Ordmmg  liegi,  tr^  sie  in  höakskns  zwei 
Bwnkten,  und  durcli  eme  Gerade  des  Hcmms,  die  nicht  m  der 
Fläche  gi^k^en  ist,  g^en  höchstens  zwei  Berüimmgs^enen  an  die 
Fläeke  Tkihef^  sagt  man,  die  Fläche  sei  2^  Ordnung  und  2^^ 
Classe. 

Wenn  durdt  einen  Punkt  der  Flädte  «wti  versdtMkne  oder 
zusammenfallende  Gerade  det^  Fläche  gehen  oder  cmtk  keine,  so 
gM  dassdhe  auck  für  jeden  cmderen  Funkt  der  FMdie. 

Wenn  ea  in  einer  BeriUwungsebene  an  die  Fläche  2^  Ord- 
nung zum  Gerade  oder  eine  Gerade  oder  keine  gibt,  die  der  Fläche 
sdbst  angehört;  sa  gut  dassdhe  auch  für  jede  andere  Berührungs^ 
eoene. 

Jede  JEbene  sdineidet  die  Fläche  längs  emes  Kegelschnitts. 
Mne  Ebene,,  wekhe  die  Fläche  herUhrt,  sdineidet  sie  entweder 
in  zwei  reellen  Geraden,  die  verschieden  sind,  oder  zusammen^ 
fcdten,.  eder  in.  zwei  imaginären  Geraden, 

Je  nachdem  durch  jeden  Punkt  der  Flache  ^*®'  Ordnung 
zurei  reelle  der  Fläche  angehörige  Gerade  oder  eine  einzige  reelle 
Gerade  oder  zwei  imaginSre  Gerade  gehen,  heisst  sie  eine 
Eegdflik^e  2^  Ordnung,  auch  mndschiefe  oder  Fläche  ^'  Ord- 
mmg mit  hyperloüsdten  Pfmkten  genannt,  ein  Kegd  2^  Ordnung, 
dör  auidi  Fläche  2^  Ordmmg  mit  parahöHscken  Funkten  heisst, 
oder  eine  FMche  2^  Ordmmg  mit  cMi^tischen  Punkten. 

Wenn  die  Regelfläche  2**"  Ordnung  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  in  dem  System  zweier  Geraden  geschnitten  (von  der  un- 
endlich fernen  Ehene  berührt)  wird^  so  ist  sie  ein  hyperbolisches 
Paraboloid;  wird  sie  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  von  ihr 
geschnitten,,  so  ist  sie  ein  einfaches  oder  dnschcdiges  Hyperboloid 
(mit  einer  Mantelfläche). 

Die  Begelfiädien  2*^^  Ordmmg  enthalien  zwei  Sgsteme  reeller 
Geraden;  die  Geraden  des  einen  Systems  werden  von  denen  des 
anderen  in  projectivm  Funktrdken  gesehmtten.  Daraua  ergibt  sich 
die  Erzeugung  dieser  Flächen  2*®'  Ordnung  mittelst  zweier  nicht 
in  derselben  Ebene  liegender  projectiver  Pimktreihen. 

I>a&  hyperbolia^  FmaboloiA  ist  der  Ovt  de»  Geraden, 
wdfäke  die  FiMore  siejk  entsprechender  Fmücte  in  zmei  ähnMchen, 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Fimikkeiben  mrbmden^ 

Ik»  Hyperbolisd^e'  FaraMoid  ist  auf  zwei  verschiedene 
Arten  der  Ort  emer  €feraden,  wddie,  sidk  so  bewegt,  dass  sie 
auf  zwei  festen  imht  in  derselben  Ebene  gelegenen  Gerann  gMtet 
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und  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt,  welche  die  Directrix  (die 
Leitebene)  der  Fläche  genannt  wird. 

Es  gibt  zwei  solche  Leitebenen. 

Das  einschalige  Hyperboloid  ist  der  Ort  einer  Geraden,  die 
Mch  so  bewegt,  dass  sie  auf  drei  festen  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  gleitet,  die  nicht  derselben  Ebene  parallel  sind. 

AehnHch  miterscheideji  sich  die  Flächen  .  2*®'  Ordnung 
mit  elliptischen  Punkten  nach  der  Art,  wie  sie  von  der  unend- 
lich fernen  Ebene  des  Eaums  geschnitten  werden.  Sie  können 
von  dieser  Ebene  in  einem  reellen  Kegelschnitt  geschnitten  werden, 
alsdann  ergibt  sich  das  zweifache  oder  zweischälige  Hyperboloid 
(mit  zwei  Mantelflächen),  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt, 
in  diesem  Fall  erhält  man  das  Ellipsoid;  werden  sie  schliesslich 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt,  d.  h.  in  einem  in  zwei 
Gerade  degenerirten  Kegelschnitt  getroffen,  so  hat  man  das 
elliptische  Faraboloid. 

Die  Geraden  eines  Kegels  2*®'  Ordnimg  heissen  Erzeugende; 
sie  gehen  sämmtlich  durch  denselben  Punkt,  der  MittelpunM  oder 
Spitze  genannt  wird.  Mit  Ausnahme  dieses  Punkts,  in  welchem 
sich  also  unendlich  viele  Gerade  der  Fläche  schneiden,  geht 
durch  jeden  der  übrigen  Punkte  der  Fläche  immer  nur  eine 
Gerade  dieser  Fläche.  Wenn  die  Spitze  unendlich  fem  liegt,  so 
ist  die  Fläche  ein  Cylinder;  der  Schnitt  des  Cylinders  mit  einer  zu 
den  Erzeugenden  senkrechten  Ebene  heisst  die  Basis  des  Cylinders. 

Die  von  einem  PtmM  P  aus  an  eine  Fläche  2^^  Ordnung 
gelegten  Berührungsebenen  sind  die  Tangentialebenen  eines  Kegels 
^*®'  Ordnung,  dessen  Spitze  in  P  liegt  und  dessen  Erzeugende 
die  Geraden  sind,  welche  P  mit  den  Berührungspu/nkten  der 
Tangentialebenen  verbinden.  Dieser  Kegel  heisst  der  Tangenten- 
oder  Berührungskegel  der  Fläche  2^^  Ordnung;  er  berüJirt  die 
Fläche  längs  einer  ebenen  Curve,  welche  mithin  ein  Kegelschnitt 
ist.  Die  Ebene  dieses  Kegelschnitts  heisst  die  Polarebene  von  P 
und  P  seinerseits  der  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Zuordnung  zwischen  Polen  und  Polarebenen  bez.  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  involutorische  Dualität.  Vergl. 
Kap.  1,  §  4. 

Die  Polar  ebene  enthält  die  Polargeräden  von  P  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte,  in  welchen  die  durch  P  gelegten  Ebenen 
die  Fläche  2^^  Ordnung  schneiden. 

Jede   durch  P  gezogene  Gerade   schneidet   die   Fläche,  2^^ 
Ordnung  in  zwei  Punkten  Q,  Q'  und  die  Polar  ebene  in  einem  Punlä. 
P'  derart,  dass  die  Gi-uppe  PP'QQ'  harmonisch  ist. 
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Wefrm  sich  P  auf  emer  Geraden  bewegt,  so  rotirt  die  Polar" 
d>me  um  eme  andere  Gerade,  und  wenn  P  sich  in  einer  Ebene 
bewegt,  so  dreht  sich  die  Polarebene  um  einen  Punkt,  welcfier  der 
Pol  dieser  Ebene  ist. 

Zwei  Gerade  heissen  reciprok  polar,  wenn  die  Polarebenen 
aller  Punkte  der  einen  durch  die  andere  gehen. 

Wenn  zwei  reciprok  polare  Gerade  sich  schneiden,  so  gehört 
Uir  Schnittpunkt  der  Fläche  an  und  ihre  Ebene  berührt  die 
Fläche. 

Die  Paare  von  reciprok  polaren  Geraden,  welche  m  einer 
Beruhrungsebene  liegen,  sind  im  emer  Involution  conjugirt,  deren 
Poppelgeraden  die  Geraden  sind,  längs  welchen  die  Beruhrungs- 
ebene die  Fläche  schneidet. 

Wenn  zwei  Gerade  sich  schneiden,  sa  treffen  sich  auch  ihre 
reciproken  Polaren. 

Conjugirt  heissen: 

zwei  Punkte,  wenn  der  eine  in  der  Pölarebene  des  anderen 
liegt; 

ein  Pimkt  und  eine  Gerade,  wenn  die  Gerade  in  der  Polar- 
ebene des  Punkts  liegt; 

eine  Ebene  und  eine  Gerade,  wenn  die  Gerade  durch  den 
Pol  der  Ebene  geht; 

zwei  Gerade,  wenn  die  eine  in  der  Polaretene  eines  Punkts 
der  anderen  liegt; 

zwei  Ebenen,  wenn  die  eine  durch  den  Pol  der  anderen  geht. 

Conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2*®^  Ordnung  ist  ein 
Dreieck,  von  welchem  jede  Ecke  die  beiden  anderen  zu  con- 
jugirten  Punkten  und  mithin  die  gegenüberliegende  Seite  zur  con- 
jugirten  Geraden  hat. 

Ein  Tetraeder  ist  Polartetraeder  (oder  auch  sich  selbst  con- 
jugirt, reciprok^  in  Bezug  auf  die  Fläche  2*®^  Ordnung,  wenn 
jede  seiner  Ecken  die  übrigen  drei  zu  conjugirten  Punkten  und 
mithin  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  zur  Polarebene  hat. 

Jedes  Dreieck  eines  Polartetraeders  ist  ein  conjugirtes  Dreieck. 

Je  zwei  Gegenkanten  eines  Polartetraeders  sind  reciprok  polar 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^  Ordnung. 

Wenn  zwei  Gerade  conjugirt  sind,  so  schneidet  die  recipröke 
Polare  der  einen  die  andere  wnd  umgekehrt. 

Ist  eine  Gerade  zwei  anderen,  die  sich  schneiden,  c&n- 
jugirt,  so  ist  sie  auch  der  Ebene  wnd  dem  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  conjugirt. 

Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst  der  Mittelpunkt 
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der  Fläelie  2^'  Ordnung,  jede  durch  das  CentruBi  gehende  Ge- 
rade Durebmesser  und  je^  Ebene  durch  dieses  Centrum  I>m^ 
metrcüebene. 

Der  MUtelptmkt  liegt  in  endlicher  Entfernung,  wenn  die  wft- 
endAkch  ferne  Ebene  die  FUehe  ^  Ordnsmg  nidtt  herükrt,  also 
hei  dem  emschaligtn  und  sweisckäUgen  Byperhcioid,  dem  JElMpsoid 
wnd  dem  Kegel  2^^  Ordnung;  diese  Flädien  heissen  daher 
MttdpuiMsflädken  {cerdrah  Fläzen)  J9^'  Ordmmg. 

Bas  hyperbolische  wnd  elliptische  Parctboloid  sind  Flächen  2f^ 
Ordnung  ohne  MitMpunkf  im  Endlichen  (nichi  eentraie  Flächen). 

Jede  DiameträMfene  schneidet  die  FUkhe  in  einem  Segfd- 
si^mtt,  dessen  Cenirum  mit  dem  der  Flekke  zusammlenfäXlt. 

Die  Bwrcfimesser  werden  durch  das  Centrum  kalXnrt 

Wenn  $ich  drei  Säinen  in  einem  Funkt  hälhiren  und  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen,  so  ist  dieser  Punkt  da»  Centrwm  der 
Fläche  ^^  Ordmrng. 

Jede  X>iameiTald^ene  ist  der  OH  der  MUt^punkte  aU^  (paral- 
lelen) mit  ihr  conjugirten  Sehnen. 

Die  Berührungspunkte  der  von  dem  Centrum  an  ^  Fläche 
2^^  Ordnu/ng  gelegten  Tangentialebenen  liegen  tmendUdh  fem 
(und  sind  reell  oder  imaginär);  der  Berühnmgskegöl,  der  das 
Centnim  zu  Spitze  hat,  heisst  daher  ÄsympiotSenkegeh 

Es  gü>i  drei  Durchmesser,  die  zu  je  zweien  senkred^  auf- 
eina/nder  stehen,  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  durd^  zwei  von 
ihnen  gehende  Ebene  die  dem  dritten  Durdtmesser  jMtmZIelen  imd 
mithin  auf  dieser  Ebene  senkrediten  Sehnen  zu  cof^fugirien  Gereden 
hat  Bie  heissen  Axen  oder  Hauptdurchmesser  und  ihre  fibeneii 
Haupiebenen. 

Bie  Hauptebenen  sind  für  die  Fläche  ^'  Ordnung  Sgmr 
metrieeb^nen. 

Bei  dem  Ell^oid  adineidet  jede  Biametr(üeb6ne  die  Flädie 
in  einer  ElUpse;  bei  dem  einsck^digen  Hyperboloid  sehneiden  zttei 
Hauptebenen  die  Fläche  in  zwei  Hyperbdn,  wetdue  die  vmagimäre 
Axe  gtmeinsdi^füich  haben,  und  die  dritte  Haupkbene  sehneidet 
die  Fläche  längs  einer  EUijM;  bei  dem  zwetsdidiigen  Hifpefböloid 
schneiden  zwei  Hauptebenen  die  FlMUe  in  zwei  Bsperbeln^  wddte 
die  redle  Axe  gemeinsducrftlid^  haben  und  die  driU^  Eherne  scheidet 
sie  in  einer  imaginären  EUipse, 

Bei  einem  Päxaboloid  heisst  jede  Gerade,,  di»  durch  den 
BerlÜkrungi^fRmkt  der  FlädKe  mit  der  unenddictt  fernen  Ebene 
geht,  Burc^messer. 

AUe  Burdimesser  ein^s  Paraholoids  sind:  einaiider  pe^allel. 
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Unier  dm  Jüttrdiinessern  eines  Faraboloids  gibt  e»  emen, 
auf  welchem  die  Berükrungsebene  in  seinem  Schnit^fikt  mU  den* 
Flädie  stnkrecM  sMit.  Dieser  Durcfamefsaer  heisst  Aoct  und  der 
Punkt,  in  welefaem  er  die  Fläche  trifft,  ScheiM, 

IHe  Schnitte  des  (elhptisdten  oder  h^paitotisidien)  Bcaruboloids 
mü  Ebenen,  die  der  Aare  parMd  laufen,  amd  Färahdn. 

Die  SchfniUe  des  Faräböknds  mit  Ebenen,  die  senkredit  auf 
der  Äxe  stehen,  sind  bei  dem  hyperbolisdien  Paraboloid  Hyperbeln 
und  bei  dem  elliptischen  Ellipsen, 

Die  Kugel  ist  ein  Ellipsoid,  bei  welchem  jede  Diametral- 
ebene  senkrecht  auf  dem  Durchnaeewfr  steht,  der  durch  den  Pol 
dieser  Ebene  geht. 

Die  Kugeln  des  Raums  haben  einen  imaginären  unendlich 
fernen  Kreis  geiminsäfaftUdii  Dieser  Kreis  heisst  der  unendlich 
ferne  imaginäre  Kugelkreis  oder  der  absolute  oder  Grenzkreis  des 
Baums.  Er  enthält  alle  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte 
jeder  Ebene  des  Baums.     Vergl.  Kap.  3,  §  3. 


Chasles  und  P.  Serret  haben  versucht,  die  Theoreme 
Pascal's  und  Brianchon's  auf  die  Flächen  2*®'  Ordnung  aus- 
zudehnen; man  vergleiche  darüber  Salmon-Fiedler,  Anal.  Geom. 
d.  Baumes,  1,  Art.  14*4;  Klein,  JTafÄ.  Ann.  22;  1883,  p.  246. 

§  2.  Die  wichtigsten  Fonneln'  d^  anaiylABOhiMi  Ge<»ie«rie 

der  Flächen  2^'  Ordnung. 

Die  JPUche  S!^  O.  ist  der  Ort  der  Punkte,  föi*  die  eine  ganze 
rationale  Funktion  2*®^  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischen 
Coordiaatön  einei?  Punkts  des  Kaums  verschwindet.  Die  all- 
gemeine  Gleichung  eüier  solchen  JlSche  enthält  tO  Coefficienten, 
nämlieh'  die  dr«  Coefficienten  der  Quadrate  der  drei  Coordinaten, 
die  drei^  welche  zu  den  Pi^öducten  von  je  zweien  der  drei  Co- 
ordinateii  gehören,  die  drei  der  Glieder  V^  Grads  und  schliesslich 
das  von  den  Coordinaten  unabhängige  Glied.  Der  Ort  hängt  nur 
von  doli  neun  TeAältnisseü  von  neun  dieser  Coefficienten  zum 
letzten'  ab;  man  sagt  daher,  der  Oirt  2*®^  Grads  werde  von  nur 
neun  nicht  homogenen  Coefficienten  bestimmt. 

WettJA'  Wir  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  des 
Itaums  x^,  ÄJg,  flTg,  x^  kennen,  so  erhält  die  Gleichung  der 
Fläche  2*^  Ordnung  die  Gestalt: 

f(x)  ^^dij  XiXi  =  0 ,     {aij  =  aj^ , 
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worin  sich  die  Summirung  über  alle  möglichen  Combinationen 
i,j==  1,  2,  3,  4  mit  der  Bedingung  Uij  =  aji  erstreckt.  Setzt 
man  x^=  1^  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  der  Fläche 
2*®'  Ordnung  in  nicht  homogenen  Coordinaten  zurück. 

Wenn  das  Fundamentaltetraeder  der  Coordinaten  sich  selbst 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2*®'  Ordnung  conjugirt  ist  (vergl.  §  1), 
so  reducirt  sich  die  Gleichimg  auf  die  canonische  Form 

4 

1 
Es  sei  Ä  die  Determinante 


ögi ?      •  •  •  »      ^24 


^41  >      •  •  •  »      ^44 


I 


(die  Discriminante) 


und  Äij  die  algebraische  Adjungirte  von  aij  in  Ä. 

Bezeichnet    man    femer  die   homogenen   Coordinaten    einer 

Ebene    mit    w^,  Mg  5  ^s?  ^4?    ^-  ^-   g^^*    ^^^   ^^^   Gleichung    der 
Ebene  die  Form 

so    lautet    die  Gleichung    der    Fläche  2*®'  Ordnung  in    Ebenen- 
coordinaten,  falls  A  von  Null  verschieden  ist: 

1  ...4 
F(U^,  Mg,  Mj,  mJ  ==  ^ÄijU^Uj  =  0,   (Ä.j  =  ^^.)  . 


»ter 


Diese  Gleichung  stellt  mithin  die  Fläche  2*®'  Ordnung  nicht 
als  Ort  von  Punkten,  sondern  als  Enveloppe  von  Berührungs- 
ebenen dar.  Man  kann  sie  auch  als  Bedingungsgleichung  an- 
sehen, der  die  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Ebene  genügen 
müssen,  wenn  diese  Ebene  die  durch  die  ursprüngliche  Gleichung 
gegebene  Fläche  2*®'  Ordnung  berühren  soll. 

Eine  Fläche  2^^  Ordnung  ist  bestimmt,  wewn  9  Punkte  ge- 
geben sind,  durch  die  sie  gehen,  oder  9  Ebenen,  die  sie  be- 
rühren soll. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  geometrischen 
Eigenschaften  der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  2*®'  Ordnung 
zusammengestellt;  wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  sich  .aus  der 
allgemeinen  Gleichung  (deren  CoefQcienten  als  reell  vorausgesetzt 
werden)  die  Unterschiede  zwischen  den  verschiedenen  Flächen 
ableiten  lassen. 
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Wir  setzen 


B  = 


a 


11 1 


a 


12» 


a 


13 


a 


211 


^22  1       ^28 


^81  »       ^82  ?       ^88 


Ä  = 


Es    seien 


und  nennen  Bij  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
üij  in  der  Determinante  J5,  die  also  identisch  mit  Ä^  ist. 

TFißww  J5  nicht  NM  ist,  so  smd  die  Flächen  2^^  Ordnung 
central,  ist  J5  =  0,  so  sind  sie  Faraböknde, 

Für  A  =  0  und  nur  für  diesen  Fall,  erhält  man  die 
Kegel;  ist  gleicJizeitig  Ä  =  0  u/nd  B  =  0,  die  Cylinder, 

Wir  wollen  mit  (12),  (13),  ...  die  Winkel  zwischen  den 
Coordinatenaxen  x^^x^*^  ^i?  ^3?  •  •  •  bezeichnen,  und  es  sei 

1  ,     cos  (12),     cos  (13) 

cos  (12) ,       1  ,     cos  (23) 

cos  (13) ,     cos  (23) ,      1 

(eine   positive    zwischen.  0   und   1    liegende  Grösse). 

ferner  Sl^^ ,  SL^^ , , .  .  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 

von  ii. 

Setzt  man  dann 

C  =  JBii  +  ^23  +  ^83  +  2^13  COS  (12)  +  2^,3  COS  (13)    + 

+  2if,3COs(23), 

•    D  ===  «11^11  -f  «22 -^22  +  «88 -^88  +  2  «12^12  +  2  »18^13  -{- 

-f-  2a23Ä23 , 
SO  gelten  die  Sätze: 

Die  Verhältnisse  ^ ,  ^ ,  -^ ,  -^  ä/ndern  sich  hei  einer  Trans- 
formation der  Cartesischen  Coordinaten  nicht  (sind  invariant). 

Das  Vorzeichen  der  Grössen  A,  B ,  C,  D  ist  von  dem 
System  der  Cartesischen  Coordinaten,  das  man  gewählt  hat,  un- 
abhängig. 

Bei  rechtwinkligen  Axen  werden  die  Grössen  C,  2): 

^  =  -^11  ~~  -^22  "T  ^88  V 
Z>=   «11  +  «22  +«88> 

und  Sl  wird  1.     Man  hat  daher: 

Bie  Grössen  a^^  -\-  «22  4"  «88  r  -^11  "f"  -^22  "t"  ^88  ^^^P^^^ 
ihrem  Werth  nach  tmvcrändert,  wenn  man  von  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten zu  a/nderen  ebenfalls  rechtwinkUgen  übergeht. 
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Alle  Wurzeln  der  Gleichimg 

J{q)  =  ü^8  +  J>^2  ^  C^  +  J5  =  0 

sind  reell  imd  im  Allgemeinen  verschieden. 

Die  vorstehende  Gleichimg^  lässt  sich  auch  schreiben 

^(?)==^  ök'+  ^-00» (12),  «2J-+-  9,  a„  +  ^  cos  (23)  if»=0., 

«81 4-9  cos  (13),  a3j  +  ^cos(23),  a^^  +  q 

Die  ClassificatwH'  der  Flächen  2***  Ordnung  hängt  voa  dem 
Vorzeichen  der  Grösöen  Äy  JB,  G\  D  ah. 

L   JB  i^  t^ON»  NM  verschieden.    M<m  erhäU  die  MitteljmnJcts- 
flächen: 

1.  Bas  reelle  Mli^soid  für  C>  (X,  BD>  0,  A  <0  ^ 

2.  das  imaginäre  EUipsoid  für       C  >  0 ,  BD  >  0 ,  ^  >  0 , 

3.  den  imaginären  Kegel  für  0  >  0 ,  BD  >  0 ,  A  =  0 , 

C§0,  -BIXOa    , 

4.  dm  ree^em  Kegel  fiir  >-  >  J.  >  0, 

C<0,  Äi)>0,) 

c^o,  jsD<oa 

5.  das  ei/nschaUge  Hyperboloid  für      ^  >-4>0, 

C<0,BD^oJ 

O^0^JSD<0A 

6.  c?aa  dqppelschaligieEmerbolQid  für     ^  \  A<^0, 

C<0,  BD^oJ 

II.  B  ist  gleich  Null.    Man  erhält  die  Faraboloide,  CjfUnder 
oder  Ebenenpaare: 

7.  Das  elUpMsche  Faraboloid^  fü» 

C>Ü,D§0,  A<0, 

8.  das  hy^exboUsche  PaarabohM  für 

(7<0,  2)  =  0,  A>0, 

9.  den  C^Umfer  mit  e^pM/seker  Basis  flhr 

C>0,  I>^a,  jf  =  0, 

10.  den  Cylmder  mit  hyperbeMscher  Basis  für 

C<0,  D^O,  ^=«0, 

11.  den  GyUndler  mit  paraholischer  Basis,  für 

Cä^O,  1>^0,  ^«»0, 


§  2.   Beducirte  Gleichungen  der  Flächen  2.  0.  109 

12.  siw^  imagmä/re  JEbenm  mit  tmer  reellen  Grtxdm  m  eudUchei- 
Enifermmg  für 

€>0,  2>^0,  ii— 0,  iA^,  — 0,  (i— 1,2,  8), 

13.  zwei  reelle  Ebenen,  die  sich  in  €vner  Geraden  in  endMck^ 
Entfernung  schneiden  fWr 

€<0,  .i>  =  0,  j1«=  0,  ^<<«0, 

14.  0we%  parallele  Ebenen,  die  entweder  redl  wnd  verschieden 
oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen,  für 

a=o,  1>^0,  A^O,  Äii^O. 

Bwrch  Transformation  der  Gartesisöfien  Coordinaten  lassen 

.  sicJi  die  Gleichy/ngm  der  verscMedenen  Arten  von  Flächen  ä^ 

Ordnimg  auf  die  feigenden  reducirten  Formen  (in  nicht  homogenen, 

Coordmaten)  bringen: 

1.  Bas  reelle  EUipsoid  auf: 

2.  das  imaginäre  Ell^soid: 

3.  der  imaginäre  Kegd: 

4.  der  reelle  Kegel: 

5.  das   einschaUge  Hyperboloid: 

6.  das  zweischaUge  Hgperböloid: 

7.  das  dUpüsdie  Paräboloid: 

8.  das  hyperboUsche  Paräboloid: 

9.  der  eüliptische  Cylinder: 

10.  der  hyperböUsche  CyUnder: 

11.  der  parabolische  Cylinder: 

12.  zwei  imaginäre  Ebenen: 

13.  zwei  reelle  Ebenen: 
14   zwei  parallele  Ebenen: 


+ 

+ 

=  1, 

+ 

6» 

+ 

=  -1, 

«» 
«« 

+ 

+ 

=  0, 

— 

=  0, 

X* 

— 

6« 

=  1, 

Ä* 
a« 

— 

.6' 

=  -1, 

5« 

+ 

^  — 

0, 

y' 

6» 

rc  — 

0, 

X* 

+ 

y' 

6» 

, — 

1, 

y' 
6» 

- 

1, 

^^ 

—  2px  = 

=  0, 

+ 

9' 

'0, 

a* 

y' 
b* 

=  0, 

X^ 

+ 

1 

0. 
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In  der  Gleichung  eines  jeden  Paräböloids  bilden  die  Glieder 
^ten  Qfd^s  ifi  o?! ,  ojj,  x^  (oder  x^y^z)  das  Produd  zweier  linearer 
Factor en;  diese  Eigenschaft  ist  für  das  Faräböloid  charakteristisch. 

In  der  Gleichimg  des  parabolischen  Cylinders  bilden  die  Glieder 
^ten  QYdß^g  yifi  x^^x^^x^  (odcr  x^y^z)  ein  vollständiges  Qtmdrat, 

Bezeichnet  man  mit  (x^  7  ^2 »  ^s »  ^4) »  (^1  'iV^tV^ty^  *^ö  ^^" 
ordinaten  zweier  Punkte  des  Baums,  so  ist  die  Bedingung,  damit 
die  Gerade,  welche  sie  verbindet,  die  Fläche  ^*®'  Ordnung  f=0 
berühre, 

(1)  fi?^)f(y)-f'Q  =  0,     wenn 

fl^\—'^(^f  \^f  \^±        A.M.      \  — 

=  «ll^l2/l  +  «22^2^2  +  «88^82/8  +  «44^4^4  + 

+  öl2(^l2/2+^22/l)  +  ai3K%  +  ^82/l)  +  «14(^l3/4+^4yi)  + 

+«28(^2%  +  ^82/2)  +  «24(^22/4  +  ^42/2)  +  «84(^^82/4  +  ^42^8) 

gesetzt  wird. 

Denkt  man  sich,  y  sei  ein  fester  Pimkt  und  die  x  seien 
laufende  Coordinaten,  so  stellt  die  Gleichung  (l)  den  der  Fläche 
2^^  Ordnung  umscJiriebenen  Kegel  dar^  dessen  Spitze  der  Punkt  y  ist. 

Wenn  F(u)  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  2^^  Ordnung 
in  Fbenencoordinaten  ist,   so  besteht  die  Bedingung,    damit   die 

Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  {u^^  ^2?  %?  ^4)?  {Pit  ^2»  *^8»  ^^4) 
schneiden,  die  Fläche  berühre,  darin,  dass 

F(u)  F{v)  —  JP»  H  =  0    sei 

Biese  Bedingu/ng  ist  äquivalent  mit 


«11- 

>       «12^ 

«21- 

)       Öf22  , 

«81- 

)       «82  5 

«41 

»       «42  » 

%    , 

>       %    1 

^1    ^ 

>       ^%    , 

«18 


a 


14» 


u 


1 1 


V, 


a 


28) 


a 


24  9 


u 


2  ) 


V 


2 


a 


88  7 


a 


84  9 


u 


8  9 


V 


8 


a 


48  9 


a 


449 


u 


V, 


u 


8    9 


U 


4   9 


t;. 


8     9 


V 


4    9 


49        «^4 

0,     0 
0,     0 


=  0 


VertausM  man  in  dieser  Gleichung  die  a  mit  Ä  und  die 
u,  V  mit  x,y ,  so  ergiebt  sich  eine  andere  Form  für  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  (a;)(y)  die  Fläche  berührt. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  (y)  hat  die  Gleichung 


fO-"' 


§  2.   Conjugirte  Punkte,  Gerade  und  Ebenen. 
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sind: 


und  die  Coordinaten  des  Pols  einer  Ebene 

AX^  =  A^^U^  +  -igjW^  +  -^28**8  +  -^24**4  » 
AX^  =  Al  Wl  +  ^2^2  +  As «8  +  ^4^4  » 

Zu  jeder  Ebene  gehört  bez.  einer  Fläche  2*®'  Ordnung  ein 
einziger  Pol;  eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  A  =  0 
ist,  also  eine  Kegelfläche  oder  deren  Ausartungen  vorliegen. 

Wenn  der  Funkt  (y)  der  Fläche  2^^  Ordnung  omgäiört^  so 
stellt  die  &leichu/ng 

die  Beriihrungseibene  dar. 

Die  Bedingung,   unter  weither  zwei  Bwnkte   (a;),  (y)    con- 

jugirt  sind,    ist  selbstverständlich  ebenfalls   f(  J  =0,   und  die 

Bedingung,  unter  welcher  zwei  Ebenen  (m),  (v)  conjugirt  sind,  ist 

Biese  beiden  Bedingungen  lassen  sich  auch  ausdrücken: 


A  A 


a?, 


■^41  5      •  •  •  ?    -^44  1       ^^ 


=  0, 


^1 


•       •       • 


^4 


%1  »      •  •  • ?      %4  5 


0 


U, 


a 


41  » 


V 


1  J 


• » 


•  ) 


a 


44  9 


V 


4    9 


W, 


0 


=  0. 


/SoMen  zwei  Gerade  (u^v)^  (u\  v')  conjugirt  sein,  so  bestellen 
dafür  die  vier  Bedingungen: 

<)-«.  <■)-"'  o-O'  o-o- 

Die  Gleichung,  welche  die  beiden  BeriiJirungsebenen  darstellt, 
die  durch  eine  Gerade  (u^v)  an  eine  Fläche  2^^  Ordnung  gelegt 
werden  können,  lautet: 

^WKa^i  +  ^'a^H )^  — 
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Vetiausclit  man  F  mU  f  und  x  mU  u,  sowie  y  mit  v,  so 
erffiebt  sich  corrdativ  die  GUichm^  (in  Ebenencaordinaten)  der 
beiden  SchnittpunMe  der  Geraden  (x,  y)  mit  der  Fläche  ^' 
Ordnimg. 

Die  Coardinaten  dieser  SchnüipunJcte  der  Geraden  (x^  y)  mit 
der  Fläcfie  2^^  Ordmmg  herben  die  Form 

mx.  +  ny. 

m  +  «      ' 

4M 

worin  —  den  Werth  einer  jeden  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

Die  Gleichung  einer  hdiebigen  Diametralebene  hat  die  Gestalt 

«M>rm  a^,  a^,  «3  drei  /wiUMrUche  Con^tante  simd.  Jede  Gerade, 
welche  durdi  den  imendlidh  fernen  Punkt  mit  den  Coordmaten 
(aj,a2,ag,0)  geht,  bestimmt  die  Bichtwng,  die  der  vorstdtenden 
Diametralebene  conjugirt  ist 

Die  den  Bickttmgen  einer  jeden  der  di^ei  Co&rdinatencucen 
^i>  ^i>  Ä?3  conjugirten  Diametralebenen  sind  durch  die  Gleichungen 

dx,      ^' 
dx^      ^' 

g^  *=  0     gegeben. 


'8 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  FläcJie  2^'  Ordnung  sind 


-^14  -^J4  4 


94 


B  '      B  '      B 

Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels  lautet 

/•(«;)- ^  X,«  =  0 , 

wekihe  man  aus  f(x)=0   einfach  dadurch  erhält,  dass  man  a^ 
in  a^  —  ^  umändert. 

Die  Hauptebenen  sind  Diametralebenen,  die  senkrecht  auf 
der  zu  ihnen  conjugirten  Eichtung  stehen;  die  Geraden,  in 
welchen  sie  sich  schneiden,  sind  die  Hauptdur chmess ei'  oder  Äxen. 


§  ^.   Rotationsflächen  2.  0.  113 

Um  die  drei  Hauptebenen  zu  erhalten,  hat  ma/n  nur  in  dei' 
Gleiditmg 

• 

an  die  Stelle  von  a^,  ci^,  a^  Werthe  zu  setzen,  die  den  Quadrat- 
wurzeln  aus  den  drei  Hauptminoren  der  Determinante  J{q)  (sielie 
oben)  proportional  sind,  wenn  man  für  q  eine  jede  der  drei 
(redien)  Wurzeln  der  Gleichung  J(q)  =  0  einsetzt 

Die  Formeln  gestalten  sich  natürlich  viel  einfacher,  wenn 
die  Coordinatenaxen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Ist  eine  Axe  der  Fläche  derart,  dass  alle  durch  sie  gehenden 
Ebenen  Hauptebenen  sind,  so  ist  die  Fläche  eine  Botationsfläche 
2^^  Ordntmg.  Die  Kiigel  ist  eine  Fläche  2*®'  Ordnung,  bei 
welcher  jede  Diametralebene  eine  Hauptebene  ist. 

Die  nothwendige  u/nd  ausreicHiende  Bedingung,  damit  eine 
Fläche  2^^  Ordnung  eine  Botaiionsfläche  sei,  besteht  darin,  dass 
J{q)  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  habe.  Dabei  dürfen  diese  Wurzeln 
mcht  beide  Null  sein,  weil  sonst  die  Fläche  ein  parabolischer 
€ylvnder  ist, 

Soll  eine  Fläche  2^^  Ordnung  eine  Kugel  sein,  so  ist  es 
nothwendig  und  ausreichend,  dass  zf (^)  =  0  eine  dreifache 
Wurzel  habe. 

In  oriJiogonälen  Coordinaten  werden  die  Bedingungen,  unter 
denen  die  Fläche  eine  Botationsfläche  ist,  durch  zwei  der  Be- 
lationen 

^88    __  ^81    __  :?L8   __  ^88   ~  ^88    .   ^88    ~  ^11    ___   ^11    ~~   As 

•      '*88  ^81  *^a  ^88  ^8  ^88  ^11  ^11    ^8^ 

ti/iigegeben. 

Die  Bedin^u/ngen  für  die  Kugel  sind  in  reditwinkligen  Co- 
ordinaten 

^11  ^^  ^2  ^^^  ^33  y     ^23  ^^^^  ^81  ^^^^  ^12  ^^^  ^' 

Bei  dem  Paraboloid  gibt  es  nur  zwei  Hauptebenen  in  end- 
licher Fntfernung,  welche  die  Fläche  in  zwei  Parabeln  schneiden. 

In  orthogonalen ,  Coordinaten  sind  die  Gleichungen  der  Axe 
des  Paraboloids  (der  Schnittlinie  der  beiden  Hauptebenen): 

df{x)      df{x)  .     dm 

dX^      __      ^^8       __^     ^^8 


V-Bu     VK.     V^^ 

Pascal,  Bepertoriam.  II.  8 
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Die  Gleiökung  einer  MiUdpuhktsflädte  Sf^^  Ordnung  hat,  auf 
den  Mittdpimkt  bezogen^  in  nicht  homogenen  CoordincUen  x,  fß,  z 
den  Typus: 

Die  Gleichung  einer  MittdpmMsflädie ,  auf  ein  Tripel  con- 
jugirfer  Durchmesser  bezogen,  ist: 

aiix^  +  o^y*  +  «»^*  +  5  ""^  ^  • 
Wenn   diese   eonjugiiten  Durchmesser  die   drei  Axen    sind, 
so  heissen  die  Grossen 


y     R«;; '   y    Bai: '    r 


Bau        ^         Bai2        ^         Bazs 
die  Längen  der  HäXbaxen  der  Fläche  ft^  Ordnung. 
Man  erhalt  sie,  wenn  an  die  Stelle  von 

n  n  n 

«11  »     «28  j      Ö88 

die  drei  (reellen)  Wurzeln  von  J{q)  =  0  gesetsst  werden;  siehe  oben. 

Bei  dem  reellen  EUipsoid  »kneiden  die  drei  Axen  die  Flädke 
in  reellen  Pu/nkten  wnd  die  Abstände  des  Mittelpunkts  von  diesen 
Schmttpimkten  sind  die  Ealbaxen  des  Eüipsoids.  Bei  einem  be- 
liebigen EUipsoid  sind  die  drei  Halbaxen  ungleich,  bei  dem 
Rotationsellipsoid  sind  zwei  von  ihnen,  bei  der  Kugel  alle  drei  gleidL 

Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  schneiden  nur  zwei  der 
Axen  die  Fläche  in  reellen  Punkten  und  die  Abstände  des  Cen- 
trums  von  den  Schnittpumkten  fällen  mit  den  Längen  zweier  HäXb- 
axen zusammen. 

Bei  dem  zweischaUgen  Hyperboloid  trifft  nwr  eine  der  Axen 
die  Fläche  in  reellen  Punkten  und  der  Abstand  des  Centrums  von 
einem  der  Schnittpunkte  fällt  mit  der  Länge  einer  Halbaxe  zusammen. 

Die  Axen,  welche  die  Hyperboloide  in  reellen  Punkten 
schneiden,  heissen  transversal. 

Die  Ebene 

schneidet  die  Fläche  2^^  Ordmmg  in  einer  EMpse,  Hyperbel  oder 
Parabel,  je  nachdem  die  Grösse 

%15  «ij,  0^,,  u^ 

«219  «22  7  «23?  ^2 

«815  «82?  «38»  •'s 

«1    ?  ^2    ?  ^8    9  ^ 


G  = 


negativ,  positiv  oder  Null  ist. 
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Zwei  paraUde  Ebenen  sdineiden  die  Fläcke  in  Eegdschnitten 
derselben  Art. 

Durch  jede  Äxe  der  Fläche  ^^  Ord/nmig  gehen  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  Ebenen  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  selbst 
und  die  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  die  Fläche  in  Kreisen  sdlmei- 
den;  diese  Ebenen  heissen  Kreisschnittebenen;  sie  liefern  die  so- 
genannten Kreissdinitte  der  Fläche  2*®'  Ordnung. 

Die  beiden  Kreisschnittebenen  durc^i  eine  jede  Äxe  liegen 
symmetrisch  in  Bezug  auf  jede  Hauptebene, 

Von  dm  sechs  Systemen  von  Kre^sxhnMebenen  sind  nur 
z^oei  reett, 

.  In  ledern  System  von  Krei>sscfanittebenen  gibt  es  immer 
2W«i  Tangeiitialebenen,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche 
KsreiS'  oder  NabelpunMe  oder  Umbüicus  der  Fläche  genannt 
werden.     Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,  1,  S.  122. 

Von  den  zwölf  Nabdpunkten  sind  höchstens  vier  reeU. 
Die  zwölf  Nabelpunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  acht  imaginären 
Geraden  der  Fläche  ^'  Ordnung, 

Die  zwölf  Nabdpmikte  einer  Miüelpunktsfiäche  (centralen 
Fläche)  liegen  zu  je  vieren  in  den  drei  Haupte^enen, 

Zwei  Kreissdinitte,  die  zu  jedem  der  beiden  Systeme  von 
Kreisschnittebenen  gehören,  die  derselben  Axe  der  Flädte  ent- 
spredhen,  Uegen  immer  a/uf  einer  und  derselben  Kugel, 

Bei  den  ümdrditmgsflächen  reäudren  aicfi  die  beiden  Systeme 
reeüer  Kreisschmitebenen  auf  das  System  der  Baraüdkreise. 

Die  anakftisdie  Bedingung,  damit  eine  Ebene  die  Kreissdinitt- 
ebene  einer  Fläche  ^*®'  Ordnung  sei,  ist  du/rdk  zwei  der  Gleichungen 


^n          ^»t          ^t»   ,_  ^tt          ^li 
■Hj»    -Hj»    ^»8    S,i         Hl» 

gegeben,  worin  die  Gij  die  algebraischen  Adju/ngirten  der  Elemente 
der  Determinante  G  und  die  Hij  die  analogen  algebraischen  Ad- 
jungirten  der  Elemente  der  Determinante 


H  = 


1, 

cos  (12), 

cos  (13), 

«1 

cos  (21) , 

1, 

cos  (23) , 

U^ 

cos  (31) , 

cos  (32) , 

1, 

.1^3 

%, 

%> 

«*8> 

0 

sind  und  unter  cos  (12) ,  cos  (13) ,  .  . .  die  Cosinus  der  Winkel 
verstanden  werden,  welche  die  Coordinatenaxen  ndteinander  machen* 

8* 
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Bei  emem  reellen  ElUpsoid  mit  drei  ungleichen  Äxen 


a*    *    ¥ 


gehen  die  reellen  KreisschniMebenen  durcli  die  Äxe  von  müüerer 
Länge  (5). 

Die  Coordinaten  der  vier  reellen  Ndbelpunkte  sind 


Bei  dem  emschaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  Systeme 
reeller  Kreisschnittebenen  der  grösseren  der  beiden  Transversal- 
axen  parallel,  und  die  Nabelpmücte  sind  sämmtlich  imaginär. 

Bei  dem  zweischaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  Systeme 
reeller  Kreisschnittebenen  der  längsten  nicht  transversalen  Äxe 
parallel,  wnd  die  vier  Nabelpwnkte  sind  reell, 

iC*  t/'  Z^ 

Ist    -^  —  Ig 8=1    ^^    Gleichimg    des    zweischaligen 

Hyperboloids  wnd  b'^c,  so  sind  die  Coordinaten  der  vier  reellen 
Nabelpmikte 


±''Vii^;-  0,  +,yi 


—   C* 


Ber  Kegel  hat  zwei  Systeme  reeller  Kreisschnittebenen,  die 
identisch  mit  denen  der  evnschaligen  oder  zweischaligen  Hyper- 
boloide sind,  deren  Äsymptotenkegel  er  ist 

Ein  elliptisches  Paräboloid  hat  zwei  Systeme  reeller  Kreis- 
schnittebenen;  sie  sind  den  grösseren  Äxen  der  zur  Äxe  senk- 
rechten Schnitte  parallel;  zwei  Nabelpu/nkte  sind  reell  und  durch 

\(b»  —  c»),    0,    +^>/c»(6»  — c») 
bestimmt,  wenn 


die  Gleichung  des  Paraboloids  ist.     Die  reellen  Kreisschnittebemn 
sind  den  beiden  Ebenen 

cH^—{b^-c^)z^  =  0 
parallel. 

In  einem  hyperbolischen  Paräboloid  sind  die  beiden  Systeme 
reeller  Kreisschnittebenen  den  beiden  Ebenen^  die  tcir  in  §  1 
Direäricen  genannt  haben^  parallel;  die  Kreise  degeneriren  in  eine 
im  Endlichen  u/nd  eine  im  Unendlichen  liegende  Gerade 


§  3.   Focale  Eigenschaften  der  Flächen  2.  0.  117 


.2  ^* 


Wenn  j^ j  —  rr  =  0  die  Gleichung  des  hyperbolischen' 

Paräböloids  ist,  so  sind  die  beiden  Systeme  von  Kreisschnittebenen 
den  beiden  Ebenen 


y^  —  l  —  n      y^Mi 

b         c  ~^'      6  "f"  c 


parälleU 


§  3.   Focale  Eigenschaften  der  Flächen  2^'  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  von 
ihnen  einer  centralen  Fläche  2^^  Ordnu/ng  umschriebenen  Kegel 
Botaüonskegel  sind,  besteht  aus  drei  in  den  drei  Hauptebenen  der 
Fläche  5*®'  Ordnung  liegenden  Kegelschnitten;  jeder  Kegelschnitt 
hat  dieselben  Brewnpwnkte ,  wie  der  Schnitt  der  Hauptebene  mit 
der  Fläche.  Diese  Kegelschnitte  heissen  focal^  ihre  Punkte  sind 
die  Brennpunkte  (Focus,  Focalpu/nkte)  der  centralen  Fläche 
2*«'  Ordnung. 

Die  Focalkegelschnitte  gehen  durch  die  vier  in  ihrer  Ebene 
Hegenden  Nabelpunkte. 

Ein  ElUpsoid  oder  Hyperboloid  lässt  im  Allgemeinen  eine 
(reelle)  focale  Ellipse  und  eine  focale  Hyperbel  m,  welche  in  den 
beiden  Hauptebenen  liegen,  die  durch  die  längste  Transversalaxe  gehen. 

Die  beiden  Brennpunkte  eines  Focalkegelschnitts  sind  die 
Sdiätel  eines  anderen  FocalkegelschniUs. 

Die  Focalkegelschnitte  der  Kegel  J2^^  Grads  reduciren  sich 
auf  drei  Paare  von  Geraden;  nur  zwei  von  diesen  Geraden  sind  reell. 

Für  jeden  Kegd  2^^  Grads  existiren  zwei  reelle  Gerade 
(Focallinien)  derart,  dass  durch  jede  von  ihnen  unendlich  viele 
Paare  conju>girter  auf  einander  senkrechter  Ebenen  gehen.  Ist  er 
em  BotaUonsTcegel ,  so  fallen  die  beiden  Focälgeraden  mit  der 
BotaUonsaxe  zusammen. 

Jeder  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  auf  einer  Focälgeraden 
senkrechten  Ebene  hat  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  FJbene 
zum  Brennpunkt. 

Die  Focälgeraden  des  Asymptotenkegels  einer  MiMelpunkts^. 
fläche  sind  die  Asymptoten  der  Focalkegelschnitte  dieser  Fläche. 

Bei  einem  Paraboloid  besteht  der  Ort  aller  Pu/nkte,  die  so 
beschaffen  sind,  dass  der  von  ihnen  der  Fläche  umschriebene  Kegd 
ein  Botationskegel  ist,  aus  zwei  Focalparabeln,  welche  in  den 
zwei  Hauptebenen  liegen,  dieselbe  Axe,  wie  das  Paraboloid,  haben, 
ihre  Oeffnungen   nach   entgegengesetzten   Bichtungen   kehren   und 
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die  nätnMchen  Brevmpu/nkte  hmtzen,  vne  die  beiden  durch  die 
zwei  Hauptebenen  in  dem  Paräbohid  erzeugten  Parabeln, 

Die  Focalparabeln  liegen  bei  dem  Paraböhid  deretrt,  dass 
der  Brennpwnkt  der  einen  der  Scheitel  der  anderen  ist. 

Die  Parameter  der  beiden  Focalparäbdn  sind  einander 
und  der  Differenz  der  Parameter  der  beiden  durch  die  Haupt- 
ebenen  erzeugten  Parabeln  gleich. 

1.  Für  das  reelle  EUipsoid 

?!  J_^j_f!  —  1 

mit  den  Halbaxen  a^b^  c  sind  die  drei  Focalkegdschnitte: 
^  =  ^'  n^  ^  M  +  n^  —  />»  ^  —  ^  (^'^^  imaginäre  EUipse), 
y^^>  a*^—h^  ~  h^'^'c*  ^  ^  (^^  Hyperbel), 
^  =  ^y  q>^g8  +  p-ZT?  =  ^  (^^  ^^^^^^  Ellipse),  ^ 

2.  Für  das  imaginäre  EUipsoid 

f^  +  ^+5^ 1,(«>6>.) 

sind  die  Focälkegelschniite: 

y*        i         z^ 
Ä"  ==  0,     ,      ,^  H — j i"  ==  1  (eine  redle  ElDipse), 

et     -^*-  O  OL    '~~'  C 

y^^>  irzr^  —  ä^znsi  ===  ^  (^^^  Hgperbd), 

z  =  0,  — 8 i  +  j% 5*  ==*  —  1  (eine  imaginäre  Ellipse). 

3.  Für  das  einschalige  Hyperboloid 

sind  die  Focalkegdschnitte: 

y*  z* 

^  =  ^y  ^t  _  K%  +  ^t  1     8  =  —  1  (eme  imaginäre  Ellipse), 

y^^»  a*^h^  ~~  W+^  ""  ^  (^^^  Hyperbd), 

^=  ^'   a»  +  c»  +  6«  +  c»   =  1  ^^^«  »'^^^^^  J5;«ti?5c;. 
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4.  Für  das  zweisckälige  Hi^erhöloid 

«Wirf  m: 

^  ==  ^'  ^8  _{_  ftg  +  ^8   1   g8  =  —  1  C^«ß  imaginäre  Ellipse), 

?  ^  ^^  g«   1   ^8  +  |^>_^8  =  1  (eine  reelle  EUipse), 

^  =  ^'  a8  +  c»  ~  6^"=^  "^  -^  (eine  Hyperbel). 

5.  l^tV'r  f?m  reellen  Kegel 

^J  e?tö  beiden  reellen  Focälgeraden: 

y  =  ^'    a«  — 5*        &«  4-  c«  "^  ^* 

6.  P«r  efw  (elliptisches  oder  hyperhdisd^es)  Fardboloidr  dessen 
Gleichu/ng 

py^  +  g^^  —  a;  =  0,  (i>  ^  g) 

ist,  i»  wddier  p,  q  hei  dem  dUptiscken  Faräböloid  dasselbe  und 
bei  dem  hyperbolischen  verschiedene  Yorjsreichen  haben,  smd  die 
beiden  Focalparäbel/n 

'-«-■-(j-?)('-4). 

-«•»■-(f-^)('-4)- 

Die  Botationsaxen  der,  von  den  Breimpunklen  aus,  der  Fläche 
J^*®'  Ordmmg  tdmsdiriebenen  Kegel  berühren  die  FocalkegdschmUe. 

Die  Tangenten  an  die  Focalkegdschnitte  sind  Gerade,  durch 
welche  wnendUch  viele  Faare  von  Ebenen  gehen,  die  vn  Bezug 
auf  die  Fläche  ^*®'  Ordntmg  conßtgirt  sind  und  aufeinander 
senkrecht  stdten. 

Die  t»  dem  Beruhrwngspmüd  auf  emer  Tangente  an  einen 
Foeaükegdsdmit  seinkredä  sitzende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
Sf^  Ordmmg  in  einem  Kegelsehmtt,  der  den  Beriämmgspunkt 
ewH  Bremtptmkt  und  eme  auf  der  Ebene  des  Foealkegdsdmitts 
senkrechte  Gerade  zur  Directrix  hat 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkt  aus  das  Loßi  auf 
die  Polarebene  dieses  PimJcts  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^  Ord- 
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nun  ff  fällt,  so  sind  die  Sdmitte  des  Loihs  tmd  der  Ebene  wo 
emer  Hauptebene  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  in  dieser 
Hauptebene  liegenden  FocäUcegelscfinitt. 

Die  Schnitte  einer  Berührungsebene  an  die  Fläche  2^'  Ord- 
rnrng  und  der  Normalen  mit  einer  Hauptebene  sind  Polare  und 
Pol  in  Bezug  auf  den  Focalkegelschnitt. 

Das  Product  der  Abstände  einer  Berührtmgsebene  an  die 
Fläche  2^^  Ordnung  von  den  beiden  Punkten  eines  Focälkegdr 
Schnitts,  in  welchen  die  Tangenten  der  Ebene  parallel  sind,  bleM 
constant 

Wenn  das  Ellipsoid 

f!-+l^ +;!  =  !,(«>«'>«) 

gegeben  ist,  so  stellt  die  Gleichung 

in  welcher  X  ein  beliebiger  Parameter  ist,  eine  dem  gegebenen 
Ellipsoid  confocale  Fläche  2^^  Ordnwng  dar,  d.  h.  eine  söldie, 
welche  dieselben  Focalkegelschnitte  hat 

Da  man  k  auf  unendlich  viele  Arten  varüren  kann,  so  gibt 
es  eine  einfach  unendliche  Menge  von  Flächen  2*®'  Ordnung,  die 
der  gegebenen  confocal  sind. 

Durch  jeden  Pmikt  des  Baums  gehen  drei  solche   Flächen 

\  2^'  Ordnung,  nämlich  ein  Ellipsoid,  ein  emschaliges  und  ein  mm- 

schaliges  Hyperboloid,  welche  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  PuM 
rechtwinklig  schneiden. 

i  Die  drei  Werthe  von  A,  welche   den   drei   durch  einen  ge- 

gebenen Punkt  gehenden  confocalen  Flächen  2*®'  Ordnung  ent- 
sprechen, kann  man  zu  Coordinaten  des  Punkts  wählen;  sie 
heissen  elliptische  Coordinaten. 

§  4.   Die  metrischen  Eigenschaften  der  Flächen  2^'  Ord- 
nung.    Gleichseitige  Flächen  2^'  Ordnung. 

Bei  dem  ElUpsoid  ist  das  Product  des  Normalensegments, 
welches  zwischen  dem  Ellipsoid  wnd  emer  Hauptebene  enthoMeti 
ist,  mit  dem  Abstand  des  Centrums  von  der  Berührwngsebent 
constant;  dieses  Product  ist  dem  Quadrat  des  auf  der  Berührungs- 
ebene  senkrechten  Halbmessers  gleich. 

In  jedem  ElUpsoid  ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  con- 
jughier  Halbmesser  constant. 
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Das  Volumen  des  über  drei  conjugirten  Halbmessern  con* 
struirten  Parallelepipedons  bleibt  constant 

Ebenso  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  dreier 
conjttffirter  Halbmesser  auf  eine  Gerade  oder  Ebene  constant. 

In  einem  elliptischen  Paräboloid  bleibt  die  Summe  der  Haupt- 
parameter zweier  beliebiger  conjugirter  DiameträlscJmitte  constant 
Bei  dem  hyperbolischen  Paräboloid  dagegen  ist  die  Differenz  dieser 
Parameter  constant. 

Bei  einem  elliptischen  Paräboloid  ist  der  Ort  der  Spitzen  der 
umschriebenen  dreifach  rechtwinkligen  Dreiflache  eine  zur  Axe 
senkrechte  Ebene,  die  vom  Scheitel  um  die  Grösse 

b^  +  c^ 
4 

absteht,  wenn 

wie  gewöhnlich,  die  Gleichu/ng  des  Paraboloids  darstellt 

Für  das  ElUpsoid  ist  derselbe  Ort  eine  mit  dem  Ellipsoid 
concentrische  Kugel,  deren  Badius 

Ya^  +  b^  +  c« 

ist,  ivenn  a,b,c  die  Halbaxen  des  Ellipsoids  bezeicJinen.  Für 
jede  andere  Mittelpunktsfläche  ist  dieser  Ort  stets  eine  Kugel 
(Monge), 

Wenn  in  einem  einsckaligen  Hyperboloid  eine  auf  einer 
Geraden  des  Hyperboloids  senkrechte  Ebene  die  Fläche  in  einer 
gleichseitigen  (rectangulären)  Hyperbel  schneidet,  so  treffen  auch 
aUe  andere  solche  Ebenen  die  Fläche  in  gleichseitigen  Hyperbeln, 

Dieses  Hyperboloid  heisst  gleichseitig;  Vogt,  Cr  eile,  86. 

Wenn  in  einem  einschaligen  Hyperboloid  einer  ihm  an- 
gehörigen  Geraden  zwei  andere  aufeinander  und  auf  der  ersteren 
senkrechte,  und  ebenfalls  der  Fläche  angehörige  Gerade  desselben 
Systems  entsprechen,  so  gilt  dasselbe  für  alle  Gerade  und  das 
Hyperboloid  ist  gleichseitig. 

Ein  einschaliges  Hyperboloid  ist  gleichseitig,  tvenn  D  =  0  ist 
Yergl.  §  2. 

Lautet  daher  seine  Gleichung,  wie  geivöhnlich, 

^     ,    2/^ ?1  =  1  ■ 

a*  "T  ^.         c2  A, 
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^0  ist  die  Bedingung,  damit  es  glekkseiiiig  sü, 

^  =  i  +  ^-i  =  o- 

Wenn  em  äurdi  einen  Kegel  ^^  Grads  senkrecht  gu  den 
Erzeugenden  geführter  Schnitt  eme  ^eichseitige  Hgperbd  ist,  so 
gut  dassdbe  für  cMe  senkrediet  eu  den  Erzeugenden  ^efmhrten 
Schnitte;  der  Keget  beisst  alsdann  gleichseitig. 

Bei  einem  gleichseitigen  Kegel  entsprechen  jeder  Erzeugenden 
zwei  andere,  die  atrf  einander  und  auf  der  ersteren  senkrecht 
stehen. 

Ein  Kegel  ist  gleichseitig,  wenn  D  ^'^  0  ist. 

Wenn  in  einem  zweischäligen  Hyperboloid  ein  auf  einer 
Asymptote  (einer  Erzeugenden  des  Äsymptotenkegels)  senkrechter 
Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  gilt  dasselbe  für  alle  cihn- 
lichen  Schnitte. 

Das  Hyperboloid  keisst  dann  gleichseitig. 

In  jedem  gleichseitigen  zweischäligen  Hyperboloid  entsprechen 
jeder  Asymptote  zwei  andere,  die  aufeincmder  und  auf  der  ersten 
senkrecht  stehen. 

Bas  zweiscliälige  Hyperboloid  ist  gleichseitig,  wenn  I}=^0  ist 

Für  ein  ellipUsches  Faräboloid  kann  B  nicht  NM  sein. 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  gleichseitig,  wenn  die 
beiden  Directrix-Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

SbU  ein  hyperbolisches  Paraboloid  gleichseütig  sein,  so  muss 
B  =  0  sein. 

Bei  einem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ist  jeder 
senkrecht  zur  Axe  geführte  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Ueber  eine  andere  einfache  Gattung  von  Flächen  2*®'  €h^- 
nung,  näihlich  die  sogenannten  orthogonalen  Hyperboloide,  vergl. 
Schröter,  Crdle,  85. 


§  5.   Flächenbüschel  und  Fläoheiiuetse  2^'  Ordnung. 

Sind  zwei  Flächen  2**' Ordnung  (2**' Klasse)  f  ==  0,  ^  =  0  in 
Punktcoordinaten  (Ebenencoordinaten)  gegeben,  so  heisst  das  durch 

f-\-lf  =  0 

dargestellte  System  von  Flächen  ein  Fläch enhüschel  ^  Ordnung 
(eine  Flächenschar  2^^  Klasse). 

Alle  Flächen  des  Büschels  schneiden  sich  in  einer  Raum- 
curve  4*®'  Ordnung  (Grundcurve,  Burchdringungs-,  Burchschnitts- 
curve). 
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ÄUe  Flächen  mnes  Büstkels  2^  Ordnung  werden  von  einer 
Miene  in  emem  B4ksd^  von  KegeUeAnitten  tmd  von  emer  Qermien 
in  emem  Büschel  von  Grrujßpen  zweier  Punkte  d,  h,  in  Faarm  von 
mvohUorisch  conjf/^gwien  Funkten  gesi^ükn. 

Durch  emen  Punkt  des  Baums  g^t  vm  ÄUgemei/nen  nur 
eine  Fläche  des  Büschels;  es  gibt  gwti  Flädien  J2^^  Ordmrng 
des  Büsdkds,  wdcke  eme  gegebene  Gerade,  und  drei  Flächen  des 
BüschdSr  die  eine  gegebene  Ebene  ber^ren.  Näheres  findet  man 
in  der  Tabelle  in  Kap.  15,  §  4. 

Die  Folarebenen  eines  Punkts  F  in  Bezug  a/uf  aUe  Flächen 
^^  Ordnung  des  Büschels  gehen  durch  eine  feste  Gerade  p  und 
büden  mi^in  ein  Ebenenbiisdiel.  Die  Gerade  p  beisat  zu  F  con- 
jugirt  in  Bezug  a/uf  das  Flächenbüschd. 

Bie  Büschel  der  Fölardfenen  zweier  Funkte  F,  F'  sind  pro- 
jecko  zueinander. 

Die  reeiprbken  Geraden  einer  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  ^  Ordnu/ng  eines  Büschds  sind  die  Erzeugenden  eines 
Hyperboloids,  dessen  zweites  System  von  Erzeugenden  aus  den 
(Men  Punkten  der  gegebenen  Geraden  cor^ugirten  Geraden  besteht. 

Die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  aUe  Flächen  ^^  Ord- 
nung eines  Büschels  Uegen  auf  einer  cuhischen  Baumcurve. 

Daraus  folgt: 

Bie  Mittelpunkte  aller  Flächen  ^  Ordnung  eines  Büsd^s 
liegen  auf  einer  cubischen  Baumcurve;  in  jedem  Büschel  gibt  es 
im  Allgemeinen  drei  Faräböloide,  von  welchen  wenigstens  eines 
redl  ist. 

In  einem  Fläehenbüschd  ^'  Ordnung  exisären  im  All- 
gemeinen vier  Kegd. 

Alle  Flädien  Sf^^  Ordnung  eines  Büsduls  haben  ein  Polar- 
ietraeder  gemeinsdiafllich,  dessen  Ecken  die  Spitzen  der  vier  dem 
Büschel  angehbrigen  Kegel  sind. 

Eine  eingehende  Untersuchung  betreffs  der  in  dem  Flächen- 
böschel  enthaltenen  Kegel  erfordert  Betrachtungen  aus  der  Weier- 
strass'schen  Theorie  der  Elementartheiler,  Bepert.  1,  8.  328; 
vergl.  Clebsch-Lindemann,  Anal.  Geom.  des  Baumes^  Bd.  2. 


Sind   drei  Flächen   2*«  Ordnung  /"=- 0,   ^=0,   f'=0 
gegeben,  welche  keinem  Büschel  angehören,  so  bilden  alle  durch 

dargestellten  Flächen  ein  sogenanntes  Flädiemietz  oder  Flächen- 
bündel ^'  Ordnung-,   Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,  1,  S.  165. 
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Alle  Flächen  2^^  Ordmrng  eines  Netzes  haben  acht  JPmikk 
gememschaftlich  (die  Grwndpvmkte ,  oder  Basispmkte  des  Netzes). 

Jede  Ebene  wird  von  imendlich  vielen  Flächen  2^^  Ordnung 
eines  Netzes  berührt;  die  Berilhrwngspwnkte  liegen  auf  einer  oU- 
gemeinen  Curve  5*®'  Ordnung, 

Alle  du/rch  sieben  Funkte  des  Baums  gehende  Flächen  ^^ 
Ordnung  gehen   auch  du/rch  einen   u/nd  denselben  achten  Punkt. 

Die  acht  Orundpunkte  eines  Flächennetzes  2^^  Ordnwng  he-, 
sitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  durch  sechs  von.  ihnen  hestimmie 
cubische  Baumcurve  die  Verbindungsgerade  der  beiden  anderen  zur 
Secante  hat 

Die  Folarebenen  eines  FunJctes  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
2^^  Ordnung  eines  Netzes  gehen  durch  denselben  Punkt  (den  in 
Bezug  a/uf  das  Netz  zu  P  conjugirten  Punkt). 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
2^^  Ordnung  eines  Netzes  ist  eine  allgemeine  Fläche  3^^  Ordnu/n^, 
auf  welcher  cmch  die  in  Bezug  auf  das  Netz  conyugirten  Pimkk 
aller  Punkte  der  Ebene  liegen. 

Unter  den  Flächen  des  Netzes  gibt  es  unendMch  viele,  die 
sidi  auf  Kegel  redudren;  der  Ort  ihrer  Spitzen  ist  eine  Curve 
6*^'  Ordnung;  auf  dieser  Curve  liegen  a/uch  aUe  u/nendUch  viden 
Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Netzes 
sämmtlich  durch  eine  Gerade  gehen. 


Die  alten  Geometer  hatten  die  verschiedenen  Flächen  2**'  Ordr 
nimg  nicht  systematisch  in  Classen  geordnet;  die  erste  Classi- 
fication verdankt  man  Euler,  Introductio  in  a/noH,  infin.,  1748. 
Die  Lehre  von  diesen  Flächen  machte  in  der  ersten  Hälfte  des 
19.  Jahrhunderts  in  Folge  der  Leistungen  der  Mathematiker  der 
französischen  Schule,  Monge,  Hachette,  Lacroix,  Binet, 
Leroy,  Poncelet,  Chasles  grosse  Fortschritte.  Die  Focal- 
kegelschnitte  hat  Dupin,  Corr,  Ec.  polyt.,  2  gefunden  und  dann 
haben  sie  Steiner,  Grelle,  1  und  Chasles,  Apergu  hist.,  Note  31 
studirt. 

Von  dem  Standpunkt  der  projectiven  Geometrie  waren  fär 
die  Theorie  der  Flächen  2*®'  Ordnung  die  Monographien  von 
Hesse,  Grelle^  18,  20,  26,  etc.;  Seidewitz,  Grunerfs  Arch. 
7,  8,  9,  10;  Sturm,  Grelle^  70,  99,  etc.  grundlegend,  zu  welchen 
noch  die  Werke  von  Staudt,  siehe  oben;  ßeye,  Geow.  der 
Lage  und  von  Anderen  hinzukommen. 

Ein    imifangreiches    Verzeichniss    von    Arbeiten    über    die 
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Flächen  2*®'  Ordnung  findet  man  in  dem  Buch  Loria's,  übers. 
Ton  Schütte,  Die  haitptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie  etc.,p.  32. 
Yergl.  auch  E.  Kötter,  Die  Entttnckhmg  der  synthetischen  Geo- 
metrie; Jahresher.  der  deutsch,  Mathematikerver.,  1898,  von  der 
bis  jetzt  nur  ein  Heft  erschienen  ist. 

Von  dem  Gesichtspunkt  der  analytischen  Geometrie  aus  wurden 
diese  Flächen  von  Salmon-Fiedler,  1.  c,  Hesse,  Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Baumes,  Leipzig,  1876,  Baltzer, 
1.  c,  D'Ovidio,  1.  c.  und  in  dem  2*®^  Band  der  Clebsch- 
Lindemann'schen  Geometrie^  Leipzig,  1891  behandelt;  Schröter 
geht  in  seinem  umfangreichen  Werk:  Theorie  der  Oberflächen  ^^ 
Ordnwng  und  der  Eaumcurven  5*®'  Ordnung,  Leipzig,  1880  von 
synthetischem  Standpunkt  aus. 

Die  descriptive  Geometrie  der  Flächen  2*®'  Ordnung  findet 
man  bei  Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie,  Leipzig,  1.  Thl. 
1883,  2.  Thl.  1885,  3.  Thl.  1888  behandelt. 

Am  Schluss  des  D'Ovidio 'sehen  Werkes  werden  die  Mathe- 
matiker angegeben,  welche  die  Hauptsätze  dieser  Theorie  ent- 
deckt haben. 

Die  Focaleigenschaften  sind  in  dem  neueren  Buch  von 
Staude,  die  Focaleigenschaften  der  Flächen  2^^  Ord/nung,  Leipzig, 
1896  dargesteUt. 

Was  die  Theorie  der  quadratischen  quatemären  Formen 
angeht,  so  verweisen  wir  auf  die  Bemerkungen  in  Bd.  1, 
Kap.  12,  §  19. 


y 


Kapitel  V. 
AUgemtiiie  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Cnrven. 

§  1.   AUgem^inas.    Singulare  Funkte.    Die  Plüoker'sclieii 

Fonneln.     Die  DianrimimHite. 

Der  Ort  von  Punkten,  saldier  analytisch  durch  eine  alge- 
braische Olekdumg  ff^  Graids  zwisdien  zwei  Cartesischen  oder 
drei  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  der  Ebene  dargestellt 
wird,  ist  eine  ehene  Curve  w*®'  Ordnung.  Die  Curve  1*^  Ordnumg 
ist  die  Gerade. 

Die  Tüngente  an  eine  ebene  Curve  ist  die  Grenzlage  der 
Geraden,  welche  zwei  unbegrenzt  nahe  Punkte  der  Curve  ver- 
bindet. 

Correlativ  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  durch 
eine  algebraische  Gleichung  n^^  Grads  zwischen  den  Geraden- 
coordinaten  der  Ebene  dargestellt  werden,  eine  Envelappen-Curve 
w*®'  CUisse.     Die  Enveloppe  i*®'  Classe  ist  der  Punkt. 

Der  Punkt  einer  Enveloppen- Curve  ist  die  Grenzlage  des 
Schnitts  zweier  unendlich  naher  Tangenten. 

Die  Curven  oder  Enveloppen,  deren  Gleichungen  nicht  in 
ganze  Factoren  zerfallen,  heissen  einfach,  u/nzerleghar  oder  irre- 
dticibel. 

Jede  ebene  Curve  w*®'  Ordnung  wird  von  einer  beliebigen 
Geraden  der  Ebene  immer  in  n  reellen  oder  imaginären  Punkten 
gesdmitten. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  immer  n  (reelle  oder 
imaginäre)  Gerade,  welche  eine  Enveloppen-Curve  n*®'  Classe  be- 
rühren. 

Zwei  Curven  von  den  Ordnungen  n^,  Wg  hohen  im  All- 
gemeinen n^n^  (reeUe  oder  imaginäre)  Punkte  und  zwei  Enve- 
loppen von  den  Glossen  n^,  n^  haben  n^n^  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 


■»■» 
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Sind  wülkürlich  in  der  Ebene  ■         — -  Funkte  gegeben,  so 

gibt  es  im  Allgememen  eine  umd  nur  eine  Curve  n*®'  Ordnung, 
welche  durch  sie  geht,  und  correlativ. 

Em  JPunM  einer  Ourve  heisst  r-fach  oder  vielfach  von  der 
Ordnmng  r,  wenn  die  Curve  r-mal  durch  ihn  geM;  die  Curve 
hat  daher  in  diesem  Punkt  r  Tangenten;  sind  diese  s&nimtli<^ 
verschieden,  so  wird  der  Punkt  ein  gewOhnUcher  r-facher  Punkt 
genannt.  Eine  Tangente  heisst  r-faeh,  wenn  sie  die  Enveloppen- 
curve  r-mal  berührt  imd  mithin  r  Berührungspunkte  besitzt;  sind 
diese  verschieden,  so  sagt  man,  sie  sei  eine  gewöhnliche  r- fache 
Tangente. 

Wenn  eine  Curve  w*®'  OrdntM^  einen  n- fachen  Punkt  hat, 
so  ist  sie  nichts  Anderes,  als  die  Gesammtheit  von  n  Geraden, 
die  von  diesem  Punkt  ausgehen. 

Eine  einfache  Curve  w**'  Ordnung  kann  ausser  einem  (n  —  1)- 
fauchen  Punkt  nickt  auch  noch  einen  Dqppel^punkt  haben. 

Eine   einfache    Curve   n**'   Ordnung   kann   nicht   mehr   als 

^^ Boppelpunkte  haben. 

Wenn  eine  einfache  Curve  w*®'  Ordnung  gewöhnliche  viel- 
fache Punkte  von  den'  Ordnungen  r^,  rg, .. .,  r^  hat,  so  ist 

'^  ^-  (^-  ""  ^)  ^  in  -  1)  (n  -  2) 
^  2  ^  2 

Zu  allen  diesen  Theoremen  lassen  sich  correlative  Sätze 
aufstellen. 

Die  sämmtUchen  unendlich  vielen  Curven  w**'  Ordnung,  die 
durch 

in(n  +  S)  —  l 

gegebene  Pwnkte  gehen,  gdten  amch  durdh 

i(n  —l)(n  —  2) 

andere  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmte  Pu/nkte. 

Wenn  von  den  n^  gemeinschafüichen  Punkten  zweier  Curven 
^ter  Ordnung  nm,  (m<in)  auf  einer  Curve  w*®'  Ordnung  liegen, 
so  g^ifren  die  n{n  —  m)  übrigen  Punkte  einer  Curve  von  der . 
Ordnung  n  —  m  an. 

Die  grösste  Anz/ahL  von  Punkten,  die  man  willkürlich  auf 
einer  Curve  w*®'  Ordnung  mmtkmen  kann,  wenn  eine  einfache 
Curve  «**'  Orämmg  {n  >  w)  durch  sie  gelegt  werden  soU,  beträgt: 

nm  —  ^(m  —  1)  (w —  2),  {das  JacobVsche  Theorem,  Grelle,  15). 
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Alle  Curven  «**'  Ordnung,  tceldie  durcJi  nm  —  h  Punkte 
einer  Curve  w*®'  Ordnung  und  durch 

n(n  —  wt)  —  7/ 

Pimkte  einer  Curve  (n  —  w)*®'  Ordnung  gelegt  werden,  schneiden 
die  erste  Curve  in  anderen  h  festen  Punkten  und  die  zweite  in 
cmderen  U  festen  Punkten.    Das  PlMCÄ;er 'sehe  Theorem,  Hiearie 
der  algebraischen  Curven,  Bonn,  1839,  p.  11. 
Jede  Curve  w*®'  Ordntmg,  die  durch. 

nm  —  ^(m  —  1)  (^  —  2) 

Punkte  einer  zweiten  Curve  w*®'  Ordnung  geht  (w<»),  schneidet 
diese  aucJi  noch  in  anderen  ^(m  —  l)  (w  —  2)  festen  Punkten. 
Jede  beliebige  Curve  w*®'  Ordnung,  die  durch 

mm'  —  \{m  -j-  w'  —  n  —  1)  (w  -f-  m'  —  n  —  2) 

Schnittpunkte  zweier  Curven  von  den  Ordnungen  m,rn  gdegt  wirä 
(wobei  m  sowohl  als  m'  nicht  grösser  als  n  sind),  geht  auch  durch 
aUe  übrigen  diesen  Curven  gemeinscJiafUiche  Pu/nkte.  Das  Cayley'- 
sehe  Theorem,  Cambr.  Math.  Journ.,  3,  1843. 

Wenn  in  den  Punkten,  in  welchen  eine  Curve  n^^  Ordnung 
von  einer  Geraden  geschnitten  uoird,  die  Tangenten  an  die  Curve 
gezogen  werden,  so  scheiden  sie  die  Curve  noch  in  anderen 
n(n  —  2)  Punkten,  die  auf  einer  Curve  (n  —  2)*®'  Ordnung 
liegen  (Poncelet). 

Ein  namentlich  für  die  sogenannte  Geometrie  auf  einer 
algebraischen  Curve  (vergl.  §  4)  wichtiges  Theorem  ist  das 
Koether'sche: 

Es  mögen  zwei  Curven  9  =  0,  1/;  =  0  vorliegen;  einer 
ihrer  Schnittpunkte  P^  sei  mehrfach  von  der  Ordnung  q.  für  cp 
und  der  Ordnung  r^  für  ip;  es  sei  ferner  q^  ^  r-  und  f=0  eine 
Curve,  welche  durch  jeden  der  Schnittpunkte  von  g>  und  1/;  geht 
und  in  P^  einen  mehrfadien  Punkt  von  der  Ordnung  q^  +  *■»■  —  1 
hat;  alsdann  lässt  sich  die  Gleichung  dieser  Curve  immer  in 
der  Form 

f=A(p-\'B'^  =  0 

ausdrücken,  worin  A  =  0,  B  =  0  zwei  andere  Curven  von  ent- 
sprechender Ordnung  darstellen. 

Damit  man  f  diese  Gestalt  geben  könne,  ist  es  jedoch  nicht 
nöUiig,  dass  f  in  P^  einen  mehrfachen  Punkt  von  der  Ordnung 
Qi  +  ^-  —  1  habe;  dagegen  muss  P-  für  f  mehrfach  wenigstens 
von    der    Ordnung    q-    (der    kleineren    der    beiden    Ordnungen) 
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sem;  in  dem  letzteren  Fall  müssen  zwischen  dm  Coeffidenten  der 
Gleichung  /*=  0  lineare  Belatianen  bestehen. 

lieber  diesen  Satz  siehe  Noether,  Math.  Ann.,  6,  p.  352; 
Halphen,  Btdl.  de  la  Soc.  math.,  5;  Bacharach,  Math.  Ann., 
26;  Voss,  ib.,  27;  Cayley,  ib.,  30;  Stickelberger,  ib.,  id.; 
Noether,  ib.,  id.;  Zeuthen,  ib.,  31;  Guccia,  Compt,  Rend., 
1888;  Bertini,  Math.  Ann,,  34,  35;  Rend.  Ist.  Lomb.,  (2),  24, 
1891  und  Andere.  Wir  verweisen  auch  auf  die  Geom.  von 
Clebsch-Lindemann. 

Ein  k-facher  Punkt  kann  als  die  Verdnigtmg  von  -^— r — - 

Doppelpimkten  und  eine  k-fache  Ta/ngente  als,  die  Yereinigwng  von 

--^— r — -  Doppeltangenten  angesehen  werden. 

Eine  Tangente  an  eme  Curve  n*^^  Ordnung  hat  ausser  dem 
JBerührungsptmkt  noch  andere  n  —  2  Bwnkte  mit  der  Curve  ge- 
mdnsckaffUch ;  von  einem  Pimkt  einer  Curve  w*®'  Clause  aus  lassen 
sich  an  die  Curve  ausser  der  in  diesem  Punkt  berührenden 
Tangente  nocfi  n  —  2  q^ndere  Tangenten  an  die  Curve  ziehen. 

Die  beiden  Tangenten  in  einem  Doppelpunkt  können  reell 
und  verschieden  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen.  In 
dem  zweiten  Fall  erhält  man  den  sogenannten  isoUrten  Doppel- 
punkt, in  dem  dritten  den  Bückkehr-,  Cuspidal-  oder  stationären 
Punkt  (Spitze). 

Die  Tangente  in  dem  Cuspidälpunkt  (die  Cuspidaltangente) 
zählt  für  drei  der  Tangenten,  die  sich  von  diesem  Punkt  aus  an 
die  Cu/Tve  ziehen  lassen. 

Correlativ  zu  dem  Cuspidalpunkt  nennt  man  eine  Wende-, 
Inflexions-  oder  stationäre  Tangente  an  die  Curve  eine  solche, 
welche  die  Curve  noch  in  «  —  3  anderen  Punkten  schneidet, 
deren  Berührungspunkt  also  als  Vereinigung  von  drei  unendlich 
nahen  Punkten  anzusehen  ist.  Ein  solcher  Berührungspunkt 
heisst  Inflexumspunkt  (Wendepunkt)  der  Curve.  Die  Inflexions- 
tangente  kann  als  eine  Doppeltangente  aufgefasst  werden,  deren 
Berührungspimkte  zusammenfallen;  bei  dieser  Anschauungsweise 
muss  man  jedoch  die  Curve  als  Enveloppe  von  Tangenten  be- 
trachten. 

Die  vielfachen  Pimkte  und  vielfachen  Tangenten  heissen  im 
Allgemeinen  singulare  Punkte  und  Tangenten. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  ein  Doppelpunkt  oder  ein 
Cuspidalpunkt  nur  dann  als  Singularität  anzusehen  ist,  wenn  die 
Curve  als  Ort  von  Punkten  und  nicht   als  Enveloppe  von  Tan- 

Pascal,  Bepertorium.  II.  9 
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gent<^n  betracbtet  wird,  weil  in  dem  letzteren  Fall  jede  Enver 
loppe  immer  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppelpunkten  besitzt. 
Ebenso  ist  eine  Doppel-  oder  eine  Inflexionstangente  nur  dami 
eine  .  Singularität,  wenn  die  Curve  als  Enveloppe  und  nicht  als 
Pünktort  aufgefasst  wird. 


Es  sei  n  die  Ordnimg  einer  Curve,  v  ihre  Classe,  d  die 
Anzahl  der  Doppelpunkte,  r  die  Anzahl  der  Rückkehr-  oder 
Cuspidalpunkte,  r  die  der  Doppeltangenten  und  i  die  Anzahl  der 
Wendetangenten. 

Älsdarm  bestehen  zwischen  diesen  Zahlen  vier  hemerkenswerffie 
Belationen,  welche  die  Flu cTc er' sehen  Formeln  (CreUe,  12)  ger 
narmt  werden: 

V  =  n(n  —  1)  —  2d  —  Sr, 

n  =  v(v  —  1)  —  2r  —  3i, 

i  =  3n(n  --  2)  —  6c?  —  8r, 

r  =  Sv(v  —  2)  —  6r  —  8t. 

Aus  diesen  Formeln,  von  welchen  jede  die  Folge  der  drei 
übrigen  ist,  ergehen  sich  die  weiteren  Beziehungen: 

3(v  —  n)  =  L  —  r, 

(n  -  1)  (n  -  2)  {v  -l){v-  2) 

— d—)= 2 ^  "-  ^- 

Bd  einer  aUgemeinen  Ort- Curve,  d.  h.  einer  solchen  ohne 
Doppel-  und  Cuspidalpv/nkte  wird  die  Classe,  die  AnzaM  der 
Inflexions-  und  der  Doppeltangenten  durch  die  Belationen 

V  =  n{n  —  1), 

i  =  3n(n  —  2), 

T  ==  ^n(n  —  2)  {n^  —  9) 

bestimmt  und  correlativ. 

Sind  d  Doppelpu/nkte  u/nd  r  Cuspidalpu/nkte  vorhanden,  so 
ist  die  Anzahl  der  Doppeltangenten 

T  =  ^n{n  —  2)  {n^  —  9)  —  {2d  +  3r)  [n(^n  —  1)  —  6]  + 

+  2d(d  —  1)  +  |r(r  —  l)  +  Qdr. 

Führt  man  den  Begriff  des  sogenannten  Geschlechts  einer 
Curve,  Riemann,  Grelle,  54;  Clebsch,  ib.,  63,  64  ein,  so 
nehmen  die  Plück  er 'sehen  Formeln  eine  andere  Gestalt  an. 
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Man  setze 

(w  —  1)  (ti  —  2) 
p  = '-^ —  d  — r 

_   {V  -\){v-  2)  _^_^ 


Die  Zahl  2>  wird  alsdann  das  Gesdilecht  der  Ort-Curve  und 
der  Enveloppen-Curve  genannt.  Sie  stellt  die  Differenz  zwischen 
der  grössten  Anzahl  von  Doppel-  und  Cuspidalpunkten  dar,  welche 
die  Ort-Curve,  ohne  zu  zerfallen,  haben  kann,  und  der  Anzahl 
dieser  Punkte,  tvelche  sie  wirklich  hat; 

oder:  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  grössten  Anzahl 
von  Doppelr  und  Wendeta/ngenteri ,  welche  die  Enveloppen-Curve 
haben  karm,  und  der  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen. 

Die  Plück  er 'sehen-  Formeln  werden  dann: 

2p  —  2  =  V  +  r  —  2n, 
=  n  -\-  i  —  2v, 

=  n(n—^)  —  2(d  +  r), 

=  i;(v  — 3)  — 2(t  +  0. 

In  den  Plücker'schen  Formeln  wird  zwischen  reellen  und 
imaginären  singulären  Punkten  und  Tangenten  kein  Unterschied 
gemacht..  Es  besteht  jedoch  auch  zwischen  den  reellen  Singu- 
laritäten, eine  Relation.  Siehe  darüber  Klein,  Math.  Ann.,  10, 
Perrin,  Bull,  de  la  soc.  math.,  6. 

Das  Geschlecht  p  kann  für  eine  einfache  Curve  nur  Null 
oder  positiv  sein. 

Eine  Curve  vom  Geschlecht  Null  heisst  rational  oder  uni- 
cursäl  (Cayley);  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Sie  hat 
\(n  —  1)  (**  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkte. 

Von  den  ^(n  —  1)  (^  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkten 
einer  Curve  vom  Geschlecfit  Null  können  höchstens  f  (w  —  2) 
Cuspidalpunkte  sein. 

Der  Begriff  „Geschlecht"  wurde  von  Eiemann,  1.  c.  ein- 
geführt und  von  Clebsch,  1.  c.  auf  die  Geometrie  angewendet. 
Cayley  gebraucht  statt  des  Ausdrucks  „Geschlecht*  das  Wort 
„Defecf,  London  math.  soc,  1865. 


In  Bezug  auf  die  Form  einer  Curve,  d.  h.  die  durch  ihre 
sämmtlichen  reellen  Punkte  gebildete  Figur  sind  einige  Grund- 
begriffe die  folgenden:  Eine  Curve  kann  aus  verschiedenen  Zügen 
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bestellen,  wobei  unter  einem  Zuge  einer  Cnrve  die  Gesammtheit 
aller  reellen  Punkte  dieser  Curve  verstanden  wird,  die  derart 
sind,  dass  man  continuirlich  mit  Einschluss  des  Durchgangs 
durch  die  Unendlichkeit  von  dem  einen  Punkt  zu  dem  anderen 
gelangen  kann;  so  bilden  z.  B.  die  beiden  Theile  einer  Hyperbel 
nach  unserer  Anschauung  nur  einen  Zug. 

Ein  Zug  einer  Curve  kann  paar  oder  unpaar  sein,  je 
nachdem  er  von  einer  Geraden  in  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  Ein  unpcuirer 
Zug  lässt  sicli  durch  Deformation  einer  Geraden  wnd  em  pctarer 
Zug  durch  Deformation  eines  Kegelschnitts  erzeugen. 

Zwei  unpaar e  Züge  schneiden  sich  immer;  daraus  folgt: 

Eine  Curve  ohne  Doppelpunkte  kann  höchstens  nur  einen 
unpaar en  Zug  enthalten;  und  speciell: 

Eine  Curve  ohne  Doppelpunkte  und  von  ungerader  Ordnung 
enthält  immer  einen  tmpaaren  Zug;  ist  sie  dagegen  von  gerader 
Ordnwng,  so  enthält  sie  keinen  solchen  Zug. 

Diese  Unterscheidungen  stammen  von  Stau  dt,  Geom,  der 
Lage,  Nürnberg  1847;  siehe  auch  Klein,  Math.  Ann.,  6;  Zeuthen, 
ib.,  7;  u.  s.  w. 

Eine  Curve  vom  Geschlecht  p  kann  nicht  mehr  als  p  '-\-  1 
Züge  haben;  wenn  {n  —  1)  (w  —  2)  gleich  oder  grösser  als  p 
ist,  so  existiren  immer  Curven  w*®'  Ordnu/ng,  die  p  -{-  1  Züge 
haben,  Harnack,  Matli.  Ann.,  10.  Vergl.  Hilbert,  üeber  die 
reellen  Züge  algebraischer  Curven,  Math.  Ann.,  38. 


Wir  wollen  jetzt  einige  Formeln  mittheilen,  die  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  algebraischen  ebenen  Curven  zu  Grunde 
liegen. 

Wir  nehmen  an,  die  Gleichung  der  Curve  sei  entweder  in 
Cartesischen  oder  in  projectiven  homogenen  Coordinaten  gegeben. 

In  dem  ersten  Fall  setzen  wir  voraus,  alle  Terme  vom 
Grad  Null,  eins,  zwei,  ...  in  den  Coordinaten  seien  zusammen- 
gefasst  und  die  Gleichung  habe  mithin  die  Gestalt 

/*=  «*o  +  ^1  +  ^2  H h  «^n  =  Ö, 

worin  im  Allgemeinen  u^  ein  ganzer  homogener  Ausdruck  in  den 
beiden  Coordinaten  x  und  y  ist. 

In  dem  zweiten  Fall  nennen  wir  die  drei  homogenen  Co- 
ordinaten x^,  x^,  x^\  wir  können  dann  die  Gleichung  in  die  Form 


§  1.  Die  Gleichung  der  Curve.  133 

oder  bei  Anwendung  der  Principien  der  Symbolik  der  temärea* 
Formen  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  in  die  symbolische  Form 

f=al=^hl=cl  =  '-'  =  0     bringen. 

Ist  Uq  =  0,  so  geht  die  Curve  (in  dem  ersten  FaU)  durch 
den  Coordinatenanfang  oder  (in  dem  zweiten  FaU)  durch  die 
Ecke  {x^  =  0,  a?2  =  0)  des  Fundamentäldreiecks  der  Coordinaten, 

In  diesem  FdU  stellt  die  Gleichung  w^  =  0  die  Tangente  in 
diesem  Bimkt  (dem  Coordi/natena/nfang  heg,  der  Breiecksecke)  dar. 

Ist  Uq  =  0,  u^  =  0,  so  ist  derselbe  Punkt  ein  Doppelpunkt 
für  die  Curve  f;  die  beiden  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt 
smd  durch  w^  =  0  gegeben.     Ist  Wg   ein  vollständiges   Quadrat, 

ohne  dass  seine  Basis,  d,  h.  ^u^  ein  rationaler  Factor  von  u^  ist, 

so  uoird  der  nämliche  Ptmkt  eine  Spitze;  ist  dagegen  yu^  ein  ratio- 
ndler  Factor  von  u^,  so  ist  der  Pu/nkt  kein  Cuspidalpunkt  in  dem 
eigentlicken  Sirni,  sondern  ein  Pimkt,  in  dem  die  Curve  sich  selbst 
berührt  (ein  SdbstberiAhru/ngspwikt ,  tcumodo,  close-point) ,  welcher 
als  die  Yereinigwng  zweier  Doppdpimkte  zu  betrachten  ist;  in 
diesem  FaU  hat  die  Tangente  vier  u/nendlich  nähe  gelegene  Schnitt- 
pimkte  mit  der  Curve  gemeinschafäich  und  nidit  nur  drei,  ivie  bei 
dem  Cuspidalpunkt. 

Wenn  im  Allgemeinen  w^  =  w^  =  . . .  =  w^  _  i  =  0  ist,  so 
wird  der  Coordinatmcmfang  ein  r-f acher  Pu/nkt  von  f=0,  und 
die  in  ihm  an  die  Curve  gezogenen  r  Tangenten  sind  durch 
w^  ==  0  bestimmt. 

Liegt  ein  Doppelpwnkt  vor,  so  müssen  die  drei  Derivirten 
von  f  nach  x^,x^,  x^  Null  sein,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Doppel- 
punkts müssen  den  drei  Gleichu/ngen 

(hc~  «1  =  al"  ag  =  al"  «3  =  0     genügen. 
Miminirt  man  die  x  aus  den  drei  Gleichungen, '  so  ergibt 

stc/i  eine  Gleichwng 

R  =  0, 

worin  R  eme  invariante  Bildung  der  Coeffidenten  der  Gleichung 
der  Curve  ist. 

Diese  Invariante  heisst  Discriminante  der  Curve.  Ihr  Ver- 
schwinden ist  die  nothwendige  u/nd  ausreichende  Bedingv/ng  dafür, 
dass  f  einen  Doppelpunkt  hohe. 


Abgesehen  von  älteren  speciellen  Arbeiten  sind  die  ersten 
systematischen  Forschungen  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  in  der  Introductio  in  anal,  infin.  von  Euler,  1748  und 
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der  IfdroducHon  ä  Vcmal.  des  Ugnes  caurhes  cdgehr.,  Genevae  1750 
von  Gramer  enthalten.  Euler,  Sur  wne  contradicHon  apparente 
dans  la  dodrine  des  courhes,  Berl.  Ak.,  1748  verdankt  man 
auch  die  Erklärung  des  scheinbaren  Widerspruchs,  dass  zwei 
Curven  w*®'  Ordnung  sich  in  einer  grösseren  Anzahl  von  Punkten 
schneiden,  als  zur  Bestimmung  einer  der  Curven  nöthig  sind. 

Auf  sie  folgten,  wenn  man  von  Lame,  Gergonne  etc. 
absieht,  die  sehr  wichtigen  Arbeiten  Plücker's:  System  der  analyt. 
Geom.,  Berlin  1835;  Die  Theorie  der  algebraischen  Curven,  1839 
und  andere  Abhandlungen  desselben  Autors  in  dem  Journ.  de 
Liouvüle,  1834,  1837,  in  denen  Plücker  die  berühmten  Formeln 
entwickelte,  die  seinen  Namen  führen. 

Für  die  Lehre  von  den  singulären  Punkten  sind  von  Be- 
deutung: Puiseux,  J&u/m.  de  Liouville,  1850;  Cayley,  Qtuirt. 
Journ.,  7,  11;  Crelle,  64,  etc.;  Halphen,  Mem.  des  sav.  etrang., 
26;  Compt  rend.,  78,  80;  Stolz,  Math.  Ann.,  8,  etc. 

Eine  grundlegende  Arbeit  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  war  die  Introdumone  a  u/na  teoria  geometrica  deUe  curve 
piane  von  Cremona,  Bologna  1862,  auch  in  Bologna,  Äcc.  Mem., 
12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  separate  Ausg.  1865.  Alle 
Hauptresultate  findet  man  systematisch  geordnet  und  auch  auf 
analytische  Art  entwickelt  in  den  bekannten  Büchern  von  Sal- 
mon,  Treatise  on  the  higher  plane  curves,  das  in  verschiedene 
Sprachen  übersetzt  wurde  (vergl.  das  Namenregister),  und  von 
Clebsch-Lindemann,  Yorlestmgen  über  Geometrie.  Li  den 
folgenden  Paragraphen  werden  wir  weitere  historische  und 
literarische  Angaben  in  Bezug  auf  die  dort  behandelten  Gegen- 
stände machen. 


§  2.   Die  Theorie  der  Polarität.     Covariante  Curven. 

Wenn  eine  symbolisch  durch 

f=al  =  bl  =  -"  =  0     (siehe  Bd.  1,  Kap.  12). 
dargestellte  Curve  gegeben  ist,  so  heissen  die  durch 

n  —  1  ^ 

ax      a/  =  0, 


n —  1  ^ 
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dargestellten  Curven  bez.  die  erste,  zweite,  .  .  .  Polare  des  Pols  y 
in  Bezug  auf  die  gegebene  Gurve.  Die  linken  Seiten  dieser 
Gleichmigen  ergeben  sich,  wenn  man  auf  f  ein-,  zwei-,  •  •  •  mal 
den  sogenannten  Polarenprocess  ausübt,  der  in  unserem  Fall  (in 
dem  temären  Gebiet)  bis  auf  einen  Zahlenfactor  durch  das 
Symbol  ' 

dargestellt  wird  (siehe  Bd.  1,  p.  263,  264). 

Wenn  von  dem  Funkt  y  aus  eme  Gerade  gezögen  wird, 
iodcke  die  Curve  in  n  Punkten  schneidet,  so  trifft  diese  Gerade 
die  erste,  zweite ^  . . .  Polare  von  y  vn  den  harmonischen  Mittet- 
jpwnfc^ew'  (w  —  1)*®',  (n  —  2)*®',  . . .  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf 
die  Gru^e  der  n  8dinittpuM:e, 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  der  Definition  der  Polarcurven 
Äu  Grunde  legen. 

Wenn  der  Punkt  y  auf  der  r*^^  Polaren  von  z  liegt,  so  ist 
z  auf  der  (n  —  r)*®^  Polaren  von  y  gelegen. 

Liegt  der  Pol  y  auf  der  gegebenen  Curve,  so  gehen  seine 
sänmüichen  Polarcurven  durch  ihn  und  herilhren  in  ihm  die  ge- 
gebene Curve. 

Die  (w  ^- 1)*®  Polare  (Polargerade)  eines  Punkts,  welcher 
der  Ftmdamentalcurve  angehört,  ist  die  Tangente  in  diesem  Punkt. 

Die   n(n  —  1)    Punkte,   in   denen   die   erste   Polare   eines 
Punkts  y  die  gegebene  Curve  schneidet,  sind  die  Berührungsptmkte 
der  von  y  an  die  gegebene  Curve  gezogenen  Tangenten. 
^       Ein  r-facher  Punkt  der  Fundamentaleurve  ist  vielfach  von 
der  Ordmmg  r  —  s  für  die  5*®  Poiare  eines  beliebigen  Pols. 

Wenn  eine  Curve  in  eine  Gerade  imd  in  eine  andere  Gurve 
(n  —  l)*®'  Ordnung  zerfäUt,  so  besteht  die  erste  Polare  eines 
Pmkts  der  Geraden  aus  dieser  Geraden  und  der  ersten  Polaren 
in  Bezug  auf  die  Cwrve  {n  —  l)*®'  Ordnung. 

Die  r*®  Polare  eines  Punkts  0^  in  Bezu^g  auf  die  s*®  Polare 
eines  Punkts  0,  fällt  mit  der  s^""  Polare  von  0,  bez.  der  r*®^ 
Polaren  von  0^  zusammen. 

Werm  die  Fundamentaleurve  einen  Doppelpunkt  D  hat,  so 
geht  die  erste  Polare  eines  wülkürUchen  Pols  0  durch  D  und  hat 
dort  die  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkt  mit 
DO  harmonisch  conjugirte  Gerade  zur  Tangente.  Ist  der  Doppel- 
punkt ein  Cmpidalpimkt,  so  ist  die  Tangente  an  die  erste  Polare 
die  Cuspidaltangente  selbst. 
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Die  ersten  Polaren  aller  Fmkte  einer  Geraden  hüden  em 
Büschel  von  Cwrven  mit  denselben  {n  —  1)^  Grimdpmikten. 

Der  PolarkegelschniU  eines  Doppetj^mikts  zerfällt  in  zwei 
Gerade,  wdche  die  beiden  Tangenten  im  Dqppelpimkt  sind. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Infiexumspwnkts  zerfäUt  in  zwei 
Gerade,  von  denen  die  eine  die  Inflexionstangente  ist 

Wenn  ein  Punkt  der  Fu/ndamentalcurve  das  System  zweier 
Geraden  zwm  PolarkegelscfiniU  hat,  so  ist  er  entweder  ein  Doppel- 
oder  ein  Inflexionsptmkt  der  Fimdamentalcurve. 

Wenn  der  Pol  eine  Curve  w*®'  Ordnung  durchläuft,  so  hülU 
die  Polargerade  eine  Curve  m(n  —  l)*®'  Glosse  ein. 

Auf  jeder  Geraden  gibt  es  2(n  —  2)  Punkte,  deren  erste 
Polaren  von  der  Geraden  berührt  werden;  die  Polarkegelschnitte 
der  Berührungspunkte  berühren  diese  Gerade. 

Ein  Pol,  der  mit  n  Punkten  einer  Curve  w*®'  Ordnung  in 
einer  Geraden  Uegt,  hat  die  nämliche  Polargerade  in  Bezug  auf 
die  Curve  und  in  Bezug  auf  das  System  der  n  Talenten  in  den 
n  Punkten. 

Die  Polargerade  eines  in  einer  bestimmten  Bichtimg  un- 
endlich fernen  Punkts  heisst  Durchmesser  der  Curve  n^^  Ordnung. 

Jeder  Durchmesser  ist  der  Ort  der  Centren  der  mittleren 
Abstände  (vergl.  Kap.  2,  §  2)  aller  Systeme  von  n  Punkten,  die 
auf  der  Curve  durch  ein  System  paraMeier  Sehnen  ausgeschnitten 
werden. 

Betrachtet  man  die  Curve  als  Enveloppe  v*®'  Classe,  so  heisst 
der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  Centrum. 

Das  Centrum  ist  die  Enveloppe  (als  Punkt)  der  Geraden,  wdche 
parallel  zu  einem  System  von  v  einander  parallelen  Tangenten  an 
die  Curve  sind,  wenn  diese  Geraden  durdi  das  Centrum  der 
mitüeren  Abstände  der  v  Ptmkte  gelegt  werden,  welche  die  v  Tan- 
genten  auf  einer  zu  ihnen  senkrechten  Geraden  bestimmen. 

Wenn  von  einem  Punkt  0  zwei  Gerade  gezogen  werden, 
welche  die  Curve  in  den  Punkten 

schneiden,  so  ist  das  Verhältniss 

OB^  . . .  OB^ 
OS,  ...  OS^ 

constant,  wie  man  auch  den  Punkt  0  wählen  mag,  wenn  nur  die 
Bichtung  der  beiden  Transversalen  dieselbe  bleibt.  Das  Newton'- 
sehe  Theorem,  Enum.  lin.  tertii  ordinis,  London  1711. 
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Man  habe  ein  Polygon  ABC  ...j  dessen  Seiten  eine  Cnrve 
w**'  Ordnung  in  n  Punkten  schneiden;  bezeichnet  man  mit  {B\j 
(JB)i  die  Producte  der  von  B  bis  zu  den  n  Punkten  gerechneten, 
bez.  auf  den  Seiten  BC,BÄ  entstehenden  Segmente,  mit  {C\y 
(0)2  die  analogen  Producte  etc.,  so  besteht  die  Belation 

das   Carnofsche  Theorem,  Geom.  de  position,  p.  437. 

Wenn  auf  jeder  durch  einen  Ptmkt  0  gezogenen  Geraden, 
welche  die  Cwrve  in  B^,  B^,  . . .,  B^  schneidet^  ein  Punkt  B  der- 
art bestimmt  wird,  dass 


ist,  oder  dass 


OB        OBi    •"  OB^    ' 


^j  [ob        OBJ  ~  ^ 

1  • 


wird,  so  ist  der  Ort  von  B  eine  Gerade.  Das  Cot  es' sehe  Theorem, 
Harmonia  m^nsurarvm,  Cambridge  1722.  Biese  Gerade  ist  die 
Polare  von  0. 

Aehnlich  gilt  der  Satz:  Der  Polarkegelschnitt  des  Punkts  0 
ist  der  Ort  emes  Pimkts  B,  welcher  der  Belation  genügt: 

^  \ÖB  ~  ÖBj  \ÖB  ""  ob;)  ^  ^'  ®*^- 

Man  ziehe  durch  einen  Pimkt  0  eine  Gerade,  welche  die 
Curve  in  n  Punkten  schneidet  und  lege  durch  diese  n  Punkte 
die  Tangenten  an  die  Curve;  werm  dann  durch  0  eine  beliebige 
andere  Transversale  gezogen  wird,  welche  die  Curve  m  B^, ..,,  B^ 
und  die  Tangenten  in  r^,  . . .,  r^  trifft,  so  ist 


n 


2 


-Q^  =  /^^ —  (^^ß  Maclaurin'sche  Theorem). 


Wir  fähren  jetzt  drei  wichtige  covariante  Curven  ein,  die 
Hesse' sehe,  Steiner'sche  oder  Kerncurve  und  die  Cayley'sche. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  der  Punkte 
der  Ebene  ist  die  Hesse* sehe  und  der  Ort  der  Punkte,  deren 
erste  Polaren  einen  Doppelpunkt  haben,  die  St  einer '5cÄc  Curve. 
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Die  Punkte  dieser  beiden  Cwrven  entsprechen  sich  ein-eindeutig. 
Die  Enveloppe  der  Geraden,  die  einen  Punkt  der  Steiner '- 
sehen  mit  dem  entsprechenden  Punkt  der  Hess  ersehen  Curve 
irerbinden,  ist  schliesslich  die  C&j\eysche  Curve^ 

Wenn  in  sjrmbolischer.  Bezeichnung  (vergl.  Bd.  1,  Kap.  12) 
'       /"  =  a«  =  &«  =  Ca;'  ==  •  •  •  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  ist,  so  lautet  die  Gleichwng 
der  Hesse' sehen: 

(abcyal^  bl~  cl~    =0, 

d*f 
oder  wenn   f..  =  ö — ^—gesetzt  wird: 


hl  >     112  >     h 


18 


f%i>     hif     hs 

hl>       #82  >       #88 


=  0. 


Die   GlekJiimg   der   Stemer'schen  Curve   erhält  man   dam 
durch  EUnmation  von  x  aus  den  drei  Gleichu/ngm 

«  —  2 


ax      a^a»  =  0. 


Die  hier  folgende  Zusammenstellung  gibt  die  Werthe  der 
Plücker'schen  Zahlen  (Ordnung,  Classe,  etc.)  für  diese  drei 
Curven  an. 

Es  wird  vorausgesetzt,  die  gegebene  Curve  sei  allgemein, 
d.  h.  besitze  keine  Doppel-  und  Cuspidalpunkte,  und  sie  sei  von 
der  Ordnung  n.  . 

I.    Die  Hesse'sche  Curve. 

Geschlecht       '     =  ^{Sn  —  7)  (3w  —  8), 

Ordnung  =  3(w  —  2), 

Classe  =  3(w  —  2)  (3w  —  7), 

Doppelpunkte     =0,  . 

Cuspidalpunkte    =0, 

Doppeltangenten  =  ^(n  —  l)  (n  —  2)  (n  —  3)  (3n  -r  8), 

Wendetangenten  =  9(n  ^  2)  (ßn  —  8). 
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n.    Die  Steiner'sche  Curve. 

Geschlecht  =  ^(3 w  —  7)  (3«  —  8), 

Ordnung  =  3  (w  —  2)^ 

Classe  =  3(w  —  1)  (n  —  2), 

Doppelpunkte       =  |(w  —  2)  (w  —  3)  (3w*  —  9n  —  5), 
Cuspidalpunkte    =  12  (n  —  2)  (n  —  3), 
Doppeltangenten  =  ^(n  —  2)  (n  —  3)  (3w^  —  3w  —  8), 
Wendetangenten  =  S(n  —  2)  (4»  —  9). 

ni.    Die  Cayley'sche  Curve. 

Geschlecht  =  -J-(3w  —  7)  (3  w  —  8) , 

Ordnung  =  3(w  —  2)  (5n  —  11), 

Classe  =  3{n  —  1)  (n  —  2), 

Doppelpunkte      =  f  (w  —  2)  (5w  —  13)  (5n^  —  19w  +  16), 

Cuspidalpunkte    =  18(w  —  2)  (2n  —  5), 

Doppeltangenten  =  ^{n  —  2)^  (w*  —  2n- —  1), 

Wendetangenten  ==  0. 

Wenn  die  gegebene  Curve  Doppel-  und  Cuspidalpunkte  hat, 
so  sind  an  dieser  Tabelle  Aenderungen  vorzunehmen. 

Für  w  =  3  verlieren  die  Formeln  für  die  Cayley'sche  Curve 
ihre  Gültigkeit;  in  diesem  Fall  sind  die  Hesse'sche  und  Steiner'- 
sche  Curve  eine  und  dieselbe  Curve  3*®'  Ordnung,  die  Cayley^sche 
ist  statt  von  der  6*®^  Classe  nur  von  der  3*®^,  statt  12*®'  nur 
6*®'  Ordnung  und  hat  anstatt  18  Cuspidalpunkte  nur  9. 

Von  der  Hesse'schen,  Steiner'schen  und  Cayley'schen  Curve 
lassen  sich  verschiedene  Definitionen  geben,  die  ebenso  vielen 
specifischen  Eigenschaften  entsprechen. 

Die  Hesse'sche  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  der  Ort  eines  Punkts,  in  welchem  sich  zwei  (und  mithin 
tmendlich  viele)  erste  Polaren  berühren; 

b)  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren; 

c)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  Polarkegelschnitt  vn  zwei 
Gerade  zerfällt; 

d)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  Polargeraden  in  Bezug  auf 
die  ersten  Polaren  der  Curve  sich  in  demselben  Punkt  treffen. 

Die  Steiner'sche  Curve  einer  Curve  ist: 
a)  der  Ort  der  Pole  der  ersten  mit  Doppelpunkten  versehenen 
Polaren; 
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b)  der  Ort  der  Schnitiptmkte  der  Paare  von  Geraden,  welche 
PolarkegelschnUte  darstellen; 

c)  die  Enveloppe  der  Polargeraden  der  Pwnkte  der  Hesse'- 
sehen  Curve; 

d)  der  Ort  der  Pwnkte,  deren  erste  Polaren  die  Hesse'sche 
Curve  berühren; 

e)  Der  Ort  eines  Pimkts,  in  welchem  sich  die  Polargeraden 
eines  mid  desselben  Pols  in  Bezug  auf  die  ersten  Polaren  der 
FundamentoUcurve  schneiden. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechen- 
den Pu/nkte  der  Hessischen  u/nd  Steiner'schen  Curve  verbinden; 

b)  die  Enveloppe  der  in  den  Berührungsptmkten  der  ersten 
Polaren  gemeinschaftUchen  Tangenten, 

In  einem  DoppelptmJct  der  Fimdamentalcurve  hat  auch  die 
Hesse'sche  Curve  einen  Doppelpunkt  mit  denselben  Tangenten. 

In  einem  CuspidalpunM  der  Ftmdamentälcurve  hat  die 
Hesse'sche  Cwrve  einen  dreifachen  Punkt  u/nd  zwei  ihrer  Züge 
berühren  die  Cuspidaltangente;  in  diesem  Punkt  sind  adht  Schnat- 
punkte  der  Curve  mit  der  Hesse'schen  als  vereinigt  zu  betrachten. 

Die  Hesse'sche  Curve  geht  durch  die  Inflexionsptmkte  der 
Fundamentalcurve. 

Die  Steiner'sche  sowohl  als  die  Cagley'sche  Curve  berühren 
die  Inflexionstangentm  der  Fimdamentalcurve. 

Die  Hesse'sdhe  Curve  berührt  in  jedem  beliebigen  ihrer  Pu/nkte 
die  zweite  Polare  des  entsprechenden  Punkts  der  Steiner'schen 
Curve. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  0  der  Hesse'schen  Curve  ist 
die  harmonische  Conjugirte  der  Geraden,  welche  0  mit  dem  ent- 
sprechenden Pu/nkt  Cf  der  Steiner'schen  Curve  verbindet,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Geraden,  welche  die  erste  Polare  von  O  in  dem 
Doppelpunkt  berühren;  und  die  Tangente  in  ff  cm  die  Steiner'- 
sche Curve  ist  die  harmonische  Conjugirte  von  Cf  0  in  Bezug  auf 
die  beiden  Geraden,  in  weldie  der  Polarkegetschnitt  von  0  de- 
generirt. 

Die  Anfänge  der  Polarentbeorie  finden  sich  in  den  Arbeiten 
von  Newton,  Gramer  und  Anderen  Über  die  geradlinigen  und 
krummlinigen  Durchmesser  der  Cunren.  Bobillier  verdankt 
man  allgemeinere  Begriffe,  Arm.  de  Gergonne,  18,  19,  1828. 
Auf  ihn  folgten  Plücker,  Crelle,  5;  Grassmann,  Grelle,  24; 
De    Jonquieres,    Journ.   de  Liouvüle,    1857;    Cayley,    Phü. 
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Trans.,  148.  Später  legte  Cremona  in  seiner  citirten  Intro- 
duzume  die  Polarentheorie  der  ganzen  Lehre  von  den  Curven 
zu  Grund. 

Die  Hesse 'sehe  Curve  wurde  von  Hesse,  CreUe,  28,  41 
eingeführt  und  erhielt  ihren  Namen  von  Sylvester,  Phü.  Trans., 
143;  die  Steiner 'sehe  rührt  von  Steiner,  CreUe,  47  her  und 
wurde  von  Cremona,  Intr.,  so  benannt,  während  Steiner  selbst 
sie  Kerncurve  nannte;  die  Cayley'sehe  Curve,  von  Cayley  för 
die  Curven  dritter  Ordnung  eingeführt,  Fhüosophiecil  transacUons 
of  the  Boyal  sodety  of  London,  Vol.  147,  1857  =  Coli,  Math, 
JPap.^  2,  p.  381,  wurde  von  Steiner,  CreUe,  47  studirt.  Wiehtig 
ist  die  G  leb  seh 'sehe  Arbeit,  CreUe,  64  über  die  St  einer 'sehe 
Curve. 

Viele  Autoren  haben  den  Versueh  gemaeht,  den  Satz  zu 
beweisen,  dass  bei  der  Hesse'schen  Curve,  welehe  einer  all- 
gemeinen Curve  entsprieht,  die  singulären  Punkte  fehlen.  Cremona 
nahm  ihn  als  Postulat  an;  Geiser,  Ann.  di  mat,  9  bewies  ihn 
für  die  Curven  4*®'  Ordnung.  Andere  hierher  gehörige  Arbeiten 
sind  von  Del  Pezzo,  Bend.  Napöli,  1883;  Brill,  Math.  Ann., 
13;  Segre,  Rend.  Lincei,  1895;  ete. 

§  3.    Lineare  Systeme  ebener  Curven. 

Wenn  a"  =  0,  5«  =  0,  •  •  •  die  Gleichungen  von  k  -\-  1 
ebenen  Curven  n*®'  Ordnimg  sind,  so  bildet  das  dureh 

hal  +  Ag&^H =  0 

dargestellte  System,  worin  X^fl^,'"  willkürliche  Ä  +  1  Para- 
meter sind,  das,  was  man  ein  lineares  System  k^^  Stufe  nennt. 
Für  k  =  1  ergibt  sieh  das  Büschel,  für  Ä  =  2  das  Netz,  wenn 
die  Curven  in  Punktcoordmaten  ausgedrückt  werden. 

Sind  dagegen  die  Gleichungen  in  Geradencoordinaten  ge- 
geben, so  erhält  man  für  Ä?  =  1  ein  lineares  System,  welches 
Schar  genannt  wird. 

Em  lineares  System  ä;*®'  Stufe  wird  durch  k  -^  1  Curven 
n*^^  Ordmrng  testimmt,  welche  nicht  demselben  linearen  System 
-niedrigerer  Stufe  amgehören. 

Für  Ä  >  1  haben  die  Curven  des  Systems  im  Allgemeinen 
keinen  Punkt  gemeinschafüich  (Grtmdpimkte) ;  wenn  jedoch  die 
sämmüichen  k  •\-  1  Curven,  welche  das  System  individuälisiren, 
einen  Ptmkt  gememschafüich  haben,  sb  gehört  dieser  Punkt  auch 
allen  übrigen  Curven  des  Systems  an. 
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Für  k  =  1  gibt  es  immer  n^  Grundpmikte  des  Büschels, 
d.  h.  Funkte,  durch  weiche  alle  Curven  des  Systems  gehen. 

Die  allgemeine  Curve  eines  linearen  Systems  hat  ausser  den 
Grundpirnkten  kerne  vielfachen  Funkte,  Bertini,  Bend,  Ist. 
LomK  (2),  15,  1882. 

Ein  lineares  System  von  Curven  w*®'  Ordnung  und  k^^  Stufe 
bestimmt  auf  einer  Tra/nsversdlen  eine  Involution  von  Funkten 
w*®'  Ordnung  und  k^^  Stufe,  siehe  Kap.  2,  §  3. 

Unter  den  Curven  eines  linearen  Systems  gibt  es{k-^l)  (n — k^ 
solche,  welche  eine  Berührung  fc*®'  Ordnung  mit  einer  gegebenen 
Geraden  (d,  Ä.  Ä  -f"  1  unendlich  nahe  Funkte  mit  ihr  gemein- 
schaftlich) haben. 

Es  gibt 

2^in  —  k)(n'-k  —  l)'-'{n^2k+l) 

k\ 

Curven  eines  linearen  Systems,  von  welchen  jede  eine  gegebene 
Gerade  k-mäl  berührt. 

Von  den  Curven  eines  Büschels  berühren  2  (n  —  l)  eine 
gegebene  Gerade,  und  m{2n  -{-  m  —  3)  berühren  eine  gegebene 
Curve  w*®'  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  und  Spitzen.  Hat  diese 
letztere  d  Doppelptmkte  und  r  Spitzen,  so  sind  von  dieser  Zahl 
noch  2d  ~\-  3r  Curven  abzuzielien. 

Unter  den  Curven  eines  Netzes  gibt  es  3  (w  —  2)  von  der 
Art,  dass  für  jede  von  ihnen  eine  gegebene  Gerade  Inflexions- 
tangente  ist. 

Wenn  man  die  beiden  Strahlenbüschel  betrachtet,  welche 
zwei  von  den  n^  Grundpunkten  eines  Büschels  von  Curven  w*®'  Ord-- 
nung  zu  Mittelpunkten  haben,  und  wenn  man  die  beiden  Strahlen^ 
welche  die  in  diesen  beiden  Grundpunkten  an  eine  und  dieselbe 
Curve  des  Büschels  gezogenen  Tangenten  sind,  als  einander  ent- 
sprechend ansieht,  so  sind  die  beiden  Strahlenbüschel  projectiv; 
mithin  ist  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten  an 
vier  Curven  des  Büschels  in  einem  und  demselben  Grundptmkt 
identisch  mit  dem  der  vier  Tangenten  in  einem  beliebigen  anderen 
Grundpunkt.  Dieses  anharmonische  Verhältniss  kann  man  daher 
das  anharmopiische  Verhältniss  der  vier  Curven  des  Büschels 
nennen. 

Unter  den  Curven  eines  Büschels,  welche  sich  sämmtlich  in 
einem  Grundpunkt  F  berühren,  gibt  es  eine,  für  welche  F  ein 
Inflexkmspunkt,  und  eine  andere,  für  welche  F  ein  Doppel 
punkt  ist. 
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Unter:  den  Gwven  eines  Büschels,  von  welchen  em  Grund- 
putiJU  F  DoppdpuYiM  für  alle  Gwven  (mit  verschiedenen  und 
von  Curve  zu  Curve  variahelen  Tangenten)  ist,  gibt  es  zwei,  für 
welche  P  eine  Spitze  ist;  wenn  eine  der  beiden  Tangenten  allen 
Ourven  gememschafÜich  ist,  so  gibt  es  nur  eine  von  ihnen,  für 
welche  P  eine  Spitze  ist;  und  wenn  beide  Tangenten  fest  liegen, 
so  gibt  es  eine  Curve  des  Büschels,  für  wdche  P  ein  dreifachet 
Punkt  ist. 

In  einem  Büschel  exisUren  im  Allgemeinen  S(n  —  1)^  Curven 
mit  Doppelpunkten. 

Dieses  Theorem  unterliegt  Modificationen,  wenn  die  Curven 
des  Büschels  mehrfache  Punkte  verschiedener  Natur  hahen.  Siehe 
darüher  Cremona,  Introduzione  etc.  und  Ann.  di  mat,  7,  1864. 

Sind  drei  Curven  gegeben,  deren  Gleichtmgen 


al 

0, 

K 

0, 

n 
Cx 

0 

lauten,  so  besteht  die  Bedingung,  damit  sie  demselben  Büschel 
angehören,  darin,  dass  ihre  Functionäldeterminante 

/    T    \    n — l,n  —  1   «  —  1 

(aocjax      Ox      Cx 

identisch  verschtvinde.    Siehe  Gordan-Noether,  Math.  Ann.  10. 

TTeww  man  von  einem  Punkt  0  die  Tangenten  an  alle  Curven 
eines  Büschels  zieht,  so  liegen  die  Beruhrwngspwnkte  auf  einer 
Curve  (2w  —  l)*®*"  Ordnung,  welche  durch  0  und  durch  die  r? 
Crrundpunkte  des  Büschels  geht. 

Die  Doppelpunkte  der  Curven  eines  Büschels  haben  dieselbe 
Polargerade  in  Bezug  auf  alle  Curven  dieses  Büschels. 


Der  Ort  eines  Pimktes,  in  welchem  sich  zwei  (und  mithin 
unendlich  viele)  Curven  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Curve 
S(n — l)*®'  Ordnimg  und  heisst  die  Hesse'sche  oder  auch  die 
Jacobi'sche  Curve  des  Netzes.  Ihre  Gleichung  lautet,  wenn  man 
die  bekannten  Bezeichnungen  der  Symbolik  anwendet: 

{abcjax      bx      Cx       =  0. 

Sie  ist  eine  Combinante  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  13)  des 
Systems  der  drei  Fwndamentalewrven  des  Netzes;  d.  h.  die  Unke 
Seite  ihrer  Gleic^iung  vnrd  nur  mit  einem  constanten  Factor  mulr 
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tipUcirt,  wenn  man  statt  einer  der  drei  Curven  eine  Uneare 
Cambmation  derselben  suhsütuirt. 

Die  Hesse'sche  Curve  eines  Netzes  ist  der  Ort  der  Doppel- 
punkte  der  Curven  des  Netzes,  oder  auch  der  Ort  der  Pu/nkte, 
deren  Pölargerade  in  Bezug  auf  die  Curven  des  Netzes  sieh  in 
einem  Funkt  treffen. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  in  Bezug  auf  die 
Curven  des  Netzes  Polargeraden  aller  Punkte  der  Hesse'schen 
Curve  schneiden,  ist  die  sogenannte  St  ein  er 'sehe  Curve,  und 
die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden 
Punkte  der  Hesse'schen  und  Steiner'schen  Curve  verbinden,  die 
sogenannte  Cayley'sche  Curve. 

Die  Steiner'sdie  Cu/rve  ist  von  der  Ordntmg  3(w  —  l)*  und 
die  Cayley'sche  von  der  Classe  3n(n  —  l). 

Betrachtet  man  das  Netz  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf 
eme  gegebene  Curve,  so  werden  die  Hesse' sehe,  Steiner^ sehe  tmd 
Cayley'sche  Curven  dieses  Netzes  die  gleichnamigen  Curven  bez. 
der  gegebenen  Fundamentälcurve.     Siehe  §  2. 

Die  Hesse'sche  oder  JaccMsche  Curve  des  Netzes   ist  von 

der  Ordnung:  3(w  —  1), 

Classe:  3(w  —  1)  (3n  —  4), 

dem  Geschlecht:  \(ß^  —  4)  (3w  —  5), 

und  hat  Doppelpu/nkte:  0, 

Spitzen:  0, 

Doppeltangenten:  yw(w  —  l)  (**  —  2)  (3w  —  5), 

Inflexionstangenten:  9(n  —  l)  (3n  —  5). 

Die  Stemer'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 
der  Ordmmg:  3(w — l)^ 

Classe:  Sn(n — l), 

dem  Geschlecht:  1(3  w  —  4)  (3w  —  5), 

und  hat  Doppelpu/nkte:  f(w  —  1)  (^  —  2)  (3n^  —  3w  —  11), 
Spitzen:  12(n—l)(n  —  2), 

Doppeltangenten:  ^(n  —  l)  (w  —  2)  (ßn^  -\-  Sn  —  8)^, 

Inflexionstangenten:         3(w  —  l)  (4w  —  5). 

Die  Cayley'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 
der  Ordnung:  3(n  —  l)  (5w  —  6), 

Classe:  3n(n  —  l), 


§  3.   Netze  von  Curven.  145 

dem  GescJdecht:  1(3*1  — -  4)  (3w  —  5), 

und  hat  Boppelpmtkte:  ^{n  —  l)  (5n  —  8)  (5w^  —  9w  +  2), 

Spitzen:  18(w  —  l)  (2n  —  3), 

Dqppeltangenten:  ^(n  —  1)  (n^  —  2), 

Inflexionstangenten:  0. 

Falls  aUe  Curven  eines  Netzes  einen  Funkt  gemeinschaftlich 
haben,  hat  eine  von  ihnen  dort  einen  Doppelpunkt;  und  diejenigen, 
welche  in  diesem  Punkt  eine  gegebene  Gerade  berühren,  büden  ein 
Büschel.  Die  Hesse'scJie  Curve  geht  durdi  denselben  Funkt  und 
hat  dort  ebenfalls  einen  DoppelpunM  mit  Tangenten,  die  mit  denen 
der  Curve  zusammenfällen,  welche   dort  den  Doppelpunkt  besitzt. 

Wenn  ferner  alle  Curven  des  Netzes  einen  gemeinschaftlichen 
Funkt  lind  in  ihm  dieselbe  Tangente  besitzen,  so  gibt  es  unter 
ihnen  ein  Büschel  von  Curven,  für  welche  er  ein  Doppelpunkt, 
und  zwei  Curven,  für  welche  er  eine  Spitze  ist.  Die  Hessische 
Curve  hat  in  ihm  einen  dreifachen  Funkt;  zwei  der  Tangenten 
in  dem  dreifachen  Fu/nkt  fallen  mit  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente  zusammen. 

Wenn  alle  Curven  eines  Netzes  in  einem  festen  Fu/nkt  einen 
r-fachen  Funkt  haben,  so  ist  dieser  für  die  Hesse'sche  Curve  ein 
3(r —  1)' fachet  Funkt. 

Jeder  Curve  des  Netzes,  welche  zwei  Doppelpunkte  besitzt, 
entspricht  ein  Doppelpunkt  der  Steiner' sehen  Curve;  mühin  gibt 
es  in  dem  allgemeinen  Netz 

i(n  —  l)(n—  2)  (ßn^  —  3n  —  11) 

Curven  mit  zwei  Doppelpunkten. 

Aehnlich  gibt  es  in  dem  allgemeinen  Netz 

12(n—l)(n  —  2) 

Curven  mit  einer  Spitze, 

i(n  —l){n—  2)  (3^3  +  3n  —  8) 

Büschel  von  Curven,  zwischen  denen  zwei  Berührungen  stattfinden, 
und 

3(n—  l)(4n  — 5) 

Büschel  von  Curven,  zwischen  denen  eine  Berührung  2^^  Ordnung 
(eine  Osculations-  oder  dreipunkUge  Berührung)  stattfindet,  d.  h. 
die  drei  unendlich  nahe  Funkte  miteinander  gemeinschaftlich  haben. 
Sämmtliche  vorstehende  Zahlen  erleiden  Veränderungen, 
wenn  das  Netz  einfache  oder  mehrfache  Grundpunkte  (Basispunkte) 
hat,  d.  h.  solche,   durch   welche   alle  Curven  des  Netzes   gehen. 

Pascal,  Bepertorium.  II.  10 
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Ein  Netz,  dessen  sänuntliche  Curven  sich  zu  je  zweien  in 
einem  einzigen  beweglichen  Ptmkt  schneiden,  hat  Cremona  nach 
Sylvester  homdloidal  zu  nennen  vorgeschlagen,  während  Cayley 
es  als  unicwrsal  bezeichnet. 

Alle  Curven  eines  homaloidälen  Netzes  sind  vom  Geschlecht  NtiU. 

Wenn  Qi,  Q^,  ",  Qs  die  Vielfachheiten  der  Bdsisptmkte  für 
jede  Curve  eines  homaloidälen  Netzes  sind,  so  bestehen  die  Re- 
lationen: 

1 

^^jiQj  —  1)  ^  (n  —  1)  (n  —  2) 

^  2  2  ' 

1 


Vg,^g,-hi;_n(ti+3) 
^  2  2  ^' 


fp/p^H-  1)  _  n{n+  3) 
1 

9 
1 


Ein  lineares  System  A;*®'  Stufe  von  Curven  n*®'  Ordnung 
heisst  vollständig^  wenn  es  durch  die  Basispunkte  bestimmt  ist, 
d.  h.  wenn  es  das  lineare  System  aller  Curven  n*®'  Ordnimg  ist, 
die  mit  gegebener  Vielfachheit  q^,  ^j,  .,.,  q^  durch  s  bestiounte 
feste  Pimkte  gehen. 

Es  bestehen  dann  die  Fundamentalbeziehungen  (Erweitenmgen 
der  Formeln  für  das  homäloidale  Netz): 

s 

n^—  ^qi'  =  D  (Grad), 
1 

(--^n--3  _  ^  ÄZl^  =  p  (GesMecht), 

1 

^+— ^  —  2  ^*  ^%"^      <  ^  (Dimension  oder  Stufe), 

1 
Ber  Grad  B  steUt  die  Anzahl  der  variäbelen  Schnitte  zweier 
Curven  des  Systems  dar. 

Das  System  heisst  überr^Mich  (sovräbbondante)^  wenn  in 
der  letzten  Formel  das  Zeichen  <,  regulär^  wenn  das  Zeichen 
=  zu  nehmen  ist. 
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Ein  System  ist  regulär,  wenn  D  >  2p  —  2  oder  k'^p  istj. 
Siehe  darüber  Segre,  Mend,  Palermo,  1  und  Castelnuovo, 
Mem,  Acc,  Torino,  1891. 


Sind  drei  Curven  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^  gegeben,  so 
lassen  sich  für  das  System  der  drei  Curven  covariante  Curven  con- 
struiren,  welche  der  Jacobi'schen  und  Steiner'schen  Curve  eines  Netzes 
analog  und  för  n^  =  n2  =  n^  =  n  ihnen  gleich  sind,  und  welche 
auch  bei  ungleichen  Ordnungen  diese  Namen  beibehalten  können. 

Die  Jacöbi'sche  Curve  des  Systems  dreier  Curven  ist  von 
der  Ordnimg  w^  +  w^  -|-  Wj  —  3  und  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Polargeraden  in  Bezug  auf  die  drei  Curven  sich  in  demselben 
Punkt  treffen.  Der  Ort  dieses  letzteren  Punkts  ist  die  Steiner'- 
sche  Curve  und  ihre  Ordntmg 

w^Wg  +  Wjjnj  +  «8^1  —  2(«i  +  Wj  +  Wg)  4-  3. 

Die  Jacöbi'sche  Curve  der  drei  Curven  ist  auch  der  Ort 
der  Punkte,  in  welchen  sich  die  in  Bezug  auf  die  drei  Curven 
ersten  Polaren  desselben  Punkts  schneiden. 

Wenn  es  Punkte  giebt,  die  allen  drei  gegebenen  Curven  ge- 
meinschafüich  sind,  so  gehen  die  Jacobi'sche  und  Steiner* sehe  Curve 
dur<^  diese  Punkte. 

Die  JaccMsche  Curve  geht  auch  durch  die  Doppelpunkte 
der  gegebenen  Curven. 

Sind  (p{x)  ^=  ttx^  =  0,  t/;(ic)  =  fe?,  x{x)  ^=  c^  die  drei 
gegebenen  Curven,  so  lautet  die  Gleichung  der  Jacobi'schen  Curve: 

d(p      dfp      d(p 


{abc)a7    ^b^    ^c? 


Wi  n,  Wj 


dtp 


dx^ 


dx^'^    dx^*    dx^ 

^     H_     H_ 

^a?i'    dx^"*    dx^ 


=  0. 


Die  Theorie  der  linearen  Curvensysteme  ist  in  letzter  Zeit 
nach  verschiedenen  Eichtungen  hin  studirt  worden,  soweit  sie 
mit  verschiedenen  anderen  geometrischen  Lehren,  wie  mit  der 
ein-eindeutigen  Transformation,  mit  der  Abbildung  der  Flächen 
auf  eine  Ebene  und  der  sogenannten  Geometrie  der  Punktgruppen 
auf  einer  algebraischen  Curve  in  Verbindung  steht;   vergl.  §  4. 

Zwei  Ourvenbüschel  lassen  sich  als  in  projectiver  Zuordnung 
zu  einander  stehend  ansehen  und  es  ergibt  sich  dann  der  wichtige 
Satz,  dass  jede  algebraische  Curve  als  der  Ort  der  Schnittpunkte 

10* 
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der  sicJi  entsprechenden  Curven  zweier  prcjecUver  Curvenhüscliel 
betrachtet  werden  kann.  Dieses  Theorem  wurde  von  Chasles, 
Compt.  Rend.,  41,  1853  für  die  Curven  3.  0.  aufgestellt  und 
bewiesen  und  von  Jonquieres,  Mem.  de  VAc.  de  Paris,  16, 
1858  auf  den  allgemeinen  Fall  ausgedehnt.  Es  verallgemeiaert 
den  Begriff  der  projectiven  Erzettgtmg  der  Kegelschnitte. 

Von  Arbeiten  über  die  linearen  Systeme  führen  wir  ausser 
der  Introduzione  von  Cremona  an:  Jonquieres,  Math.  Ann.,  \\ 
Caporali,  CoUect.  Math.,  Mailand  1881;  Jung,  Ann.  di  vnat.,  15, 
16;  Guccia,  Bend,  Palermo,  7  etc.  Dazu  kommen  alle  Arbeiten, 
welche  die  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  behandeln, 
und  von  denen  in  dem  folgenden  Paragraphen  die  Eede  sein  Ynxd. 

Ueber  die  Singidaritäten  der  Jacobi'schen  Curve  von  drei 
Curven  sehe  man  Gerbaldi,  Bend.  Palermo,  8  nach. 

§  4.   Die  Punktgruppen   auf   einer  algebraisohen    Curve. 

In  der  sogenannten  Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve 
werden  die  Eigenschaften  der  Gruppen  von  Pimkten  studirt, 
welche  auf  einer  Grundcurve  von  der  w*®^  Ordnung  durch  die 
Schnitte  derselben  mit  Systemen  anderer  Curven  beliebiger  Ord- 
nung entstehen,  speciell,  wenn  diese  Systeme  linear  sind,  d.  h. 
wenn  ihre  Gleichungen  variabele  Parameter  linear  enthalten. 

Wenn  die  Grundcurve  eine  Gerade  ist,  so  bilden  diese 
Punktgruppen  die  sogenannten  Involutionen  höherer  Ordnung.^ 
von  denen  wir  in  Kap.  2,  §  2  gesprochen  haben. 

Wir  müssen  einige  Sätze  über  die  Schnittpunkte  zweier 
Curven  vorausschicken. 

Es  liege  eine  Grundcurve  f  von  der  n^^  Ordnung  vor  und 
sie  werde  von  einer  Curve  tp  von  der  w*^  Ordnung  geschnitten, 
welche  durch  8  singulare  Punkte  von  f  geht,  wobei  in  ö  auch 
die  Zahlen  mitgerechnet  sind,  die  angeben,  wie  oft  q)  durch 
einen  singulären  Pimkt  von  f  geht.  Die  Schnittpunkte  der 
beiden  Curven  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  ein  Theil 
von  ihnen  wird  durch  die  anderen  bestimmt.  Es  sei  k  die  Anzahl 
der  Schnittpunkte  der  beiden  Curven,  welche  durch  alle  übrigen 
bestimmt  sind;  es  bestehen  dann  die  Fundamentalungleichheiten: 

für     m<in —  2     ist    k-^mn ~r^ — -  —  ^, 

r {n  —  1)  (n  —  2)  {n  —  m  —  1)  (n  —  m  —  2)-| 

[—  2  ö J ; 

für     m>n  —  2     tst    k< ^-^ ^  —  d. 
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Eine  Curve  wird  eine  adjungirte  Curve  genannt,  wenn  sie 
r  —  1  mal  durch  jeden  r-fachen  Punkt  von  f  geht;  hat  mithin 
/'  keine  anderen  mehrfachen  Punkte,  als  Doppelpunkte  und 
-Spitzen,  so  hat  eine  adjungirte  Curve  nur  die  Bedingimg  zu 
erföllen,  einfach  durch  jeden  Doppelpunkt  oder  jede  Spitze  von 
f  zu  gehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  g>  sei  eine  adjungirte  Curve  von  der 
Ordnung  m. 

Wen/n  man  alsdann  mit  k  die  Anzahl  der  nm  Schnittpunkte 
von  f  und  g?  bezeichnet^  welche  durch  die  übrigen  bestimmt  sind, 
so  bestehen  (unter  p  das  Geschlecht  von  f  verstanden)  die  Un- 
gleichheiten: 

...             ^            o      w     7  ^            (n  —  w  —  1)  (n  —  m  —  2) 
für     m  <Cn  —  2     ist     k<,p  —  ^ ~ ; 

für     m^n  —  2     ist     k<^p, 

Bea^tenswerÜi  ist,  dass  in  dem  zweiten  Fall  die  Zahl  k 
nicht,  wie  im  ersten,  von  der  Ordnung  m  der  schneidenden  Curve 
abhängt,  und  dass  in  dem  ersten  Fall  k'^p  —  1  für  m  =  n  —  3 
wird. 

Die  Curve  g>  sei  eine  adjungirte  Curve,  In  ihre  Gleichung 
möge  linear  eine  gewisse  Anzahl  willkürlicher  Parameter  derart 
eingehen,  dass  alle  durch  Yariation  dieser  Parameter  erhaltenen 
g>  ein  lineares  System  bilden. 

Es  sei  Q  die  Anzahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  f 
mit  9>/  d.  h.  die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  beim  Ueber- 
gang  von  einer  Curve  fp  zur  anderen  variiren;  wenn  k  von  ihnen 
durch  die  übrigen  Q  —  k  bestimmt  sind,  so  beträgt  die  Anzahl 
der  Pimkte,  die  man  willkürlich  auf  f  wählen  kann,  Q  —  k  =  q'^ 
diese  Zahl  wollen  wir  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  von  Q 
Punkten  nennen,  weil  es  alsdann  oo'  Gruppen  von  Q  Punkten 
gibt,  in  welchen  f  durch  Curven  der  Art  <p  geschnitten  wird. 
Die  Zahl  q  stellt  die  Anzahl  der  willkürlichen  Parameter  dar, 
die  linear  in  die  Gleichung  von  tp  eingehen.  Das  eben  angegebene 
Theorem  ergibt  alsdann: 

-.,            ^            o      -^         -^  io              ,    (n  —  m  —  1)  (n  —  m  —  2) 
für     m<n  —  3     ist     q>Q  —  p  -f- -^ ; 

für     m^  n  —  3     ist     q^Q  —  p. 

Man  kann  diese  Formeln  iu  eine  andere  Gestalt  bringen, 
welche  erlaubt,  eine  obere  Grenze  für  die  Zahl  Q  anzugeben, 
wenn  die  Mannigfaltigkeit  q  des  Systems  bekannt  ist.  Es  lässt 
sich  behaupten: 
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für    m  =  n  —  3     ist     (?^g'+i>  —  1; 
für     m  >  n  —  3     ist     Q  ^q  -{-  P- 

Brill   und  Noether,   Math.  Arm.,  7    fanden    später    auch 
eine  tmtere  Grenze  für  Q;  es  ist  nämlich  immer 


^^       a4-l       • 


3  + 
Es  eodstiren  ferner,  wenn  man 

setzt,   (X)**  Systeme  von  Q  Funkten   tmd   der  MannigfälHgkeit  q. 
Für  r  =  0  ist  die  Anzahl  dieser  Systeme  endlich,  nänüicfi 
gleich 

21SI  ...  q\V.  ...  (p^  1  —  Q  +  q)\  pl 
2ld\  '■'  {2q+p  —  0)1 

Castelnuovo,  Lincei,  1889. 

Für  q=  1  beträgt  diese  Zahl 

P] 

(p-e+l)!  (p-Ö  +  2)! 

Brill-Noether,  MaiHi.  Ann.  7. 

Wir  wollen  mit  dem  Symbol  6rQ  eme  Gruppe  eines  linearen 
Systems  von  Q  Pimkten  und  der  Mannigfaltigkeit  q  bezeichnen 

und  mit  gq^  das  ganze  System  dieser  Gruppen. 

Wen/n  Q grösser  als  2p  —  2  ist,  so  muss  genau  q  =  Q  — p  sein. 

Für  Q  =  2p  —  2  ist  q=p  —  1  oder,  wenn  das  System 
kein  Specialsystem  ist  (siehe  unten),  q  =p  —  2. 

Ist  f  eine  wnzerleghare  Curve,  so  existiren  p  adjtmgirte 
linear  unabhängige  Curven  von  der  Ordmwng  n  —  3,  welche  auf 
f  kerne  anderen,  als  die  vielfachen  Punkte  gemei/nsdiafüich  haben. 

Lässt  sich  f  in  k  Factoren  zerlegen,  so  existiren 

p-\-k—  1 

derartige  adju/ngirte  linear  unabhängige  Curven  von  der  Ordnung 
n  —  3.     Christof  fei,  Ann.  di  Mat.,  10. 

Die  adjungirten  Curven  (n  —  3)*®'  Ordnung  schneiden  die 
Grundcurve  f  (ausser  in  den  singulären  festen  Punkten)  noch  in 
2p  —  2  Punkten.     Nim  existirt  das  interessante  Theorem: 

Jedes  q-fach  unendliche  Uneare  System  von  Q  Punkten  kann 
immer  auf  der  Grundcurve  f  von  einem  System  adjungirter  Curven 
(n  —  3)*®'  Ordnung  ausgeschnitten  werden,  wenn 

q  >  Q  — P  +  1     ist; 


§  4.   Der  Bestsatz.  151 

diese  Bedingung  schliesst  nach  einem  früheren  Utearem  aus,  da$$ 
Q>2p  —  2  ist 

Ins  Besondere: 

Wenn  ein  Büsclid  (q  =  l)  adjungirter  Curv^n  p  bewegliche 
Schnittpunkte  mit  der  Curve  f  hat,  so  liegt  jede  Gruppe  dieser 
p  Funkte  auf  einer  adju/ngirten  Curve  {n  —  3)*®'  Ordntmg. 

Eine  Gruppe  von  Q  Punkten,  durch  welche  wenigstens  eine 
adjungirte  Curve  (n  —  3)*®'  Ordnung  geht,  heisst  eine  Special' 
gruppe;  das  System,  welchem  sie  angehört,  wird  Specialsystem 
genannt. 

Das  System  g^^—  2  pflegt  man  canonisches  System  zu  nennen. 

Es  hat  keine  festen  Punkte  und  ist  das  einzige  System  dieses' 
Art  (siehe  ohen). 

Eines  der  gnmdlegenden  Theoreme  für  die  Theorie,  die  uns 
hier  beschäftigt,  ist  der  sogenannte  BestsatZy  der  nachweist,  dass 
die  Punktgruppen  auf  einer  Curve  sich  gewissermassen  als  un- 
abhängig von  den  CuiTcn  auffassen  lassen,  durch  welche  sie 
ausgeschnitten  werden. 

Zwei  Punktgruppen  Gq,  Gq'  heissen  corresidual  zu  einander, 
wenn  eine  andere  Gruppe  Gr  von  der  Beschaffenheit  existirt, 
dass  die  beiden  Gruppen  Gq^  Gr  alle  beweglichen  Schnittpunkte 
(mit  Ausschluss  der  singolären  Punkte)  von  f  mit  einer  adjun- 
girten  Curve  und  die  Gruppen  Gq',  Gr  alle  beweglichen  Schnitt- 
punkte ron  f  mit  einer  anderen  adjungirten  Curve  darstellen. 
Die  beiden  Gruppen  Gq  und  Gr  heissen  dann  residual  eudnnnder. 

Der  Bestsatss  lautet: 

Wenn  Gq  und  Gq'  in  Bezug  auf  die  Gruppe  Gr  corresi- 
dual zu  einander  sind,  so  müssen  sie  es  auch  in  Bezug  auf  eine 
'beliebige  andere  Gruppe  Gr'  sein,  welche  mit  einer  von  ihnen  das 
vollständige  System  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  f  mit  einer 
beliebigen  anderen  Curve  bÜdet.  Mit  anderen  Worten:  Die  Eigen- 
schaft zweier  Pu/nktgruppen,  corresidual  zu  einander  zu  sein,  ist 
von  der  zu  beiden  residualen  Pu/nktgruppe  unabhängig;  d.  h.  sie 
hängt  nicht  von  den  Curven  ab,  von  welchen  diese  Punktgruppen 
auf  f  ausgeschnitten  werden. 

Oder  auch:  Wenn  man  durch  Gq  eine  beliebige  andere  ad- 
jungirte Curve  legt,  welclie  f  in  einer  Gruppe  Gr  .  schneidet,  so 
lüden  die  Gruppen  Gr'  und  Gq  das  vollständige  System  der  be- 
weglichen Schnittpunkte  von  f  mit  einer  adju/ngirten  Curve. 

Dieser  Satz,  von  algebraisdiem  Standpunkt  aufgefasst,  ist 
bei  Brill-Noether,  Gott.  Nachr.,  1873  und  Math.  Ann.,  7  zu 
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finden.  Seinen  Ursprung  jedoch  verdankt  er  dem  Ab  ersehen 
Theorem  über  die  transcendenten  Integrale.  Siehe  Bepertorium, 
I,  Kap.  15,  §  8. 

Es   liege  ,me  Gruppe   von  Q  Punkten   vor,    welche  einem 

linearen  System  g^  angehört  Es  sei  t  =  r  +  1  ^^  Anzaht 
der  linear  miahhängigen  adju/ngirten  Curven  (n  —  3)*"  Ordmmg, 
welche  durch  die  Q  Punkte  gehen;  alsdan/n  ist  die  Mannigfaltig- 
keit q  durch  die  Formel 

q  =  Q  —  i>  +  ^+  1     gegeben. 

Dieses  ist  das  sogenannte  Biemann-Eoch'sche  Theorem^ 
Cr  eile,  64.  Es  wurde  bei  der  Untersuchung  der  algebraischen 
Functionen  entdeckt,  siehe  Bepert.  I,  p.  395. 

Die  Zahl  r  gibt  die  Anzahl  der  nicht  homogenen  Para- 
meter an,  welche  linear  in  die  allgemeine  Gleichu/ng  einer  d/urdi 
die  Q  Punkte  gehenden  adjtmgirten  Curve  (n  —  3)*®'  Ordnung 
eingehen;  sie  stellt  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  dieser  Curven 
dar.  Für  ein  allgemeines  System  (kein  Specialsystem)  ist  r  -{- 1  =  0. 

Das  Eiemann-Boch'sche  Theorem  lässt  sich  auch  auf  die 
folgende  Art  anders  fassen  und  heisst  dann  (nach  Klein)  das 
Brill-Noethe r 'sehe  Beciprodtätsth eorem : 

Eine  adjungirte  Curve  (n  —  3)*®'  Ordnung  schneide  f  in 
2p  —  2  Punkten,  die  in  zwei  Gruppen  von  Q  -}-  B  =  2p  —  2 
Punkten  zerfallen;  die  Gruppe  der  ersten  Q  Punkte  gehöre  einem 
linearen  System  von  der  Mannigfaltigkeit  q  cm;  die  Gruppe  der 
zweiten  B  Punkte  wird  dann  einem  linearen  System  von  der 
Mannigfaltigkeit  r  derart  angehören,  dass  die  Belationen 

q  —  r  =  Q—P  +  1, 

r  —  q  =  B  — p  -|-  1 
bestdien. 

Das  folgende  Theorem,  welches  eine  Folge  des  Biemann- 
Roch'schen  Satzes  ist,  wird  das  Clifford'sche  genannt,  Phü. 
Trans.,  1878: 

Wenn  das  System  gq  ein  Specialsystem  (d.  h.  die  entsprechende 
Zahl  r  -\-  1  grösser  als  Null)  ist,  so  muss  Q^2q  sein. 

Wenn  ein  lineares  System  gq  gegeben  ist,  so  gibt  es  ge- 
wisse Gruppen  von  Q  dem  System  angehörigen  Punkten,  welche 
zwei  oder  mehrere  zusammenfallende  Punkte  besitzen;  diese 
Punkte  heissen  vielfache  Punkte  des  Systems. 
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Die  Anzcüil  der  (q  -j-  l)  fachen  dem  System  angekörigen 
Punkte  ist  durch  die  Formel 

(q  +  1)  (<3  +  ^i>  -  Q) 

gegeben.  Siehe  Brill,  Matli.  Ann.,  4;  Clebsch-Lindemann, 
Geometrie,  1,  p.  461.  Untersuchungen  dieser  Art  haben  De 
Jonquieres,  Grelle,  66;  Cayley,  Lond.  Phil.  Trans.,  158  = 
Coli.  Math.  Pap.,  6,  p.  191  und  Andere  geführt. 

In  dem  System  g2^— 2,  d.  h.  in  dem  System  der  sämmtlidien 
Gruppen  von  Pu/nkten,  wdche  auf  f  durch  alle  zu  f  adju/ngirten 
Curven  (n  —  3)*®'  Ordnu/ng  ausgeschnitten  tverden,  gibt  es  im 
Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen  von  nur  p  —  1 
Punkten,  von  denen  jeder  zweimal  gezählt  wird\  diese  Anzahl 
beträgt  (2^ — 1)2^""^;  solche  Gruppen  entsprechen  adjungirten 
Curven  (n  —  3)*®'  Ordnu/ng,  welche  Berührungscurven  von  f 
sind,  d.  h.  f  in  jedem  Pu/nkt^  in  welchem  sie  es  treffen,  berühren. 

Es  gibt  ferner  (2^  -\-1)2p~^  adjwngirte  Curven  {n  —  2)*®' 
Ordnu/ng,  welche  f  in  p  Pu/nkten  berühren. 

Es  kann  jedoch  f  eine  derartige  Curve  sein,  dass  es  rmendlich 
viele  solcher  Gruppen  gibt,  nämlich  cx)"*"~^  (m  =  2,  3,  •  •  •).  Das 
Studium  dieser  Systeme  ist  für  die  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  von  Bedeutung  und  wurde  von  Weber,  Math.  Ann.,. 
13;  Kraus,  ib.,  16  begonnen. 

Wir  wollen  die  Resultate  von  Kraus  in  Bezug  auf  die 
Beschaffenheit  einer  Curve  /*,  die  solche  Systeme  von  Punkt- 
gruppen besitzt,  hier  angeben: 

I)ef  Typus  einer  Curve  f,  welcJie  cx)^  Gruppen  von  p  —  1 
Punkten  enthält,  in  welchen  sie  von  einer  adjungirten  Curve 
(n  —  3)*®'  Ordnung  berührt  wird,  ist  für  i?  >  3  eine  Curve 
{p  +  1)*®'  Ordnung  mit  einem  Selbstberührungspunkt  und  mit 

iP  -  4)  (^  +  1) 

2 

auf  einer  Curve  (p  —  4)*®'  Ordnung  liegenden  Doppelpunkten, 
Für  p  =  S  ist  dagegen  die  Curve  5*®'  Ordnung  und  hat  einen 
dreifachen  Punkt. 

Der  Typus  einer  Curve  f,  auf  welcher  ein  System  von  oo^ 
Gruppen  von  p  —  1  Punkten  der  eben  angegebenen  Art  existirt, 
ist  eine  Curve  {p — l)**'  Ordnu/ng  mit  \  {p — l)(p  —  6) 
Boppdpu/nkten ,  wdche  auf  einer  adjungirten  Curve  {p  —  6)*®^ 
Ordnung  liegen.  Das  kleinste  Geschlecht  einer  solchen  Curve  ist 
i)=  6. 
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Der  Typus  scKliesslich  einer  Curve  f,  auf  welcher  es  ein  System 
von  oo"*"^  (w  >  3)  Gruppen  der  angegebenen  Art  gibt,  ist  eine 
Curve  (p  —  m  -{-  2)*®'  Ordnung  mit 

4- [(i?  —  m)«  —  (i)  +  tn)] 

Doppelpimkten,  welche  auf  einer  adju/ngirten  die  Normalcurve  in 
m  —  3  anderen  Punkten  berührenden  Curve  (p  —  m  -[-  3)*®'  Ord- 
nung liegen.     Der  kleinste  Werth  von  p  für  ^  ==  4  ist  p  =  9. 

Die  Existenz  solcher  Systeme  von  Gruppen  entspricht  der 
Existenz  von  Funktionen  d-  (siehe  ^epert,  1,  Kap.  17),  die  zu- 
gleich mit  ihren  Devirirten  der  verschiedenen  Ordnungen  für  die 
Argumente  Null  verschwinden;  doch  können  wir  uns  auf  diese 
Einzelheiten  nicht  einlassen.     Vergl.  Weber,  1.  c. 

Hierher  gehört  auch  der  folgende  wichtige  Satz  von 
Weber: 

Die  (p  —  1)  +  (jp  —  l)  =  2p  —  2  Berührungspunkte  zweier 
adjwngirter  demselben  System  angehöriger  Berührungscurven 
{n  —  3  V®'  Ordnung  liegen  auf  derselben  anderen  adQwngirten 
Curve  (n  —  3)*®'  Ord/nung. 

Daraus  folgt  die  Existenz  gewisser  identischer  quadratiscJier 
Beziehu/ngen ,  welche  alsdann  zwischen  4en  linken  Seiten  der 
Gleichungen  der  adjungirten  Curven  {n  —  3)*®'  Ordnung  bestehen 
müssen. 

Eine  sehr  wichtige  Kategorie  von  Curven  sind  die  so- 
genannten hyperelliptischen.  Vom  Standpimkt  der  Punktgruppen- 
theorie aus  werden  sie  durch  die  Eigenschaft  definirt,  dass  sie 
ein  System  g^^  besitzen. 

In  diesem  System  g^^  gibt  es,  2p  -\-  2  Paare  zusammen- 
fallender Punkte. 

In  einer  hyperelliptischen  Curve  ordnen  sich  die  Punkte  derart 
paarweise  zusammen,  dass  jede  adju/ngirte  Cwrve  {n  —  3)*®'  Ord- 
nung, die  durch  den  einen  der  Punkte  des  Paares  geht,  noth- 
wendiger  Weise  auch  durch  den  anderen  gehen  muss. 


Eine  Formel,  welche  für  die  Theorie,  die  uns  hier  beschäftigt, 
von  grosser  Bedeutung  ist  und  verschiedene  Anwendungen  zu- 
lässt,  ist  die  sogenannte  Correspondenzformd  von  Cayley  und 
Brill,  welche  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  Chasles'- 
schen  ansehen  kann.     Vergl.  Kap.  1,  §  2. 
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Nehmen  wir  an,  es  sei  eine  Eelation 

0{x^,  x^,  x^;  t/j,  3/2,  ^3)  =  0 

vom  r*®^  Grad  in  (x)  und  dem  s"^^  in  (jj)  festgestellt. 

Ist  ein  Punkt  (pc)  gegeben,  so  bestimmt  diese  Relation  eine 
Curve  der  Ebene,  welche  die  Fundamentalcurve  w*®'  Ordnung  f  in 
ns  Punkten  schneidet  und  ist  ein  Punkt  (j/)  gegeben,  eine  Curve, 
die  /*  in  nr  Punkten  schneidet. 

Man  w^ähle  die  Punkte  {x\  (jf)  auf  der  Curve  /*;  varürt 
Äian  (pc)  auf  der  Curve  /",  so  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Gruppen 
von  ns  Pujjkten  auf  f  und  durch  Variation  von  (y)  auf  f  eine 
Reihe  von  Gruppen  von  nr  Punkten.  Man  erhält  mithin  eine 
Corre$ponden0  swischm  zwei  Beihen  von  Funlägruppen  auf  f. 
Die  in  Rede  stehende  Formel  gibt  die  Anzahl  der  Dqppelptmkte 
dieser  Correspondenz  an. 

Wir  wollen  annehmen,  einem  Punkt  (x)  entsprechen  ß  durch 
die  Schnitte  von  f  mit  einer  Curve  der  zweiten  Reihe  gegebene  Pu/nkte 
(2/)  und  diese  Curve  der  zweiten  Beihe  treffe  da/nn  wieder  f  in  y 
imt  (x)  zusammenfallenden  Punkten,  und  wollen  ferner  voraus- 
3etzen,  einem  Punkt  (t/)  entsprechen  u  durch  die  Schnitte  von  f  mit 
einer  Curve  der  zweiten  Beihe  gegebene  Pu/nkte.  Diese  Curve 
der  zweiten  Beihe  muss  dann  noch  y  mal  durch  (jf)  gehen  u/nd 
die  Anzahl  der  PmMe  (x),  welche  mit  entsprechenden  Punkten  (j/) 
zusammenfällen,  beträgt 

a  +  ß  +  2yp. 

Ist  J9  ==  0,  d,  h.  f  imicursal,  so  reducirt  sich  diese  Formel 
auf  die  Chasles'sche. 

Die  Coinddenzpunkte  bilden  immer  ein  vollständiges  System 
der  Schnitte  von  f  mit  einer  anderen  Curve. 


Das  oben  angegebene  Theorem  wurde  zuerst  von  Cayley 
aufgestellt,  Compt.  Bend.,  62;  Proc.  London  math.  soc,  1;  später 
wurde  es  von  Brill  bewiesen,  Math.  Ann.,  6,  7,  31;  siehe  auch 
Junker,  Dissert.,  Tübingen,  1889;  Andere  Beweise  sind  von 
Schubert,  Cälcül  der  abzähl.  Geom.,  Leipzig  1879,  §  18;  Bobek, 
Wiener  Akad.,  93;  Lindemann,  Crelle,  84;  Hurwitz,  Math. 
Ann.,  28;  Zeuthen,  Math.  Ann.,  40,  Segre,  Ann,  di  mal, 
22,  §  12.  Einige  dieser  Autoren  z.  B.  Hurwitz  haben  auch 
ein  allgemeineres  Theorem  betrachtet.  In  der  Clebsch-Linde- 
mann'schen  Geometrie,  Bd.  1,  S.  441  wird  dem  Correspondenz- 
princip  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet. 
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Den  Grund  zu  der  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  einer 
Curve  hat  wohl  Eiern  an n  gelegt;  er  betrachtete  diese  Lehre 
jedoch  vom  Standpunkt  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
auf  einer  Riemann'schen  Fläche  (was  schliesslich  auf  dasselbe 
hinauskommt).  Siehe  Bepert.,  I,  Kap.  15.  Später  hat  sich  die 
Theorie  nach  verschiedenen  Richtungen  entwickelt:  nach  der 
Richtung,  welche  man  die  fu/nctionäle  nennen  könnte,  und  die 
gerade  von  Riemann  und  den  zahlreichen  Arbeiten  über  die 
AbeFschen  Integrale  ausgeht;  nach  der  algehraisdi-geometrischen^ 
die  einer  grundlegenden  Abhandlung  von  Brill-Noether,  Math. 
Ann.,  7  ihre  Entstehung  verdankt  und  der  älgehraisch-arWimetischen, 
Kronecker,  Dedekind,  Weber;  vergl.  besonders  Crelle,  92. 
In  der  letzten  Zeit  tritt  auch  noch  die  rein  geometrische  Auf- 
fassungsweise hinzu;  wir  empfehlen,  eine  neuere  Arbeit  von 
Segre,  Ann.  di  mat,  22  darüber  nachzusehen. 

Die  Theorie  der  Punktgruppen  ist  fär  das  Studium  der  ein- 
eindeutigen Transformation  der  ebenen  Curven  (siehe  weiter  imten, 
§  5)  von  der  grössten  Bedeutung,  weil  die  Eigenschaften  der 
Gruppen  für  diese  Transformation  invariante  Merkmale  darstellen. 

Der  Kürze  wegen  verzichten  wir  darauf,  alle  anderen  zahl- 
reichen Arbeiten  von  Noether,  Brill,  etc.  zu  citiren. 

Küpper,  Bobek  und  Amodeo,  Limcei^  1893;  Ann.  di 
mat.,  21,  24;  Acc.  Nap.,  1896  haben  auch  die  sogenannten 
Ä-seitigen  Curven  studirt,  d.  h.  solche,  welche  eine  lineare  Schar 
gj^  besitzen,  ohne  eine  einfach  unendliche  lineare  Schar  niedrigeren 
Grads  zu  enthalten,  und  von  welchen  die  hyperelliptischen  Curven 
ein  specieller  Fall  sind. 

Selbstverständlich  ist  jede  Curve  Ä-seitig,  wenn  nur. dem  & 
der  geeignete  Werth  beigelegt  wird. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  man  in  einer  neuen  Arbeit  von 
Bertini,  Ann.  di  mat,  22  die  Theorie  auf  algebraische  Art 
behandelt  findet.  Ueber  weitere  Angaben  siehe  das  ausgezeich- 
nete Referat  über  die  Geschichte  der  Theorie  von  Brill-Noether 
in  den  Jahresher.  d.  deutsch.  Math. -Verein.,  3,  1892,  1893. 


§  5.   Birationale  Transformationen  der  Ebene  oder  ebener 
Curven.     Mehrdeutige  Transformationen. 

Wir  wollen 

i>i  =  fii^i,  ^i>  H)*)^  (i  =  1 ,  2,  3)  (1) 

*)  Das  Zeichen  =  bedeutet  hier  proportional^   die   obigen  Ee- 
iationen  sind  daher  wesentlich  nur  zwei,  nicht  drei. 
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setzen,  worin  die  f^  ganze  rationale  Funktionen  von  der  Ordnung 
n  in  den  ^i,  iCj,  x^  (ohne  gemeinschaftliclien  Factor)  bedeuten,  und 
annehmen,  dass  man  durch  Auflösung  dieser  beiden  Relationen 
nach  den  x 

^i  =  9.(2/1.  y%>  ys),  {i  =  1,  2,  3)  (2) 

erhalte,  worin  die  q>  ebenfalls  ganze  rationale  Funktionen  sind. 
Alsdann  sagen  wir,  die  Beziehungen  (l)  bestimmen  eine  ebene 
hirationäle  oder  ein-eindeutige  Tramformation  in  dem  Sinn,  dass 
man  bei  ihnen  die  Punkte  zweier  Ebenen  (der  Ebene  x  und 
der  Ebene  y,  die  auch  superponirt  sein  können)  derart  einander 
zuordnen  kann,  dass  einem  Pmikt  der  einen  ein  und  nur  ein 
Punkt  der  anderen  entspricht  und  umgekehrt. 

Eine  solche  Transformation  wird  auch  eine  Cremowa-Trans- 
formation  nach  dem  Autor  genannt,  der  diese  Theorie  zuerst 
in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  ausgebildet  hat. 

Eine  der  ersten  grundlegenden  Eigenschaften  lautet:  Der 
Grad  der  (p.  muss  derselbe,  me  der  Grad  der  f^,  sein. 

Ferner: 

Damit  die  Transformation  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nÖÜiig, 
dass  das  aus  den  drei  Curven 

fi  =  0,  /i  =  0,  ^  =  0 

gebildete  Netz  v? —  1  feste  Punkte  (FundamentaJpunkte  der 
Transformation)  habe.  Ein  solches  Netz  heisst  bekanntlich  (vergl. 
S.  146)  homaloidal. 

Dasselbe  gut  natürlicfi  auch  für  das  Netz  der  drei  Curven 

Die  Curven  /\  =  0,  9),.  =  0  müssen  sämmtlich  vom  Ge- 
schlecht p  ===  0  sein  und  ihre  vielfachen  Punkte  müssen  ohne  Aus- 
nähme in  den  Fundamentalpimkten  der  Tra/nsformatUm  liegen. 

Wenn  man  annimmt,  unter  den  n^  —  1  Fundamentalpunkten 
gebe  es  a^  einfache  für  alle  Curven,  «g  Doppelpunkte  für  alle 
Curven,  •  •  •,  «n— 1,  (^  —  l)-fache  für  alle^'Curven,  so  müssen 
zwisdien  den  Zahlen  a  die  folgenden  drei  Belationen  bestehen, 
von  denen  jede  die  Folge  der  beiden  anderen  ist: 

«i-|-  4aj  +  9^8  H h  (**—  ^yccn-i  =  n^—  1, 

«.+  3«3H \-  ^(n  —  1)  {n  —  2)an-i  =  K^  —  1)  {n  —  2). 

a^+Scc^  +  6a^-] f-  i^n(n—l)c<n-i  =  \n(n  +  3)  —  2. 

Ist  der  Werth  von  n  gegeben,  so  lassen  sich  aus  diesen 
Formeln    die    möglichen    Werthe    für    die    Zahlen   a   ableiten; 


158  Kapitel  V.   Die  ebenen  algebraischen  Curven. 

Tabellen  zu  diesem  Zweck  sind  von  Cremona  und  Cayley 
aufgestellt  worden. 

Ein  för  alle  Curven  der  Transformation  Ä:-f acher  Funda- 
mentalpunkt heisst  Fufidammtälpt4/nM  k^^  Ordnimg. 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten,  wenn  die  f  (und  die  9) 
in  den  Fundamentalpimkten  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten 
haben. 

Einem  Fundammtalpunht  Ä*®'  Ordnung  in  der  einen  Ebene 
entspricht  in  der  anderen  Ebene  eine  Curve  k^^  Ordmrng  vom 
Geschlecht  p  =  0  (die  k^  Fimdamentälcurve). 

Die  Fimdamentälcurven  einer  Ebene  haben  ihre  vieHfachen 
Pmikte  in  den  Fundamentalpimkten  derselben  Ebene  und  schneiden 
sich  gegenseitig  nur  in  ihnen. 

Die  k^  Fundamentalcurve  geht  durch  den  Fimdamentalpunkt 
j^UiT  Ordnii/ng  dieselbe  Anzahl  aj^j^  mal,  vne  die  h^  Fundamental- 
curve durch  den  Fundamenialpunkt  ä;*®'  Ordnung. 

Daraus    folgt    «a*  =  «iÄ-      Ferner    ist    die    Determinante 

I  «Ä*  I  =  +  ^• 

Jede  Fundamentalcurve  geht  dwrch  einen  Fundamenialpunkt 

k^^  Ordmrng  Zk  —  1  «nal. 

Werm,  wie  oben,  a^  die  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  if*^^ 

Ordnung  in  einer  der  Ebenen  und  ß^  die  analoge  Anzahl  in  der 

anderen  Ebene  bezeichnet,  so  ist  ^Uf  =  ^ß^  und  die  Zahlen  ß 
unterscheiden  sich  von  den  Zählen  a  nur  der  Anordnung  nach. 
Cremona'sches  Uieorem. 

Die  Summe  der  drei  Ordnungszahlen  für  die  drei  höchsten 
Fundamentalpunkte  einer  Transformation  n^^  Ordnung  ist  grösser 
als  n. 

Sehr  wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Jede  Cremona  "Transformation  lässt  sich  durch  eine  BeUien- 
folge  quadratischer  Tra/nsformationen  ersetzen,  indem  man  die 
drei  Fundamentalpunkte  einer  solchen  in  die  höchsten  Basispimkte 
des  Systems  der  Transformationscurven  hineinlegt. 

Dieses  Theorem  wurde  gleichzeitig  von  Clifford  (siehe 
Cayley,  Proc.  of  the  Lond.  math.  Soc.,  3),  Noether,  Math.  Ann.^ 
3;  5  imd  Eosanes,  Crdle^  73  gefunden. 

Bei  einer  quadratischen  Transformation  (n  ==  2)  entsprechen 
den  Geraden  der  einen  Ebene  in  der  anderen  Kegelschnitte,  die 
durch  drei  feste  Punkte  gehen,  und  dem  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  entspricht  der  vierte  Schnittpunkt  der  beiden  entsprechen- 
den Kegelschnitte. 
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Die  Gleichungen  der  qucLdraüschen  Transformation  lassen 
sich  immer  auf  die  Form  reduciren  (Cayley): 

Legt  man  Yon  den  drei  Eimdamentalpunkten  zwei  in  die 
beiden  imaginären  unendlich  fernen  Ereispunkte  der  Ebene  und 
den  dritten  in  den  Anfangspunkt  der  C artesischen  Coordi- 
naten,  so  erhält  man  die  sogenannte  Inversion  oder  Trans- 
formation durch  redproke  Badienvedoren.  Manche  Autoren  geben 
auch  der  allgemeinen  quadratischen  Transformation  den  Namen 
Inversion. 

Bei  einer  quadratischen  Transformation  entspricht  einer  Curve 
w*®'  Ordnung,  die  Jcj^,k^,  k^  mal  durch  die  drei  Fundamentäl- 
punkte  geht,  eine  Curve  (2m  —  k^  —  k^  —  ^a)*®'  Ordnung,  welche 

m  —  (k^  +  fc,),  m  —  (^8  "f"  ^i)'  ***  —  (*i  +  ^2)  ***^^  durch  die 
drei  Fundamentalpunkte  der  eigenen  Ebene  geht. 

Bei  einer  Transformation  n*®'  Ordnung  entspricht  einer  Curve 
'W**'  Ordnung,  welche  \  nial  durch  einen  Fundamentalpunkt  r/®' 

Ordnung  geht,  eine  Curve  von  der  Ordnung  fi^=nm — ^r^l^,  die 

i 

K  =  ^h  —  ^u^ik 

i 

mal    durch  jeden   Fundamentalpunkt  5^*®'  Ordnung  geht;   dabei 
haben  die  a-^  die  oben  angegebene  Bedeutung. 


Soll  die  Transformation  nicht  für  die  ganze  Ebene  ein-ein- 
deutig  sein,  sondern  nur  für  die  Punkte  zweier  sich  entsprechen- 
der Curven  F  und  F\  so  braucht  das  Transformationsnetz  nicht, 
ijvie  bisher,  homaloidal  zu  sein.  Es  dürfen  sich  aber  die  Curveii 
des  Netzes,  welche  sich  in  einem  Punkt  von  F  treffen,  nur  dann 
auch  noch  in  einem  anderen  Punkt  von  F  schneiden,  wenn  dieser 
letztere  Punkt  ein  Fundamentalpunkt,  d.  h,  allen  Curven  des 
Netzes  gemeinschaftlich  ist 

Bei  jeder  birationalen  Transformation  bleibt  das  Geschlecht 
jeder  Curve  unverändert.  Biemann's  sogenannter  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Geschlechts. 

Eine  nicht  reduabele,  rationale  (unicursale)  Curve  lässt  sich 
birational  in  eine  Gerade  tra/nsformiren. 

Jede  Curve  vom  Geschlecht  Eins  (elliptische  Curve)  kann 
birational  in  eine  Curve  5*®'  Ordnung  transformirt  werden. 
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Die  adjungirten  Curven  (n  —  3)*®'  Ordnung  (vergl.  §  4) 
zeigen  bei  einer  hirationalen  Transformation  eine  bemerkenswerthe 
Eigenschaft,  nämlich: 

Wenn  in  Folge  einer  hirationalen  Transformation  aus  einer 
Curve  F  von  dei'  Ordnwig  n  eme  Curve  F'  von  der  v*^^  Ordnung 
wird,  so  transformirt  sich  das  System  der  SchniUpmMe  von  F  mit 
den  adjimgirten  Curven  (n  —  3)*®'  Ordnung  von  F  in  das  System 
der  Schnittpunkte  von  F'  mit  semen  adju/ngirten  Curven  (y  —  3)*®' 
Ordnung. 

Betrachtet  man  ein  Netz  von  adjungirten  Curven  (n  —  3)*®' 
Ordnung  bezügl.  einer  gegebenen  Curve  F  vom  Geschlecht  jp, 
nimmt  die  Basispunkte  des  Netzes  sänmitlich  auf  der  Curve  F 
an  und  denkt  sich  schliesslich  dieses  Netz  als  Basis  einer  bi- 
rationalen Transformation  der  Curve,  so  verwa/ndelt  sich  die  Curve 
F  in  eine  sölcfie  (p  +  l)*®'  Ordnwng  mit  vielfachen  Punkten,  die 
\p{p  —  3)  Dojppelpurikten  gleichwerthig  sind. 

Eine  solche  Curve  kann  man  als  den  Normältypus  einer 
Curve  vom  Geschlecht  p  ansehen. 

Wählt  man  nun  auf  F  die  p  —  3  Basispunkte  des  Netzes 
auf  geeignete  Art  aus,  so  wird  die  transformirte  Curve  eine 
solche  von  der  kleinsten  Ordnimg,  in  die  sich  überhaupt  eine 
Curve  vom  Geschlecht  p  verwandeln  lässt;  diese  kleinste  Ord- 
nung ist: 

die  2%  +  2^     für    p  =  37r, 

„    27t -{-S^     für     p  =  S7t-\-l, 
„    27C-|-4^     für    i)  =  37C  +  2, 

Brill-Noether,  Math.  Ann.,  7. 

An  diese  Betrachtungen  schliesst  sich  das  Problem  an,  die 
Anzahl  der  Moduln  einer  Curve  von  gegebenem  Geschlecht  zu 
bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl  derjenigen  Functionen  der  Coeffi- 
cienten  der  Curvengleichung,  welche  sich  bei  jeder  beliebigen 
birationalen  Transformation  als  absolute  Invarianten  verhalten. 
Man  kommt  zu  dem  folgenden  Resultat  (Riemann): 
Für  p  =  0,  d.  h.  also  für  rationale  Curven  ist  die  Anzahl 
der  Moduln  Null,  für  p  =  1,  d.  h.  für  elliptische  Curven,  be- 
trägt diese  Zahl  1  und  für  i?  >  1  ist  sie  3p  —  3. 


Eine  wichtige  Anwendung  finden  die  Cremona  -  Trans- 
formationen der  Ebene  auf  die  sogenannte  Zerlegung  der  Singu- 
laritäten. 
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Mittelst,  einer  Cremona  -  Transformation  kann  man  aus 
einer  Curve  mit  vielfachen  Pu/nkten,  in  welchen  die  Tangenten 
zusammenfallen,  eine  Curve  mit  nu/r  gewöhnlichen  Singtdaritäten 
d.  h.  nur  mit  vielfachen  Fwnkten,  in  welchen  die  Tangenten  ge- 
trennt sind,  ableiten. 

Dieses  Problem  hat  speciell  Noether,  Gott.  Nachr.,  1871; 
Math.  Ann.,  9  behandelt. 

Man  kann  ferner  durch  hirationale  Transformationen  eine 
Curve,  die  nur  gewöhnliche  Singularitäten  hat,  in  eine  andere 
verwandeln,  welche  nur  Doppelpunkte  besitzt.  Siehe  Bertini, 
Math.  Ann.,  44. 

Die  quadratischen,  birationalen  Transformationen  wurden 
Yon  Magnus  untersucht,  Sammlwng  von  Aufg.  etc.,  Berlin  1833, 
von  Steiner,  Crelle,  8  und  später  von  Schiaparelli,  Mem. 
Acc.  Torino,  1862;  die  allgemeine  Theorie  der  birationalen 
Transformationen  dagegen  hat  Cremona  begründet,  Acc.  Bologna, 
1863,  1865;  Giorn.  di  Batt.,  1,  3.  Andere  wichtige  Arbeiten 
sind  von  Cayley,  Froc.  Lond.  math.  Soc,  3,  1870;  Rosanes, 
Crelle,  73;  C  leb  seh,  Math.  Ann.,  3;  Noether,  ib.,  5. 

Wir  empfehlen,  die  Darstellung  der  Theorie  der  birationalen 
Transformationen  von  Ebenen  sowohl  wie  von  Curven  in  der 
Geom.  von  Clebsch-Lindemann  zu  Rath  zu  ziehen.  Bezüglich 
neuerer  Untersuchungen  vergl.  man:  Fano,  üeber  Gruppen  ins- 
besondere Gruppen  von  Cremona-Transformationen  der  Ebene  und 
des  Baumes.    Monatshefte  für  Math,  und  Fhysik,  9.  Jahrg.,  1898. 


Man  hat  auch  die  nicht  ein -eindeutigen  (mehrdeutigen) 
Transformationen  einer  Ebene  in  eine  andere  studirt  ebenso  wie 
die   mehrdeutigen  Transformationen  einer  Curve  in  eine  andere. 

Eine  Formel,  welche  die  Geschlechter  zweier  nicht  in  ein-ein- 
deutiger  Zuordnung  stehender  Curven  verbindet,  ist  von  Zeuthen: 

Es  mögen  zwei  Curven  vorliegen,  die  sich  derart  ent- 
sprechen, dass  einem  Punkt  der  ersten  (vom  Geschlecht  p) 
m  Punkte  der  zweiten  (vom  Geschlecht  ^')  und  einem  Punkt 
der  zweiten  m'  Punkte  der  ersten  entsprechen.  Auf  den  beiden 
Curven  gebe  es  ft  bez.  ^i  Coincidenzen,  d.  h.  esl  komme  ft  mal 
vor,  dass  auf  der  ersten  Curve  von  den  einem  Punkt  der  zweiten 
entsprechenden  Punkten  zwei  zusammenfallen  etc.  Alsdann  gilt 
die  Formel,  Zeuthen,  Math.  Ann.,  3: 

f*  —  f*'  =  2m' (j)  —  l)  —  2m[p  —  l). 

Pascal,  Repertorium.  IL  11 


■ 
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Für  m  =  m  =  1  erhält  man  die  ein-eindeutige  Zuordnung 
und  aus  der  Formel  folgt  dann  femer  p  =  p.  Iliemann'scfies 
Theorem. 

Zu  den  mehrdeutigen  Correspondenzen  zwischen  zwei  Ebenen 
gehören  die  isogonalen  (ßleidiwinkligen)^  bei  welchen  die  Winkel 
unverändert  bleiben;  siehe  das  Werk  von  Holzmüller,  TJieor, 
der  isog.  Verwcmdtsch.,  Leipzig,  1883. 

Die  wichtigsten  Arbeiten,  über  die  mehrdeutigen  Trans- 
formationen sind  von  Ch.  Wiener,  Math,  Ann.,  3;  De  Paolis, 
Mem.  Linea,  1877,  1878;  Noether,  Erlang.  Berictite,  1878; 
Jung,  Rend.  Lincei,  1886;  Ist.  Lomb.,  1888;  Bertini,  Ist. 
Lonib.,  1889. 


Kapitel  VI. 
Die  Theorie  der  ebenen  Connexe. 

§  1.    Allgemeines. 

Nachdem  wir  in  den  vorstehenden  Kapiteln  die  Figuren 
studirt  haben,  welche  analytisch  durch  das  Verschwinden  einer 
ternären  Form  mit  nur  einer  Eeihe  von  Variabelen  dargestellt 
werden,  gehen  wir  nun  zii  den  Formen  mit  zwei  Reihen  von 
Variabelen  über. 

In  den  §§  11,  12,  21  des  Kapitels  XII  im  1*^"  Band  war 
von  solchen  ternären  Formen  mit  zwei  Reihen  von  Variabelen, 
d.  h.  mit  einer  Reihe  von  Variabelen  x  und  einer  Reihe  von 
contragredienten  Variabelen  u  die  Rede. 

Die  geometrische  Figur,  welche  analytisch  dargestellt  wird, 
indem  man  diese  temäre  Form  gleich  Null  setzt  und,  wie  ge- 
wöhnlich, die  X  als  die  Punktcoordinaten  der  Ebene  und  die  u 
als  die  Liniencoordinaten  (Geradencoordinaten)  der  Ebene  inter- 
pretirt,  heisst  Cormex, 

Wenn  die  Form  vom  n*®^  GraLd  in  den  x  und  vom  m*®^ 
Grad  in  den  u  ist  und  mithin  symbolisch  durch 

n    m 

dargestellt  wird,  so  sagt  man,  der  entsprechende  Connex  sei  von 
der  n^^^  Ordnung  und  der  m^^  Classe  und  bezeichnet  ihn  mit 
dem  Symbol  (n,  m). 

Vermöge  der  Gleichung  eines  Connexes  entspricht  jedem 
Punkt  der  Ebene  eine  in  Tangentialcoordinaten  ausgedruckte 
Curve  m*®'  Classe  und  jeder  Geraden  der  Ebene  eine  in  Punkt- 
coordinaten ausgedrückte  Curve  w*®'  Ordnung. 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade,  die  sich  in  dem  Connex  ent- 
sprechen, heissen  zusammengenommen  Element  des  Connexes. 

11* 
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Es  kann  vorkommen,  dass  ein  Punkt  der  Ebene  existirt, 
der  mit  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  Element  des  Connexes 
bildet;  er  heisst  dann  FimdamentälpunJct  und  ebenso  wird 
Fimdamentälgerade  des  Cormexes  eine  Gerade  genannt,  die  mit 
jedem  Punkt  der  Ebene  ein  Element  bildet. 

Die  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  oder  -Geraden  kann 
endlich  oder  auch  unendlich  gross  sein.  So  lässt  sich  z.  B.  die 
Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  als  die  Gleichung 
eines  Connexes  ansehen,  der  unendlich  viele  Fundamentalpunkte 
hat,  welche  die  unendlich  vielen  Punkte  der  Curve  sind,  weil 
ein  Punkt  der  Curve  mit  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene 
zusammengenommen,  offenbar  ein  Element  des  Connexes  bildet, 
d.  h.  eine  Combination  von  Punkt  und  Gerade,  deren  Coordinaten 
der  gegebenen  Gleichung  genügen. 

Der  durch  die  Gleichung 

dargestellte  Connex  heisst  identisch. 


Die  Gesammtheit  der  in  doppelt  unendlicher  Anzahl  vor- 
handenen Elemente,  welche  zweien  Connexen  gemeinschaftlich 
sind,  bildet  eine  sogenannte  Covnddenz.  In  einer  Coincidenz 
entspricht  jeder  Geraden  der  Ebene  eine  endliche  Anzahl  v  von 
Punkten  und  jedem  Punkt  eine  endliche  Anzahl  fi  von  Geraden. 
Die  Zahlen  v  und  (i  heissen  Ordnimg  und  Classe  der  Coincidenz. 

Die  -€oincidenz,  welche  ein  gegebener  Connex  mit  dem 
identischen  Connex  u^  =  0  gemeinschaftlich  hat,  heisst  Haupt- 
coincidenz. 

Liegen  zwei  Connexe  (n,  m),  (n,  m')  vor,  so  sind  die  Ord- 
nung K/nd  Classe  der  entsprechenden  Coincidenz 

V  =  nn,  fi  =  mm\ 

Ist  ein  Funkt  x  gegeben,  so  ergeben  sich  die  fi  Geraden  der 
Coincidenz  als  die  Tangenten,  welche  den  Ctirven  gemeinschaft- 
lich sind,  die  in  den  beiden  Connexen  diesem  Punkt  x  entsprec^ien  ; 
ähnliches  gilt  für  die  v  Punkte,  welche  einer  Geraden  zugeord- 
net sind. 

Die  Gesammtheit  der  dreien  Connexen  gemeinsamen  Ele- 
mente oder  ein  Theil  dieser  Gesammtheit  bildet  ein  Curvenpaar. 
Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  der  drei  Connexe  die  ic,  so 
ergibt  sich  die  Gleichung  einer  Curve  in  Liniencoordinaten,  und 
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eliminirt  man  die  w,  die  Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordi- 
naten.     Die  Classe  der  ersten  Curve  ist  durch 

mn  n    -^  mn  n  -f-  m  nn 
gegeben  und  die  Ordnung  der  ztveiten  durch 

tvenn  (n,  m),  (n,  m),  {n\  m')  die  drei  Connexe  sind. 

Die  Anzdtil  der  Elemente  (Punkt  wnd  entsprediende  Gerade), 
die  vier  Connexen  (n,  m),  (n,  m),  (n\  w"),  (w'",  m'")  gemein- 
schafüich  sind,  Ist: 

mm  n  n    -\-mmnn-\-mmnn 


ff  f  fff 
mm  nn     -h 
f    fff  ff 
-\-  m  m   n  n 


fff  ff  f 
mm   n   n. 


Wie  es  bei  den  Curven  singulare  Punkte  geben  kann,  d.  h. 
solche,  for  welche  die  linke  Seite  der  in  Punktcoordinaten  ge- 
gebenen Gleichung  der  Curve  in  höherem  als  dem  1*^^  Grad 
verschwindet  (d.  h.  auch  die  partiellen  Derivirten  der  linken 
Seite  dieser  Curve  sich  annulliren),  so  können  auch  die  Connexe 
singulare  Elemente  haben.  Diese  treten  unter  Umständen  auch 
in  einfach  oder  doppelt  unendlicher  Anzahl  auf;  d.  h.  in  dem 
gegebenen  Connex  können  singulare  Coincidenzen  oder  singulare 
Curvenpaare  enthalten  sein. 

Selbstverständlich  fiihrt  das  Studium  der  Eigenschaften  der 
Connexe    zu  der  Construction  der   invarianten  Formen,    welche 

der  Fundamentalform  a^u^  angehören;  davon  war  kurz  in  dem 
1^^  Band  die  Eede,  wo  wir  auch  in  Kap.  12,  §  12  die  Grund- 
züge eines  auf  die  Connexe  angewandten  üebertragungsprindps 
erklärt  haben,  mit  dessen  Hülfe  sich  specielle  Formen  con- 
struiren  lassen,  die  in  Bezug  auf  den  Connex  covariant  sind. 

§  2.    Conjugirter  Connex.     Geschlecht  der  Connexe  und 

der  Coincidenzen. 

Von  den  invarianten  Bildungen  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Connex  ist  besonders  diejenige  von  Interesse,  die  dem 
sogenannten  conjugirten  Connex  entspricht. 

Einem  gegebenen  conjugirt  heisst  der  Connex,  der  in  Bezug 
auf  den  gegebenen  die  folgende  invariante  Beziehung  hat:  Jedes 
seiner  Elemente  (y,  v)  ist  so  beschaffen,  dass  dem  Punkt  y  in 
dem  gegebenen  Connex  wenigstens  eine  doppelt  zu  zählende  Gerade 
und  der  Geraden  v  in  dem  gegebenen  Connex  wenigstens  ein 
doppelt  zu  zählender  Punkt  entspricht. 
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Die  Gleichung  des  dem  gegebenen  f(x,  w)  =  0  conjugirten 
Connexes  F(jß,  v)  =  0  erhält  man  durch  Elimination  von  q,  6,  x^,  u- 
aus  den  Gleichungen 

Bei  der  Aufstellung  der  Gleichung  des  conjugirten  Con- 
nexes kann  man  das  Uebertragungsprincip,  Bd.  1,  Kap.  12,  §  12 
benutzen.  Man  hat  die  Discriminante  der  doppelt  binären 
Gleichung  zu  bilden,  welche  bei  Anwendung  derselben  Bezeich- 
nung, wie  in  dem  erwähnten  §  12, 

q>  ^  -ä.?A]^,  {n,  m>l) 

lautet,  d.  h.  die  Invariante  zu  bilden,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
die  Bedingung  angibt,  imter  welcher  diese  Form  gleichzeitig 
eine  doppelte  Wurzel  in  l  und  eine  doppelte  Wurzel  in  fi  hat, 
unter  welcher  also  zwei  Werthe  A^,  fi^  von  X  und  fi  derart 
existiren,  dass  A^  eine  Doppel wurzel  von  g)(X,  ftj)  =  0  und  fi^ 
eine  Doppelwurzel  von  9>(Aj,  (i)  =  0  ist.  Alsdann  ändere  man 
nach  dem  Uebertragungsprincip  jede  binäre  Determinante  in  eine 
ternäre  um.  Diese  Invaricmte  ergibt  sich  durch  Elimmation  von 
A^,  Ag,  fii,  1^2  ^^^  ^^'^  Gldchtmgen 

ihr  Grad  ist  der  2{mn  -f-  2(m  —  l)  (w  —  1)}*®. 

Wenn  eine  der  Zahlen  n  oder  m  z,  B.  m  gleich  1  tvird, 
so  ist 

und  die  gesuchte  Invariante  die  Resultante  von  P^  u/nd  P^. 

Der  dem  Cormex  (1,  1):  ttxUa  =  0  conjugirte  Comiex  ist: 

(ahu)  (aßx)  =  0; 

der  dem  Connex  (2,1):  ttx^Ua  =  0  conjugirte: 

(ahuy  {cduY  (ßyx)  (adx)  =  0, 

und  der  dem  Connex  (2,  2):  ax'^a   =  0  conjugirte  schliesslich: 

(W -\-  Sü^y  —  27(ÜW  —  U^  —  F2)2  =  0, 


worm 


ist. 


V  =  —  -^(abu)  (heu)  (cau)  (aßx)  {ßyx)  (yax), 
W=  ^(ahuy  {cduy  {ayxy  {ßöxy  —  9  CT^ 
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Man  kann  sagen,  dass  sich  der  conjugirte  Connex  auf  eine 
gewisse  Art  zu  dem  gegebeneji  Connex  verhält,  wie  die  Gre- 
sammtheit  der  Tangenten  an  eine  Curve  zu  den  Punkten  dieser 
Curve. 

Der  conjugirte  Cormex  des  conjitgirten  ist  wieder  der  ur- 
sprüngliche. 

Die  Elemente  zweier  einander  conju^girter  Connexe  entsprechen 
sich  ein-eindeutig. 

Die  Ordnung  und  die  Classe  des  conjugirien  Connexes  eines 
Connexes  (n,  m)  sind  im  Allgemeinen: 

n  =  m{ nm  -j-  2 (w  —  l)  (wt  —  l) } ^ 
fn  =  n  { mn  -}-  2  (m  —  1)  (w  —  1) } . 

Von  Literatur    über    die    conjugirten   Connexe  citiren   wir 

ausser   der   Clebsch-Lindemann'schen  Geometrie  eine   Arbeit 

T^on    Kyparissos    Stephan© s.    Bull,  des  sciences  math,,    (2), 
4,   1880. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  dem  gegebenen  Connex  und 
seinem  conjugirten  besteht,  ist  ein  specieller  Fall  einer  ein-ein- 
deutigen  Transformation  eines  Connexes.  Wenn  wir,  anstatt  die 
Coordinaten  y,  v  der  Punkte  und  Geraden  des  neuen  Connexes, 
Tvie  am  Anfang  dieses  Paragraphen,  den  partiellen  Derivirten 
der  linken  Seite  der  Gleichung  des  gegebenen  Connexes  pro- 
portional zu  setzen,  diese  Coordinaten  y,  v^  rationalen  ganzen. 
Funktionen  der  x  und  der  u  proportional  und  derart  annehmen, 
dass  sich  auf  ähnliche  Art  mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  auch, 
die  X  und  u  rational  aus  den  y  und  v  ableiten  lassen,  so  er- 
gibt sich  eine  hirationäle  Transformation  des  Connexes. 

Bei  dem  Studium  dieser  Transformation  wurde  man  zu  der 
Untersuchung  einer  Zahl  geführt,  die  für  den  Connex  düs  ist, 
was  das  Geschlecht  für  die  Curven  bedeutet,  d.  h.  einer  Zahl, 
die  von  den  Zahlen  abhängt,  welche  die  Ordnung  und  die  Classe 
des  Connexes  angeben,  und  deren  Werth  bei  einer  birationalen 
Transformation  dieses  Connexes  imverändert  bleibt. 

Dieselbe  Untersuchung  lässt  sich  auch  bei  Coincidenzen  an- 
stellen; dabei  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Connexe  und  Coin- 
cidenzen, da  sie  keine  Mannigfaltigkeiten  nur  einer  Dimension 
darstellen,  nothwendigerweise  nicht  ein  einziges  Geschlecht,  son- 
dern mehrere  Geschlechter  besitzen.     Siehe  Kap.  9,  §  4. 
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Für  einen  allgemeinen  Connex  {n,  tn)  ist  die  Zahl 

(w  -!)(«-  2)    (m  -  1)  (m  -  2) 
^  = 2 2 

eines  der  Geschlechter. 

Für  eine  Coincidenz,  welche  der  Schnitt  der  beiden  Connexe 
(n,  m),  (n,  m)  ist,  gibt  die  Zahl 

{n-\-  n  —  1)  (n  -f  w'  —  2)     (w  +  w'  —  1)  (m  +  m  —  2)  

^  ~  2  *  2 

_  (n  —  1)  (n  —  2)     {m'  —  1)  (w^  —  2)  __ 
__  _ 

(n  —  1)  (n  —  2)     (m  —  1)  (m  —  2) 
2  2 

em65  c?6r  Geschlechter  an. 

§  3.  Die  Hauptcoinoidenz  eines  Connexes.  Integralcurven 

eines  Connexes. 

Die  Coincidenz,  welche  ein  gegebener  Connex  mit  dem  iden- 
tischen Connex  u^  =  0  gemeinschaftlich  hat,  heisst,  wie  schon 
oben  gesagt  wurde,  Hauptcoincidenz  des  gegebenen  Connexes  {n,  m). 

Jedem  Punkt  sind  in  dieser  Figur  m  durch  diesen  Punkt 
gehende  Strahlen  zugeordnet,  welche  die  von  diesem  Punkt 
nach  der  entsprechenden  Curve  des  Connexes  gezogenen  Tan- 
genten sind,  und  jeder  Geraden  sind  n  auf  ihr  gelegene  Punkte 
zugeordnet,  welche  die  Schnitte  der  Geraden  mit  der  Curve  sind, 
die  in  dem  Connex-  der  gegebenen  Geraden  entspricht. 

Jedem  Connex  entspricht  eine  Hauptcoincidenz;  umgekehrt 
aber  gibt  es  unendlich  viele  Connexe,  die  derselben  Hauptcoin- 
cidenz entsprechen;  denn  alle  Connexe  von  dem  Typus 

worin  M  eine  Form  mit  zwei  Reihen  von  Variabelen  und  von 
den  Graden  n  —  1  in  den  x  und  m  —  1  in  den  u  bezeichnet, 
haben  offenbar  dieselbe  Hauptcoincidenz. 

Das  Studiimi  der  Hauptcoincidenz  eines  Connexes  steht  in 
besonderer  und  enger  Beziehung  zu  der  Untersuchung  der  al- 
gebraischen Differentialgleichimgen  1*®'  Ordnung. 

Durch  einen  Punkt  x  der  Ebene  gehen  m  Gerade  der 
Hauptcoincidenz;  betrachten  wir  nun  die  m  unendlich  kleinen 
Strecken  der  Geraden  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  als  die 
unendlich  kleinen  Bogen  von  m  durch  diesen  Punkt  gehenden 
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Cnrven,  so  erhalten  wir  ein  System  von  Curven  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  m  Curven  des 
Systems  gehen. 

Die  Differentialgleichung  dieses  Curvensystems  ist  leicht  zu 
ermitteln;  denn,  wenn  x  und  u  ein  Punkt  bez.  eine  Gerade  sind, 
die  sich  in  der  Coincidenz  entsprechen,  so  hat  man: 

a  Ua  ==  Oy 


%==o. 


Betrachtet    man     einen    Nachbarpunkt    x  -j^  dx    auf 
Geraden  w,  so  ist 


der 


u 


dx 


=  0, 
=  0; 


X2  x^ 

• 

a?3  x^ 

• 

x^  x^ 

dx^  dx^ 

• 

dx^  dx^ 

• 

dx^  dx^ 

daraus  folgt: 

1  *    9  *    s 


und    durch    Substitution    dieser   Werthe    in    die    Gleichung    des 
Connexes 

a^{axdocp  ==  0; 

dieses  ist  eine  Differentialgleichung  l*®*  Ordnung  und  m^^  Grads. 

Selbstverständlich  kann  man  auch  auf  correlative  Art  ver- 
fahren und  so  zu  einer  Differentialgleichung  1*®'  Ordnung  und 
^ten  (jj-ads  in  Liniencoordinaten  kommen.  Das  durch  diese  beiden 
Arten  von  Differentiälgleidiimgen  dargestellte  Ctfrvensystem  ist 
jedoch  immer  dasselbe;  solche  Curven  werden  die  Hauptcoincidenz- 
curven  oder  die  Integralcurven  des  Connexes  genannt. 

Man  ka/nn  so  mit  Hülfe  eines  Connexes  jede  Differential- 
gleichung J*®'  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  erhalten. 

Ein  einfaches  Beispiel  für  die  Art,  auf  welche  die  Integral- 
curven eines  Connexes  bestimmt  werden,  ist  das  folgende: 

Es  liege  der  Connex  (l,  1)  vor,  der  sich  im  Allgemeinen 
auf  die  canonische  Form 

reduciren  lässt.     Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 


Ä      ^s)  "^ "   i   Ä       Kj  ~z      t  (^1 


*.)^  =  o, 


X, 


deren  Integral 


ist. 


x^^i  —  *»  iCg*»  —  *i  a?3*i  —  *a  =  Const. 


^ 
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Die  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Curven  sind  die 
Integralcurven. 

Die  Theorie  der  Differentialgleichungen  1*®'  Ordnung  steht 
auf  diese  Art  in  enger  Beziehung  zu  der  Theorie  der  Connexe; 
dies  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  genialen  Untersuchungen 
Lie's  über  die  Transformationsgruppen  (vergl.  Bepert.  1,  Kap.  9) 
und  speciell  über  die  Berührungstransformationen  (ib.,  §  2)  ihre 
geometrische  Anwendung,  die  von  so  grosser  Bedeutung  ist,  in 
der  Lehre  von  den  ebenen  Connexen  finden. 


Der  Ort  der  Punkte  der  Ebene,  welche  so  beschaffen  sind, 
dass  von  den  ihnen  in  der  Hauptcoinddenz  entsprechenden  Strahlen 
zwei  zusammenfällen,  ist  eine  Curve  F=0,  die  zugleich  der 
Ort  der  Cu^pidälpimkte  der  Integralcurven  des  Connexes  ist,  — 
Offenbar  sind  die  Funkte  von  F  =  0  auch  diejenigen  Punkte  der 
Ebene,  denen  in  dem  Gonnex  Curven  entsprechen,  die  durch  diese 
Punkte  gehen, 

Correlativ: 

Die  Enveloppe  der  Geraden  der  Ebene,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  von  den  ihnen  in  der  Hauptcoinddenz  entsprechenden 
Punkten  zwei  zusammenfallen,  ist  evne  Curve  F'=0,  die  zur 
gleich  die  Enveloppe  der  Inflexionstangenten  der  Integralcurven 
des  Connexes  ist.  —  Offenbar  sind  die  Tangenten  von  J"  =  0 
auxh  diejenigen  Geraden  der  Ebene,  denen  in  dem  Connex  sie 
berührende  Curven  entsprechen. 

Die  Cuspidaltangenten  der  Integralcurven  hüllen  eine  Curve 
ein,  die  wir  0  =  0  nennen  wollen,  imd  die  Inflexionspunkte  der 
Integralcurven  bilden  eine  andere  Curve,  die  wir  mit  (P'  =  0 
bezeichnen. 

Die  Ordmmg  von  F  =  0  ist  die  (m  —  1^  (2  w  -f-  n*)*®  und 
die  Classe  von  F'  =  0  die  {n  —  l)  (2i»  -|-  w)*®- 

Die  Classe  von  0  =  0  ist  die  (n^  +  2wiw  —  w  +  m)^ 
und  die  Ordnung  von  O'  =  0  die  {w?  -f~  2mw  —  w  -}-  w)*®. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  F  =  0  beträgt 

\(m  —  2)(m  —  3){(2w  +  m)^  +  Sm] 
und  die  Anzahl  der  Cuspidalpumkte: 

3(m  —  2)  (n^  -|-  mn  -}-  w*). 

Vertauscht  man  in  diesen  Ausdrücken  n  mit  m,  so  ergibt 
sich  die  Anzahl  der  Dqppeltangenten  bez,  der  Inflexionstangenten 
von  F'  =  0. 


V 
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§  4.   Der  Oonnex  (1,  1). 

Geometrisch  stellt  der  Connex  (1,  l)  nichts  Anderes,  als 
eine  ebene  CoUmeaÜQn  (siehe  oben  Kap.  1,  §  3)  dar;  bei  ihm 
entspricht  jedem  Punkt  x  ein  Punkt  t/,  welcher  das  Centrum 
des  Büschels  der  Geraden  ist,  die  dem  Punkt  x  zugeordnet  sind. 
Wenn 

die  Gleichung  des  Connexes    ist,    so    sind    die   Coordinaten   des 
dem  Punkt  (ar)  entsprechenden  Punkts  (y) 

und  die  Coordinaten  der  Geraden  (v),  welche  (u)  entspricht: 

Das  volle  System  der  invarianten  Bildungen  der  Form 

hat  Clebsch  gefunden.     Es  besteht  aus  7  Formen.    Math.  Ann., 
1  vergl.  auch  Bepert.,  Bd.  1,  p.  345. 

Dieses  System  enthält  die  drei  Invarianten: 

Mittelst  dieser  Invarianten  lässt  sich  die  Discriminante  der 
Form,  nämlich 


dmch  die  Formel 


^11  ^12  ^18 
^21  ^22  ^28 
^81    ^32    ^88 


i*  4-  2t    Sit 

J  ==  — — — ~ ausdrücken. 

6 

Die  gegebene  Form  a^u^  lässt  sich  im  Allgemeinen  auf  die 
cmmische  Form 

fC^  U^  X^  -f-  ^2  t*g  X^  "T"  ^8  ^3  "^Z 

zurückführen. 

Für  diese  canonische  Form  sind  die  drei  Inva/rianten  i,  i^,  i^: 

l    =  K^     "T"  «^2       I     "'S» 

«j  ==  Äj  ~r  "^2  "1   "'S  ? 

*2  ^^  "'1       \     '^t       l~  "'S  • 
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\r  Bestimmung   der  k  (der  Coeffidenlm  der  can<misclten 
dient  näffiin  die  GleKhutig 


ne  Zwischenform  der  Form  f  ist 

gleich  Null  gesetzt,  die  CoUineation   darstellt,   die  sich 
zweimaligen  Anwendung  der  Collineation  f  =0  ergibt. 
)r  cOfijugirte  Connex  des  Connexes  f=0  ist 
S  -  (oi,.)  (.^.)  =  0, 
durch  Mj,  f  und  f^  auf  die  folgende  Art  at4sdrücken  lässt: 

'.r  Connex  ff  ^  0  steH(  die  Transformation  dar,  welche  zu 
■ch  f^  0  gegebenen  Transformation  invers  ist. 
instruirt  man  die  Zwiscbenformen 

f  —  Vi£  M_  _  V  ^/l  M- 


f  _  "K^df  <>fh-\  _.  V df  ^fh - 1 


'•  =  Zd^,-d^  =  Zd^,^^^  ^S.  =  9). 

bt  sich: 

Be  f^  lassen  sich  linear  durch  u^,  f,  f^  a/usdrüeken.     Die 
steilen  die  CöRineationen  dar,  welche  eine  (h  -\-  l)-malige 
iuttg  der  CöUineation  f^O  Uefert. 
ie  3j  =  0  r^äsenUren  die  OoUineationen,  welche  zu  den 
iie  /i  =  0  dargestellten  CoÜineationen  invers  sind. 
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Cribt  man  f  die  oben  angegebene  canonische  Form,  so  lassen 
^^^  fh*  9>  9h  durch  die  Formeln  ausdrücken: 

fh      =  V  ■*■  ^^1^1  +  V  "^  ^^2^2  +  V  "^  ^^8^3' 

Näheres  über  den  Connex  (1,1)  findet  man  bei  C  leb  seh, 
Jklafh,  Ann.,  1  und  in  der  Clebsch-Lindemann'schen  Geo- 
metrie, Andere  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  von  Battaglini, 
Griarn.  di  mat,  21,  22;  Ätti  Äcc,  Napöli,  1880;  Memorie  Äcc. 
JLincei,  (3),  9,  1880;  Lazzeri,  ÄUi  Ist.  Veneto,  (6),  3,  1885. 

§  5.   Der  Connex  (1,  2). 

Dieser  Connex  wurde  zuerst  von  Godt,  Dissert,  Göttingen 
1873  untersucht  und  die  Eesultate,  zu  denen  er  gekommen,  von 
Clebsch  auf  den  Connex   (l,w)   ausgedehnt. 

Bei  dem  Connex  (l,  2)  ist  die  Curve  F  =  0  (siehe  oben  §  3) 
eine  allgemeine  Curve  4*®'  Ordnung  ohne  singulare  Funkte, 

Offenbar  können  in  diesem  Fall  die  Curveni^'=0,  O'=0 
nicht  existiren,  da  jede  Grerade  der  Ebene,  weil  w  ===  1  ist,  mit 
mtr  einem  ihrer  Punkte  ein  Element  der  Hauptcoincidenz  bildet, 
und  es  daher  nicht  vorkommen  kann,  dass  zwei  solche  Punkte 
zusammenfallen. 

Die  Curve  jP  =  0  hat  die  Gleichung: 

und  die  Curve  0  =  0: 

(abu)c^u^u^^u^^  =  0. 

Die  Curve  (Z>  ist  also  von  der  6*®''  Klasse. 

lieber  den  dem  Connex  (1,  2)  conjugirten  Connex  siehe 
oben  §  2. 

In  jedem  Connex  (1,  2):  a^uj=  0  bilden  die  Fmikte,  deren 
entsprechende  Kegelschnitte  in  zwei  Punkte  zerfallen,  die  Curve 
3^'  Ordnung 

und  die  Geraden,  welche  die  beiden  Punkte,  in  die  jeder  dieser 
Kegelschnitte  zerfällt,  miteinander  verbinden,  sind  die  Tatigenten 
der  Curve  5*®'  Classe 

{abc)  icißy)u^u^u^  =  0, 
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während  die  nämUdien  Fwnktepaare  sich  ihrerseits  auf  der  Curve 

^^^  (ahc)  (ccßx)  {ßyx)  {yax)  =  0 

befinden. 

In  jedem  Connex  (1,2)  gibt  es  7  Gerade,  die,  mit  einem 
beliebigen  ihrer  Funkte  zusammengenommen,  Elemente  der  Haupt- 
coinddenz  bilden.  Diese  Geraden  heissen  Grumtstrahlen.  Sie 
machen  einen  Theil  des  Systems  der  Integrälcurven  aus,  sind 
ein  Theil  der  Doppeltangenten  der  Curve  F  =  0  u/nd  die  einzigen 
Doppeltangenten  von  0  =  0. 

Die  Gleichung 

u^  =  (auv)uj  =  0 

stellt,  wenn  in  ihr  die  v  als  Parameter  angesehen  werden,  das 
Tangentialnetz  (vergl.  Kap.  5)  der  Curven  3*®'  Klasse  dar,  welche 
die  7  Grnndstrahlen  berühren. 

Wenn  die  Gerade  v  eine  der  übrigen  21  Doppeltangenten 
von  F  =  0  (siehe  Kap.  8)  ist,  so  zerfällt  die  Curve  u^  =  0  in 
einen  Pu/nkt,  nämlich  einen  der  21  Schnittpunkte  von  zweien  der 
7  Grundstrahlen,  und  in  einen  Kegelschnitt,  tvelcher  der  Be- 
rührungskegelschnitt an  die  anderen  5  Strahlen  ist. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Die  Hauptcoi/nddenz  eines  Connexes  (1,2)  lässt  sich  stets 
als  Hauptcoi/nddenz  eines  Connexes  von  der  specieUen  Form 

darstellen;  dabei  ist  diese  Gleichimg  auf  drei  der  7  Grundstrahlen 
bezogen  und  sind  diese  3  Strahlen  zu  Seiten  des  Basisdreiecks 
der  Coordinaten  genommen. 

Die  Geraden  a^=  0,  fe^=  0,  c^=  0  sind  die  drei  Doppel- 
tangenten von  F  =  0,  welche  auf  die  in  einem  früheren  TJieorem 
angegebene  Art  den  drei  Eckpunkten  des  Basisdreiecks  entsprechen 
(das  zu  Seiten  drei  andere  Doppeltang enten  hat). 

Aus  dem  Gesagten  geht  klar  hervor,  dass  die  Theorie  der 
Connexe  (l,  2)  in  enger  Beziehung  zu  der  Lehre  von  den  ebenen 
Curven  4*®'  Ordnung  steht.     Vergl.  Kap.  8. 

Ueber  den  Connex  (1,  2)  siehe  auch  Peano,  Ätti  Äcc. 
Torino,  16,  1881. 

§  6.    Die  Connexe  (1,  m)  und  Literaturangaben  über  den 

Connex  (2,2). 

Die  vorstehenden  Kesultate,  zu  denen,  wie  wir  schon  oben 
sagten,  Godt,  kam,  wurden  von  C  leb  seh  verallgemeinert  und 
auf  den  Connex  (l ,  m)  ausgedehnt. 
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Indem  wir  auf  die  Darstellung  in  den  Vorlesungen  über 
Geometrie  von  Clebsch-Lindemann  verweisen,  wo  man  Näheres 
findet,  wollen  wir  hier  nur  einiges  Wenige  mittheilen. 

In  dem  Connex  (l,  m)  gibt  es  w^  +  ^  ~f"  ^  Grundstrahlen, 
die,  wie  in  §  5,  definirt  werden. 

Die  Ordmmg  von  F  =  0  ist  die  (w  ■ —  l)  (w  +  2)*®;  die 
Ajnz(üd  der  Boppeljnmkte: 

|(tw  —  2)  (m  —  3)  [(m  +  2)^  -f  3m]; 

die  Anzahl  der  CuspidalpunJcte: 

3(m  —  2)  (2m  +  l); 
das  Geschlecht: 

p  ==  \m(lm  —  11); 

die  Classe  ist  die  (3m^)*®; 

die  AnzaJd  der  Inflexionspu/nJcte  beträgt: 

12m(m  —  l), 

der  Doppeltangenten:  ^(9m*  —  40 m^  -|-  35m  -}-  2). 

Die  m^  -\-  m  -\-  1  Grundstrahlen  sind  die  einzigen  Doppel- 
tangenten der  Curve  (D  =  0  und  sind  auch  ein  Teil  der  Doppel- 
tangenten von  F  =  0. 

Man  kann  dann  auch  hier  gewisse  Curven  u^  =  0  von  der 
(fu  -\-  ly^^  Classe  betrachten,  die  denen  in  §  5  analog  sind, 
und  kann  die  in  demselben  Paragraphen  angegebene  Beziehung 
zwischen  speciellen  Curven  u^  ==  0  und  den  anderen 

-|m(m  —  1)  (3m2  -f  3m  —  11) 

Doppeltangenten  von  F  =  0  weiter  ausdehnen.  Wir  halten  es 
jedoch  nicht  für  angemessen,  länger  bei  diesen  Einzelheiten  zu 
verweilen. 

Die  Theorie  der  temären  Connexe  begründete,  wie  man 
wohl  sagen  kann,  C  leb  seh  mit  der  Untersuchung  des  Connexes 
(1,  1),  Math.  Ann.,  1  und  besonders  mit  der  in  den  Math.  Ann., 
6  enthaltenen  Arbeit  und  der  eingehenden  Darstellung  in  seinen 
1871,  1872  gehaltenen  Vorlesimg en  über  Geometrie,  die  von 
Lindemann  bearbeitet  und  zuerst  im  Jahr  1876  herausgegeben 
wurden. 

Den  Connex  (2,  2)  behandelte  zuerst  C  leb  seh,  der  den  zu  ihm 
conjugirten  Connex  (siehe  oben  §  2)  berechnete;  auf  ihn  folgten 
Armenante,  Atti  Lincei,  (2),  3,  1876  und  Peano,  Atti  Acc. 
Torino,  16,  1881.     Mit  speciellen  Connexen  (2,  2)  beschäftigten 
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sich  Battaglini,  G-iorn,  di  mat,  19,  1881;  Atü  Acc.  Napoli, 
1879;  Amodeo,  Giom.  di  mat,  25,  1885  und  Pannelli,  ib., 
26,  1888,  7 

Erweiterungen  der  Tbeorie  der  Connexe  auf  den  Raum 
findet  man  bei  Battaglini,  Mem.  Acc.  Lincei,  (3),  12,  1881; 
Giorn.  di  Mat,  22,  1884,  der  die  hilinearen  quaternären  Formen 
untersuchte;  Lazzeri,  Mem.  Lincei,  (4),  4,  1887,  der  den 
Connex  (l,  l)  im  Eaum  betrachtete;  Krause,  Math.  Ann.,  14, 
der  den  Connex  (l,  2)  im  Raum  behandelte  und  D.  Sintsof, 
Theorie  des  connexes  dam  Vespace^  JBuU.  des  sdences  math.,  1898. 
Der  letztere  Artikel  ist  ein  Bericht  über  ein  russisches  Werk 
des  Verfassers. 


Kapitel  VII. 
Die  ebenen  Cnrven  dritter  Ordnung. 

§   1.    Allgemeines  über  die  Curven  dritter  Ordnung. 
Wendepunkte.     Tangentialpunkte. 

Die  allgemeine  Gleichtmg  einer  Curve  5*®'  Ordnung  enthält 
liomogen  zehn  Coefficienten;  sind  daher  in  der  Ebene  netm  Fwrikte 
willkürlich  gegeben,  so  geht  im  Allgemeinen  eine  einzige  Curve 
dritter  Ord/mmg  durdi  sie. 

Die  neun  Punkte  können  jedoch  derart  von  einander  ab- 
hängig sein,  dass  unendlich  viele  Curven  3*®'  Ordnung  durch 
sie   gehen. 

Alle  durch  acht  Punkte  der  Ebene  gehenden  Curven  5*®'  Ord- 
nung gehen  auch  durch  einen  neunten  von  den  ersten  bestimmten 
JPunkt. 

Die  Curve  5*®'  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^^ 
Classe  und  dem  Geschlecht  Eins;  sie  hat  neun  Wende-  oder 
Inflexionspunkte. 

Hat  sie  einen  Doppelpunkt,  so  ist  ihr  Geschlecht  Null;  sie 
ist  dann  von  der  4*®^  Classe  und  hat  nur  drei  in  einer  Geraden 
liegende  Wendepunkte.  Die  Gleichung  einer  solchen  Curve  hängt 
von  acht  Constanten  ab. 

Wenn  die  Curve  eme  Spitze  hat,  so  ist  ihr  Geschlecht  wieder 

Null,   ihre  Classe  die  3^  und  die  Anzahl  der  Wendepunkte  1. 

Die  Gleichtmg  einer  solchen  Curve  hängt  von  sieben  Constanten  ab. 

Die  Gerade,  welche  zwei  Wendepunkte  verbindet,  geht  immer 

durch  einen  dritten  Wendepunkt 

Die  neun  Wendepunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  zwölf  Geraden 
und  durch  jeden  Wendepvmkt  gehen  vier  dieser  Geraden, 

Die  neun  Wendepunkte  können  nicht  sämmtlich  reell   sein, 
höchstens  drei  von  ihnen  sind  reell. 

Die  vier  durch  einen  Wendepunkt  gehenden  Geraden  bilden 
jedesmal  eine  äquianharmonische  Gruppe, 

Pascal,  Bepertorium.  II.  12 
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Die  12  Geraden  ordnen  sicli  in  vier  Gruppen  zu  je  drei, 
so  dass  »jede  aus  drei  Linien  hesteJiende  Gruppe  sämnUUcke 
9  Wendepu/nkte  enthält;  jedes  der  Dreiecke,  welches  die  drei 
Geraden  eines  Tripels  zu  Seiten  hat,  heisst  Wendepwnktsdreieck, 

Durch  die  neuM  Wendepunkte  einer  Curve  5*®'  Ordnwng 
gehen  u/nendUch  viele  solche  Curven,  welche  sämmflich  dieselben 
Wendepu/nkte  haben.  Das  Büschel  aller  dieser  Curven  heisst 
syzygetisches  Büschel, 

Bezeichnet  man  mit  /"  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen 
Curve  und  mit  H  =  0  die  der«  Hesse'schen  Curve  (vergl.  Kap.  5), 
so  lautet  die  Gleicfiu/ng  des  syzygetischen  Büscfiels 

Unter  den  Curven  dieses  Büschels  sind  daher  auch  die  vier 
Wendepunktsdreiecke  enthalten. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Wendepunkts  zerfällt  in  zwei 
Gerade,  von  denen  die  eine  die  Wendetangente  und  die  andere 
eine  Gerade  ist,  welche  die  harmonische  Polare  (Gerade)  des 
Wendepunkts  heisst. 

Die  harmonische  Polare  des  Wendepunkts  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  jede  durch  diesen  Punkt  gezogene  Gerade  sie  in. einem 
Punkt  schneidet,  welcher  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Punkte, 
in  denen  die  Gerade  die  Curve  5*®'  Ordnung  trifft,  harmonisch 
conjugirt  zu  dem  Wend&pwnkt  ist.  Daher  der  Name  harmonische 
Polare  (bez.  Gerade), 

Daraus  folgt  auch: 

Die  harmonische  Polare  eines  Wendepunkts  schneidet  die 
Curve  5*®'  Ordnwng  in  den  drei  Berühru/ngspmiMen  der  von  dem 
Wendepunkt  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten, 

Alle  Curven  des  syzygetischen  Büschels  haben  auch  dieselben 
harmoniscJien  Polaren, 

Die,.  Tangenten  in  zwei  Wendepu/nkten  treffen  sich  auf  der 
harmonischen  Polaren  des  Wendepunkts,  welcher  mit  den  ersteren 
in  einer  Geraden  liegt,. 

Die  harmonischen  Polaren  dreier  in  einer  Geraden  liegenden 
Wendepu/nkte  schneiden  sich  in  demselben  Punkt, 

Jedem  Punkt  einer  Curve  3***  Ordnung  entspricht  ein  anderer, 
welcher  der  Schnitt  der  Tangente  in  dem  ersteren  Punkt  mit 
der  Curve  ist. 

Dieser  Punkt  heisst  Tangentialpunkt  oder  Begleiter  (Satellit) 
des  gegebenen. 
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Die  drei  Tcmgentiälpimkte  dreier  in  emer  Geraden  liegenden 
Punkte  gehören  ebenfalls  einer  Geraden  an,  der  Begleiterin  (Satel- 
Ute)  der  ersteren. 

Es  gibt  eine  Gerade  der  Ebene  (die  Begleiterin  der  unend- 
lich fernen  Geraden),  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Ab- 
stand eines  Punkts  der  Curve  von  ihr  in  constantem  Verhältniss 
zu  dem  Product  der  Abstände  desselben  Punkts  von  den  drei 
Asymptoten  (den  Tangenten  in  den  drei  unendlich  fernen  Punkten 
der  Curve)  steht 

Die  vier  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten,  welche  sich 
von  einem  Punkt  P  der  Curve  an  die  Curve  ziehen  lassen,  sind 
die  Ecken  eines  Vierecks,  dessen  drei  Gegenseiten-Schnittpunkte  oder 
Diagonälpunkte  (-Ecken)  ebenfalls  auf  der  Cu/rve  liegen;  und  die 
Tcmgenten  am  die  Curve  in  diesen  drei  Ptmkten  treffen  sich  ebenso 
wie  die  Tangente  in  P  in  einem  und  demselben  Punkt  der  Curve, 

Bas  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten, 
welche  sich  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  ziehen 
lassen,  bleibt  bei  dem  Variiren  des  Ptmktes  constant.  Dieser  Satz 
ist  sehr  wichtig. 

Burch  einen  Punkt  A  einer  Curve  5*®'  Ordnung  ziehen  wir 
eine  Gerade,  welche  die  Curve  in  zwei  anderen  Punkten  P,  Q 
schneidet  und  bilden  dann  das  vollständige  Viereck,  dessen  Ecken 
die  vier  Punkte  sind,  zu  denen  A  der  Tangentialpunkt  (Begleiter) 
ist;  zwei  Gegenseiten  dieses  Vierecks  schneiden  dann  die  gegebene 
Gerade  in  zwei  in  Bezug  auf  P  und  Q  einander  harmonisch  con- 
jugirten  Punkten,     Maclaur in' scher  Satz. 

Werm  die  Ta/ngentialpwnkte  dreier  Punkte  A,  B,  C  in  emer 
Geraden  liegen,  so  geliören  auch  die  Punkte  Ä,  B' ,  C ,  in  denen 
BC,  CA,  AB  von  neuem  die  Curve  schneiden,  einer  Geraden  cm. 

Es  gibt  unendlich  viele  Polygone  von  2n  Seiten  und  2n 
Ecken,  deren  Ecken  auf  einer  allgemeinen  Curve  5*®'  Ordnung 
liegen  und  von  denen  die  geraden  Seiten  sich  in  einem  Punkt  A 
der  Curve  treffen,  u/nd  die  u/ngeraden  durch  einen  ztveiten  Punkt  B 
der  Curve  gehen.  Die  Steiner'schen  Polygone,  Grelle,  32.  Die 
beiden  zusammengehörigen  Punkte  A  und  B  heissen  ein  zur 
Zahl  n  gehöriges  Steiner'sches  Punktepaar  (associati). 

Diese  Polygone  werden  am  besten  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  studiert. 

IHe  Hesse'sche  und  Steiner*sche  Curve  einer  cubischen  Curve 
sind  identisch  und  von  der  3^^  Ordnung. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  cubischen  Curve  ist  3^^  Classe 
und  6^^  Ordnung;  sie  ist  die  Enveloppe  aller  derjenigen  Polar- 
is* 
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kegelschnitte  der  Punkte  der  Ebene,   welche  m  zwei  Gerade  zer- 
fallen. 

Jede  beliebige  Curve  5*®'  Ordnung  lässt  sich  als  die  Hesse*- 
sche  dreier  a/nderer  Curven  3^^  Ordnu/ng  a/nsehen  wnd  jede  Curve 
5*®'  Classe  als  die  Cayley'sche  einer  Curve  5*®'  Ordnung. 

Man  habe  zwei  Gerade  u,  v!  und  betrachte  das  Büschel 
von  Polarkegelschnitten  der  Punkte  von  u  bez.  der  Curve  3*®' 
Ordnung.  Der  Pol  von  u  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitte 
des  Büschels  beschreibt  einen  Kegelschnitt,  welcher  gemischte 
(misia)  Pöloconica  (Pölkegelschnitt)  der  zwei  Geraden  genannt  wird 
(Cremona).  Wenn  die  beiden  Geraden  zusammenfallen,  so  gilt 
der  Satz: 

Die  Curve,  welche  von  den  Polargeraden  aller  Pu/nkte  einer 
Geraden  bez.  einer  Curve  5*®'  Ordnung  eingehüllt  urird,  ist  ein 
Kegelschnitt  und  heisst  die  gemeine  (pura)  Pöloconica  der  Geraden. 

Die  Hesse'sche  Curve  wird  von  jeder  gemeinen  Pöloconica 
einer  Geraden  in  drei  Punkten  berührt. 

Legt  man  durch  die  drei  Punkte,  in  denen  die  Curve  von 
Hesse  von  einer  gemeinen  Pöloconica  berührt  wird,  einen  be- 
liebigen zweiten  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  die  Curve  von 
Hesse  in  drei  weiteren  Punkten,  in  denen  dieselbe  von  einer 
zweiten  gemeinen  Pöloconica  berührt  wird. 

Wenn  man  von  einem  Punkt  der  Ebene  die  sechs  Tangenten 
an  eine  Curve  3^^  Ordnung  zieht,  so  liegen  die  Tangentiälpunkte 
der  sechs  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  die 
konische  Begleiterin  (Satellite)  des  Punktes  a  oder  des  Polarkegel- 
schnitts von  a  (auf  welchem  sich  die  sechs  Berührungspunkte  der 
sechs  Tangenten  befinden)  genannt  wird  (Cremona). 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  und  die  konische  Be- 
gleiterin dieses  Punktes  berühren  sich  in  den  beiden  Punkten,  in 
ivelchen  sie  von  der  Polar  geraden  des  Punktes  geschnitten  werden. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  mit  einer  Curve  5*®'  Ordnung  zwei 
Berührungspunkte  2^^  Ordnung  hat  (zwei  Punkte,  von  denen  jeder 
als  die  Vereinigung  von  drei  unendlich  nahen  Punkten  zu  be- 
trachten ist),  so  geht  die  Gerade,  welche  diese  beiden  Punkte  ver- 
bindet, durch  einen  Wendepunkt.  Es  gibt  neun  Systeme  solcher 
Kegelschnitte. 

Durch  jeden  Berührungspunkt  einer  von  einem  Wendepunkt 
an  die  Curve  gezogenen  Tangente  geht  ein  Kegelschnitt,  welcher 
mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  sechspunktige  Berührung 
(eine  Berührung  6*®'  Ordnu/ng)  hat. 
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Auf  der  Curve  3^^  Ordnung  gibt  es  27  Funkte,  in  denen 
Kegelschnitte  die  Curve  6-punktig  berühren.  Diese  Funkie  ent- 
sprechen auch  den  27  SchniUpwnkten  der  Curve  mit  den  9  har- 
monischen Folaren  der  9  Wendepunkte  der  Curve  5*®'  Ordnung, 

Es  gibt  drei  verschiedene  und  je  aus  einer  zweifach  unend- 
lichen Anzähl  von  Kegelsdinitten  besiehende  Systeme,  welche  eine 
Curve  3^'  Ordnung  in  drei  Funkten  berühren. 

Die  Tangentialpunkte  der  drei  Funkte,  in  welchen  einer 
dieser  Kegelschnitte  die  Curve  «9*®'  Ordnung  berührt,  liegen  in 
einer  Geraden, 

Die  cubischen  Plancurven  wurden  studirt  von:  Newton, 
Enumeratio  linearum  tertii  ordinis,  1704  und  Maclaurin,  De 
linearum  geometricarum  proprietatibus  gener alibus  Tractatus,  ins 
Französische  übertragen  von  de  Jonquieres:  MÜanges  de  gco- 
märie  pure,  Paris,  1856,  p.  197.  Neuer  sind  Plücker,  System 
der  analytischen  Geometrie,  1835;  Steiner,  Werke,  2;  Hesse, 
CreUe,  28,  36,  38;  Salmon,  Grelle,  42  und  die  Arbeiten  von 
Cayley,  Fhil.  Trans.,  147;  Chasles,  Geom,  sup&ieure,  Paris 
1852;  Moebius,  Ahh,  der  8.  Ges.,  1848,  1849;  Werke,  Bd.  2; 
Cremona,  Introd.  etc.,  Bologna  1862,  deutsch  1865;  Durege, 
Die  ebenen  Curven  5*®'  Ordnung,  Leipzig,  1871  und  vielen  Anderen. 

Die  Curven  3*®'  Classe  haben  Cayley,  Journ,  de  Liouville, 
9,  1844  =  Coli.  J^ath.  Fap.,  1,  p.  183;  Lond.  Fhil.  Trans.,  147, 
1857  =  Coli.  Math.  Fap.,  2,  p.  381;  Hesse,  1.  c;  Bellavitis, 
Atti  Istituto  Veneto,  1852  etc.  untersucht. 

Die  bedeutendsten  Werke,  in  denen  man  die  Eigenschaften 
der  Curven  3*®'  Ordnung  zusammengestellt  findet,  sind  von  Cre- 
mona, 1.  c;  Salmon,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen 
Curven,  Leipzig,  1882;  Durege,  L  c;  Schroeter,  Die  TJieorie 
der  ebenen  Curven  5*®'  Ordnung,  Leipzig,  1888  imd  die  oft 
citirte  C  leb  seh -Lindemann 'sehe  Geometrie. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wurde  zuerst  in 
einem  Aufsatz  von  C  leb  seh,  CreUe,  63  auf  das  Studium  der 
ebenen  Curven  3*®'  Ordnung  angewendet.  Man  sehe  darüber 
auch  die  Geom.  von  Clebsch-Lindemann  nach  und  Kap.  11 
Bd.  2  des  Halp he  naschen  Werkes  Fonctions  elliptiques,  Paris 
1886  —  1891. 

In  Betreff  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Curven  3*®^ 
Ordnung  vom  Geschlecht  Null  (unicitrsälen,  rationalen)  citiren 
wir    das    neuere    Buch    von    Binder,    Theorie    der    unicursalen 
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Plancurven  4*®'  his  5*®'  Ordnung  in  synthetischer  Behandlung, 
Leipzig,  1896  und  die  Arbeiten  von  Pittarelli,  Hend.  Acc. 
Napoli,  1885;  Jfcw.  Acc,  lAncei,  (4),  3,  1886. 


§  2.  Frojective  Erzeugungsweisen  der  Curven  3^'  Ordnung. 

Sind  in  der  Ebene  drei  Ptmktepaare  A,  A^;  B,  B^;  C,  C^ 
gegeben,  welche  nicht  die  Gegmecken  emes  vollständigen  Vierecks 
sind,  so  ist  der  Ort  eines  Ptmktes  P,  welcher  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  drei  Strahlmpaare  PA,  PA^;  PB,  PB^;  PC,  PC^ 
einer  Involution  angehören,  eine  allgemeine  Curve  5*®'  Ordnung, 
welche  durch  die  sechs  gegebenen  Pu/nkte  geht. 

Diesem  Ort  gehören  die  Schnittpunkte  von  AB  mit  A^B^^ 
von  AB^  mit  A^B  etc.  an,  welche  wir  D  bez.  D^  nennen  wollen, 
ferner  die  Punkte 

E={AC,  A^C^),  E^  ='(AC^,  A^C)  etc. 

Punkte,   wie  A,  A^;  B,  B^;  D,  D^  etc.   heissen   conjiLgirt. 

Für  zwei  conjugirte  Punkte  ist  die  Eigenschaft  charakte- 
ristisch, dass  die  Tangenten  in  zwei  conjugirten  Punkten  sich  auf 
der  Curve  selbst  in  einem  Punkt  schneiden,  welcher  seinerseits  mit 
dem  Punkt  conjugirt  ist,  in  dem  die  Gerade,  welche  die  beiden 
ursprünglichen  conjugirten  Pu/nkte  verbindet^  die  Curve  zum  dritten 
Mal  trifft. 

Andere  projective  Erzeugungs weisen  der  cubischen  Curven 
sind  die  folgenden: 

Man  betrachte  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  Geraden- 
büschel, die  zueinander  projectiv  sind  (die  Parameter  eines 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden  der  beiden  Büschel  seien  durch 
eine  bilineare  Relation  verbunden);  alsdann  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  eines  Strahls  mit  dem  entsprechenden  Kegelsclinitt 
eine  Curve  5*®'  Ordnu/ng,  welche  durch  das  Centrum  des  Geraden- 
büschels u/nd  durch  die  vier  Basispimkte  des  Kegelschnittbüschels 
geht  (Chasles). 

Wenn  man  auf  einer  Curve  5*®'  Ordnu/ng  vier  Punkte  als 
Basispunkte  eines  Kegelschnittbüschels  annimmt,  so  schneidet  jeder 
Kegelschnitt  dieses  Büschels  die  Curve  in  zwei  veränderlichen  Punkten, 
deren  Verbindungsgerade  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve 
geht  (den  Gegenpünkt  der  vier  gegebenen  Punkte). 

Man  betrachte  die  ScJiar  der  Kegdschmtte,  weldie  vier 
gegebene  Gerade  berühren;  von  zwei  gegebenen  Punkten  ziehe 
man    die    beiden    Paare    von  Tangenten   an   jeden   Kegelschnitt 
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der  Schar;  der  Ort  der  Schnittpunkie  dieser  Tangenten  ist  dann 
eine  allgememe  Curve  5*®'  Ordmmg, 

Eine  andere  Er^eugungs  weise  ist  die  sogenannte  Grass - 
mann'sche. 

Ein  Punkt  F  hesdtreiht  eine  Curve  5*®'  Ordmmg,  wenn  die 
Geraden,  welche  ihn  mit  drei  festen  Punkten  verbinden,  drei 
andere  feste  Gerade  in  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten 
schneiden.  In  diesem  Fall  umhüllt  die  bewegliche  Gerade,  in 
weldher  die  drei  Schnittpunkte  liegen,  eme  Curve  5*®'  Classe, 

Eine  weitere  geometrische  Gonstruction  ^ndet  man  bei 
Schröter,  Math.  Ann,,  5. 

lieber  die  Gonstruction  einer  Gurve  3*®'  Ordmmg,  wenn 
neun  Punkte  von  ihr  gegeben  sind,  und  über  die  Gonstruction 
des  neunten  Pimktes,  durch  welchen  alle  Gurven  3*®'  Ordnung 
des  durch  8  Punkte  bestimmten  Büschels  gehen,  siehe  besonders 
Chasles,  Compt,  Bend.,  1853;  Gayley,  Quart.  J.  of  math.,  5, 
1862;  Gremona,  Introd.,  etc. 

§  3.    CanoniBOhe  Foimen  der  Gleichung  der  Curven 
3ter  Ordnung.    Verschiedene  Classificationen  dieser  Curven. 

Nimmt  man  zur  Ecke  (a?i  «*=  0,  x^^=>=  0)  des  Fundamental- 
dreiecks der  Coordinaten  einen  Wendepunkt  der  Curve,  zur 
Geraden  x^  =  0  die  Wendetangente  und  zur  Geraden  x^  =  0 
die  harmonische  Polare  desselben  Wendepunkts,  so  lautet  die 
Gleichung  der  Curve  5*®'  Ordnung  in  homogenen  Coordinaten: 

X9  Xa       ~^  '    a  X-t  '  I        O  0  X-t     Xo        I        Ö  C  X-t  Xo  I        W  Xa    • 

Zerlegt  man  das  Polynom  auf  der  rechten  Seite  in  seine 
drei  linearen  Factoren,  so  stellt  jeder  von  diesen,  gleich  Null  ge- 
setzt, eine  der  drei  Tangenten  dar,  weldie  von  dem  Wendepunkt 
cm  die  .Curve  gezogen  werden  können. 

W(Mt  ma/n  als  Gerade  x^  «**=  0  eine  dieser  Tangenten,  $0 
lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

oder  auch,  bei  einer  anderen  geeigneten  Wahl  der  Äxe  x^  =  0,  auf 

x^  x^  ==  4  ajj        g^  x^  x^        g^  x^ 
redudren. 

Wenn  die  Gleichung  der  Gurve  3**^  Ordnung  auf  eine  der 
vorstehenden  Formen  zurückgeführt  wird,  so  erkennt  man,  dass 
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die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Curve  elliptischen  Functionen 
eines  Parameters  proportional  sind.     Man  kann  nämlich 

x^:X2:x^  =  p  (u)  'p{u)  :  1 

setzen,  worin  p,  p  die  elliptischen  Fu/ndionen  von  Weierstrass  sind. 
Vergl.  Bd.  1,  Kap.  16. 

Wenn  man  bei  der  Reduction  der  Gleichung  der  Curve  auf 
die  letztere  Form  ^g  ^  0  erhält,  so  ergibt  sich  die  sogenannte 
harmonische  Curve  5*®'  Ordnu/ng,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  die  vier  von  einem  Punkt  der  Cu/rve  an  die  Curve  seihst 
gezogenen  Tangenten  eme  harmonische  Gruppe  hüden. 

Wenn  dagegen  g^  =  0  ist,  so  hat  man  die  äquia/nhar- 
monische  Curve  3^^  Ordnung,  für  welche  der  Satz  gilt,  dass  die 
vier  von  ei/nem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  selbst  gezogenen 
Tangenten  eine  äquianJiarm^onische  Gruppe  ausmachen. 

Wird  als  Fwndamenialdreieck  der  Coordinaten  eines  der 
Wendepunktsdreiecke  angenommen,  so  lautet  die  Gleichwng  der 
allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung 

Nimmt  man  dagegen  das  aus  den  drei  Wendetangenten  ge- 
bildete Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten,  so  tvird 
die  Gleichung  der  Curve: 

(%  +  «^2  "f"  ^s)^  "f"  ^"^kx^x^x^  =  0. 

Die  Gleichung  einer  Curve  5*®'  Ordmmg  mit  einem  Doppel- 
punkt (der  rationalen  Curve  5*®'  Ordnung)  lässt  sich  auf  die 
Form  bringen: 

X-i        ~T~"    Xa  j        D  X-t  Xa  Xa    ^^—    \) , 

wenn  das  aus  der  Geraden  iTg  =  0,  in  welcher  die  drei  Wende- 
punkte liegen,  und  aus  den  bdden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkt 
(x^  =  0,  x^  =  0)  gebildete  Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  der 
Coordinaten  gewählt  wird. 

Der  Gleichung  der  Curve  3^^  Ordnung  mit  einer  Spitze  lässi 
sich  die  Gestalt 

Xa      "-"^    O  X-i     Xo    ^^—    \J 

geben,  indem  man  das  aus  der  Spitzentangente  (ä;i  =  0),  der 
Tangente  im  einzigen  Wendepunkt  (x^  =  0)  und  der  Geraden 
(^x^  =  0),  welche  die  Spitze  mit  dem  Wendepunkt  verbindet,  ge- 
bildete Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  nimmt. 
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Wenn  die  Gleichung  der  Curve  die  Gestalt 
x^^  +  ^2^  4~  ^8^  4"  ßmx^x^x^  =  0 
hat,  so  ist  die  Gldchmtg  der  Hesse' sdien  Form  (siehe  §  4): 
H=  —  ^m^ix^"  +  x^^  +  x^^)  +  6(1  +  2m^)x^x^x^  =  0, 

und  die  Gleichmig  der  Cayley' sehen  in  Geradencoordinaten: 
s  =  —  6m(wj^  +  ^2^  ~f"  ^8^)  —  ^(^  —  4:m^)u^u^UQ  =  0. 

Die  Gleichwng  einer  Curve  5*®'  Ordnung  lässt  sich  so  redu- 
ciren,  dass  sie  nur  die  Guben  von  vier  in  dm  Coordinaten  linearen 
Formen  enthält. 

Eine  dieser  Formen  wähle  man  willkürlich;  sie  stellt,  gleich 
Null  gesetzt,  eine  Gerade  dar;  alsdann  betrachte  man  das  Büschel 
Yon  Polarkegelschnitten  der  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Curve.     Es  ergibt  sich  dann: 

Die  drei  Diagonalen  des  Vierecks,  dessen  Ecken  die  vier 
Ba&lspu/nkte  dieses  Kegelschnitthüschels  sind,  entsprechen  den  drei 
anderen  linearen  Formen,  welche  in  Verbindung  mit  der  ge- 
gebenen, jede  in  die  3^  Potenz  erhoben,  zur  Darstellung  der 
Gleichung  der  gegebenen  Curve  dienen  können.  Siehe  darüber 
Salmon-Fiedler,  Höhere  Curven,  Anm.  55. 


Jede  allgemeine  Curve  5*®'  Ordnung  (ohne  Doppelpunkte), 
deren  Gleichung  nur  reelle  Coeffidenten  hat,  kann  zwei  ver- 
schiedene Gestalten  haben:  eine  eintheilige  mit  nur  einem  reellen  Äst 
(Zug),  der  sich  ins  ünendMche  erstreckt  oder  eine  zweitheilige  mit 
zwei  getrennten  Äesten,  siehe  Kap.  4,  §  1.  Die  evntheilige  besitzt 
die  Eigenschaft,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte,  ausser  der 
Tangente  in  dem  Punkt  selbst,  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Curve 
ziehen  kann;  die  beiden  anderen  sind  imaginär.  Die  zweitheilige, 
tvelche  aus  einem  Oval  und  einem  Ast  besteht,  der  sich  ins  Un- 
endliche ersireckt,  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  man  von  jedem 
Punkt  des  Ovals  ausser  der  Tangente  in  diesem  Punkt  selbst  keine 
reelle  Tangente  an  die  Curve  legen  kann,  dass  sich  dagegen  von 
jedem  Punkt  des  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Astes  vier  reelle 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen  lassen,  zwei  an  das  Oval  und 
zivei  an  den  Ast,  dem  der  Punkt  angekört. 

Die  eintheiligen  Curven  5*®'  Ordnung  unterscheiden  sich  nach 
der  Art,  auf  welche  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  geschnitten  werden,  in: 
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a)  die  elliptische  Serpentine,  welche  nur  einen  tmendlich 
fernen  reellen  Pimkt  hat,  und  deren  Tangente  in  diesem  Funkt 
sich  in  das  Endliche  erstreckt  und  mithin  eine  Asymptote  der 
Curve  ist; 

b)  die  parabolische  Serpevdine  hat  ausser  einem  reellen 
Funkt  im  Unendlichen  noch  mit  der  umendlich  fernen  Geraden 
zwei  a/nd&re  Schnittpunkte,  die  reell  sind  tmd  zmammenfaUen; 
sie  besitzt  mithin  eine  Asymptote  im  Endlichen  tmd  berührt  die 
unendUch  ferne  Gerade; 

c)  die  hyperboliscJie  Serpentine  mit  drei  reellen  Funkten  im 
Unendlichen  und  daher  drei  Asymptoten  im  Endlichen. 

Die  zweitheüigen  Curven  dritter  Ordnung  theüt  man  ähnlidi 
ein  in: 

a)  die  elliptische  Serperilne  mit  elliptischem  Oval  und  einem  em- 
zigen  reellen  Funkt  im  Unendlichen,  welcher  auf  der  Serpentme  liegt; 

b)  die  elliptische  Serpentine  mit  paraiboUschem  Oval,  hei 
welcher  ein  reeller  Funkt  im  Unendlichen  und  die  beiden  anderen 
zusammenfallenden  Funkte  auf  dem  Oval  von  parabolischer  Gestdt 
liegen ; 

c)  die  elliptische  Serpentine  mit  hyperbolischem  <Oval;  m 
reeller  Funkt  liegt  auf  der  Serpenlme  im  Unendlichen  und  zwä 
reelle  Funkte  auf  dem  Oval  von  hyperbolischer  Gestalt  im  un- 
endlichen; 

d)  die  parabolische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval;  drei 
reelle  Funkte  im  Unendlichen,  von  denen  wenigstens  zwei  zu- 
sammenfallen, und  die  äUe  auf  der  Serpentine  liegen; 

e)  die  hyperbolische  Serpenlme  mit  elliptischem  Oval;  drä 
verschiedene  reelle  Funkte  im  Unendlichen;  diese  drei  Funkte  liegen 
auf  der  Serpentine, 

Eine  andere  Classification  deijenigen  Curven  3*®^  Ordnung, 
deren  Gleichung  nur  reelle  Coefficienten  enthält,  nach  fünf 
Spßcies  von  divergirenden  Parabeln  ist  von  Newton.  Wie  wir 
schon  gesagt  haben,  lässt  sich  durch  geeignete  reelle  Trans- 
formation der  Coordinaten  die  Gleichung  einer  jeden  so  be- 
schaffenen Curve  3*®'  Ordnung  auf  den  Typus 

3  2      "  a  tC-t    ~T~  ö  0  oc-t  oco    I    ö  c  X-I  tZ/g     I    a  oco 

reduciren,  worin  a,  b,  c,  d  reell  sind.  Man  braucht  zu  diesem 
Zweck  nur  eine  der  (reellen)  Wendetangenten  der  Curve  zur 
Geraden  »Tg  =  0,  einen  (reellen)  Wendepunkt  zum  Punkt 
(iCj  =  0,  x^==  0)  und  die  harmonische  Polare  dieses  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Curve  zur  Geraden  a?2  =  0  zu  nehiaen. 
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Verlegt  man  die  Wendetangente  x^  =  0  ins  Unendliche, 
so  folgt:  Der  Gleichtmg  jeder  Curve  5'®'  Ordnimg  in  Cartesischen 
Coordmaten  lässt  sich  die  Gestalt  gehen: 

Nimmt  man  nun  Rücksicht  auf  die  Natur  der  Factoren  des 
Polynoms  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,  so  kommt  man 
zu  der  Ünterscheidtmg  der  Cufven  5*®'  Ordnimg  nach  fünf  Spedes 
divergirendcr  Parabeln  (Newton)  d.  h.: 

a)  AUe  drei  Faktoren  des  Polynoms  sind  reell;  die  Curve 
besteht  aus  einem  Oval  und  einer  Serpentine. 

b)  Ein  einziger  Factor  ist  reell;  die  Curve  besteht  nur  aus 
einer  Serpentine. 

c)  Zwei  der  drei  Factoren  sind  gleich,  d.  h.  das  Polynom 
zerfällt  in  a(x  —  af  (x  —  (3),  worin  a<  j3  ist;  die  Curve  ist  aus 
einer  Serpentine  und  dem  Oval  zusammengesetzt,  welches  sich  ent- 
weder auf  zwei  cmvjugirte  imagimäre  Punkte  oder  auf  einen  ein- 
zigen reellen  Punkt  redudrt. 

d)  Bas  Polygon  zerfällt  wieder  in  a{x  —  af  {x  —  ß),  aber 
a  ist  grösser  als  ß;  das  Oval  und  die  Serpentine  vereinigen  sich 
derart,  dass  sie  einen  einzigen  stetigen  Äst  bilden,  der  sich  selbst 
schneidet;  die  Curve  hai  einen  Doppelpunkt  (Knotenpunkt). 

e)  Alle  drei  Factoren  des  Polynoms  sind  gleicht;  der  Curve 
kommt  dann  eine  Spitze  (ein  stationärer  oder  Bückkehrpunkt)  zu. 

Verlegt  man  dagegen  die  harmonische  Polare  ajg  =  ^  i^s 
Unendliche,  so  lässt  sich  die  Cartesischc  Gleichung  der  Curve 
^ter  ChrcifiK^g  immer  auch  schreiben: 

y  =  ax^  +  ^bx^y  +  Zcxy^  +  dy^. 

Diese  Curve  5*®'  Ordnung  hat  ein  Centrum  in  dem  Wende- 
punkt (x  =  0,  y  =  0),  d.  h.  jede  durch  diesen  Punkt  gezogene 
Sehne  toird  durch  ihn  halbirt;  unterscheidet  man  nun  zwischen 
den  Factoren  der  rechten  Seite,  wie  oben,  so  erhält  man  die 
Classification  der  Curven  nach  fünf  Arten  von  Centralcurven 
(Chasles). 

Noch  eine  weitere  Eintheilung  der  Curven  3*®'  Ordnung 
hat  Plücker  angegeben  und  auch  Cayley  studirt;  sie  geht  von 
der  Lage  und  Beschaffenheit  der  Tangenten  (Asymptoten)  in  den 
drei  imendlich  fernen  Punkten  der  Curve  aus. 

Was  die  Literatur  über  die  Classification  der  Curyen  3*®' 
Ordnung  angeht,  so  citiren  wir:  Newton,  Enumcraiio  Unearum 
teriii  ordinis,    1706,  p.  19;    Euler,    Introd.,  1848;    Chasles, 
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Äpergu  Jiistorique,  deutsche  Ausg.  von  L.  A.  Sohnke:  Ge- 
schicJite  der  Geometrie,  hauptsächlich  mit  Bezug  auf  die  neueren 
Methoden,  Halle,  1839,  p.  143  u.  Note  20,  p.  367;  Plücker, 
System  der  anal,  Geam.,  Berlin  1835;  Cayley,  Tr ansäet,  of 
Cambridge,  etc.,  11,  1865;  Bellavitis,  Societä  italiana  deUe 
scienze,  Modena,  1851;  Möbius,  Ähh.  der  Sachs.  Gesellsch., 
1848,  1849;  Durege,  Crelle,  75,  76;  etc. 

§   4.    Geometrische   Interpretation    der   Invarianten    und 
Govarianten  der  temären  oubischen  Form. 

Von  dem  System  der  temären  cubischen  Form  war  in 
Bd.  1,  Kap.  12,  §  17,  p.  336  und  folgende  die  Rede.  Wir 
kehren  jetzt  zu  diesem  Gegenstand  zurück,  um  die  wichtigsten 
geometrischen  Interpretationen  der  dort  gefundenen  invarianten 
Formen  anzugeben. 

Es  sei  die  temäre  cubische  Form  symbolisch  durch 

oder  auch  mittelst  der  wirklichen  Coefficienten  durch 

ausgedrückt. 

Aus  den  drei  invarianten  Bildimgen  J,  Q,  JR  der  binären 
cubischen  Form  erhält  man  durch  Anwendung  des  Uebertragungs- 
princips  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  drei  für  die  temäre  cubische 
Form  invariante  Bildungen,  nämlich: 

S  =  (ahufa^h^, 

Q^  =  (ahuy(cau)cjl)^, 

F  =  (ahuy  (cduY  (acu)  (hdu). 

Die  Relation  F  =  0  ist  die  Gleichung  der  Curve  f=0  in 
Liniencoordvnaten  (die  Tangentiälgleichu/ng  der  Curve  3^'  Ordnung), 

Die  Gleichimg  0  =  0  liefert  für  x  =  Const,  die  Tangential- 
(fleichu/ng  des  PolarJcegelschnitts  von  x  wnd  für  u  =  Const,  die 
Gleichung  der  Poloconica  der  Geraden  u  (vergl.  §  1). 

Vermöge  der  Gleichung  Q^  =  0  tvird  jeder  Geraden  u  eine 
Curve  5*®'  Ordnung  zugeordnet  als  Ort  der  Funkte  x,  deren 
Polargerade  die  Gerade  u  in  einem  Pwnkt  treffen,  welcher  zu  x 
in  Bezu^  auf  die  Poloconica  von  u  conjugirt  ist. 

Die  Curve  5*®'  Ordnimg  Q^  =  0  schneidet  die  Gerade  u  in 
drei  Punkten,  die  in  Verbindung  mit  den  Punkten,  in  welchen  u 
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die  Curve  5*®'  Ordnimg  /*=0  trifft,  drei  Paare  dersdhen  In- 
volution bilden,  deren  Doppelpunkte  diejenigen  sind,  in  welchen  u 
die  eigene  JPoloconica  schneidet, 

lieber  die  Hesse'sche  Form  i7,  die  Cayley'sche  Form  5,  die 
Contravariante  t  und  die  beiden  Invarianten  S  und  T  siehe  die 
Formeln  Eepcrt.,  1,  S.  336  und  337. 

Gibt  moM  f  die  canonische  Gestalt  (vergl.  §  3) 

f=x^^-\-  jc/  +  x^^  +  ^mx^x^x^, 
so  wird 

t='-'2{l  —  10m^)(u^^'\-u^^+u^^)  —  2{SOm^'\'24tm^)u^u^u^, 

S=  24m(m«—  1), 

T=  6(8w«+  20m»  —  1), 

während  die  Gleichung  F  =  0  von  f  in  Tangentiälcoordinaten 

—  ^f'=w^6+Wjß+t^3«— (2  +  32m8)(wi8V+«*2'V+V^i^)  — 

—  24  w' Wi  WgMg  (^1^  +  %*  +  V)  —  (24  m  4-  48  m*)  u^^u^^u^  =  0 

lautet,     lieber  die  Ausdrücke  für  H  und  s  siehe  §  3. 

Die  Bedingung  S  =  0  gibt  an,  dass  die  Hesse' sdie  Curve 
von  f=  0  in  drei  Gerade  zerfällt;  die  Cayley'sche  Curve  besteht 
alsdann  aus  den  drei  Doppelpunkten  der  Hesse'sctien  und  das 
von  letzteren  gebildete  Dreieck  ist  Polardreieck  in  Bezug  auf  alle 
Polarkegelschnitte  der  Grundcurve, 

Ist  /S  =  0,  so  heisst  die  Curve  3*®'  Ordnung  äquiahhar- 
monisch;  in  diesem  Fall  bilden  die  vier  von  einem  Pu/nkt  der 
Curve  an  die  Curve  selbst  gezogene^i  Tangenten  eine  äquicmhar- 
monische  Gruppe  (siehe  §  l). 

Wenn  T  =  0  ist,  wird  die  Curve  3*®''  Ordnung  harmonisch 
genannt;  alsdann  bilden  die  vier  eben  genannten  Tangenten  eine 
harmonische  Gruppe, 

Für  T  =  0  fällt  die  Hesse' sehe  Curve  der  Hesse' sehen  mit 
der  Grundcurve  /*  =  0  wieder  zusammen,  die  Cayliy'sche  Curve 
der  Hesse' seilen  dagegen  mit  ^  =  0. 

Die  Discriminante  der  Curve  5*®'  Ordnung  /*=  0,  d.  h.  die 
Function,  welche,  gleidi  Null  gesetzt,  die  Bedingung  für  die  Existenz 
des  Knotenpunkts  angibt,  ist 

Falls  f  die  oben  angegebene  canonische  Gestalt  hat,  ist  die 
Discriminante 

(1  4-  sm^y. 
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Der  Ausdruck  für  diese  Discriminante  B  als  Determinante, 
deren  Elemente  die  Coefficienten  von  f  und  H  sind,  wurde 
JRepert,  1,  S.  337  angegeben. 

Der  Quotient  ^  ist  absolute  Invariante  für  die  cubische  Form. 

Gibt  mam  der  cubischen  Form  wieder  die  camomsche  GestM 

S.  189,  so  ist 

S^ 384m»(m«  —  1)» 

T«        (8m«  +  20  m'  —  1)»* 

Wenn  mit  a  das  anharmonische  (constanie)  Verhältniss  dtr 

vier   von   einem  Punkt   der  Curve  5*®'  Ordnung  an   die    Curve 

selbst  gezogenen  Tangenten   bezeichnet  wird,   so  bestellt  die   be- 
merkenswerthe  Relation: 

^'_24  (l-a  +  aT 


T*  (1  +  a)*  (2  —  a)*  (1  —  2a) 


2 


Die  nothwendigen  tmd  ausreichenden  Bedingungen,  damit  eine 
Curve  5*®*  Ordnung  einen  Bückkehrpunkt  besitze,  sind  S=0,  T=0. 

Soll  eine  Curve  5*®'  Ordmmg  in  einen  Kegelsdmitt  wnd  eine 
Gerade  zerfallen,  so  ist  dazu  nöthig  wnd  ausreichend,  dass 

Ts  —  St 

identiscJi  Null  werde;  soU  ferner  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
berühren,  so  bestehen  die  Bedingungen  in  dem  identischen  Ver- 
schwinden von  t 

Damit  die  Curve  dritter  Ordnwng  in  drei  Gerade  zerfaUe, 
ist  es  nöthig  und  ausreichend,  dass  f  und  H  proportionoH  zu  ein- 
ander  seien,  d,  h,,  dass  die  Zwischenform 

(ahu)ajhj 
identisch  NuU  werde. 

Die  nothwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen  für  das 
Zerfallen  von  f  in  drei  sich  in  einem  Fu/nkt  schneidende  Gerade 
sind  durch  das  identische  Verschwinden  von  H  gegeben. 

Das  identische  Verschumden  von  F  ist  die  Bedingung,  da- 
mit f  in  eine  einfache  und  eine  Doppelgerade  ausarte,  und  das 
identische  Verscfiwinden  von  S  schliesslich  die  Bedingung,  unter 
der  sich  f  auf  eine  dreifache  Gerade  reducirt. 

Wenn  die  Curve  5*®'  Ordnung  einen  Doppelpunkt  hat,  so 
schneiden  die  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  die  einzige  Wende- 
punMslinie  in  zwei  Punkten,  welche  durch  die  Hesse^sche  Form  J 
der  die  drei  Wendepunkte  repräsentirenden  binären  cubischen  Form 
dargestellt   werden.     Die   Covariante  Q  dieser  binären  cubischen 
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Form  stellt  älsdarm  die  drei  Pu/nkte  dar,  in  welchen  die  drei 
harmonischen  Geraden  der  drei  WendeptmJcte  (siehe  §1)  die 
Wendepimktslinie  schneiden. 

Zwei  Curven  5*®'  Ordnung  aj  ==  0  imd  aj  =  0  haben 
dieselben  Wendejmnkte,  wenn  die  simultcme  Contravariante 
[aoiuf  =  0  identisch  versdiwindet 

Setzt  man  daher  voraus,  die  zweite  Curve  sei  die  Hesse'sche 
Curve  H  der  ersten,  so  ergibt  sich: 

Die  Contravaricmte  {ahuf  ist  identisch  NM,  wie  schon 
Bd.  1,  p.  338  gesagt  wurde. 

Für  das  Studium  der  temären  cubischen  Form  ist  die 
Untersuchung  der  binären  biquadratischen  Form 


^(^1.  ^)  =  ^i'  -  SX,%'  -  iTX^X^'  -  ^S'l 


4 


2 


von  Interesse,  welche  bei  der  Bildung  der  Hesse^schen  Foim 
einer  beliebigen  Curve  3*®'  Ordnung  des  syzygetischen  Büschels 
(siehe  §  l) 

X^f -^  l^H     auftritt. 

Die  Gleichung  der  zwölf  Wend&pu/rMsgeraden  lautet: 

G(H,  ^f)  =  E^  —  SH^f^  +  iTHf^  —  i^S^f  =  0. 

Ueber  die  Invarianten  und  Covarianten  von  G  siehe  Bd.  1, 
p.  338,  wo  man  auch  Literaturangaben  über  die  temären  cubi- 
schen Formen  findet. 
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Kapitel  VIII. 
Die  ebenen  Cnrven  4*®^  Ordnung. 

§  1.    Allgemeines«     Erzeugungsarten  der  Gurven  4^'  Ord- 
nung.     Doppeltangenten.      Berührungskegelschnitte    und 

Berührungseurven  3*®'  Ordnung. 

Aus  den  PI ück  er 'sehen  Formeln  ergeben  sich  die  folgenden 
zehn  möglichen  Combinationen  für  die  charakteristischen  Zahlen 
einer  ebenen  Curve  4^^  Ordnung: 


n 

d 
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d 

t 
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Wenn  zwei  projective  Kegelschniübüschel  vorliegen,  deren 
Basispimkte  verschieden  sind,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
sich  entsprechenden  Kegelschnitte  eine  allgemeine  Curve  4*®'  Ord- 
nung, tvelche  durch  die  8  Basispunkte  der  beiden  Büschel  geht. 
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Die  beiden  KegelschnittbÜAchel  seien  dttrck 

gegeben,  worin  Z7*=0,  V=0,  ü'  =  0,  F' =  0  die  Glei- 
chungen von  vier  Kegelschnitten  darstellen  und  zwischen  (i  und  iL 
eine  bilineare  Belation  vom  Typus 

aXfi  +  *^  +  c#*  +  ö^  ■«  0 

besteht.  Eliminirt  man  A,  fi  aus  diesen  drei  Gleichungen,  so 
ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung. 

Man  verliert  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  fi=A  wid  F'=  F 
angenommen  wird;  d,  h,: 

Der  Gleichtmg  jeder  Curve  4*®'  Ordnung  lässt  sich  immer 
die  Gestalt 

UW'^  F« 

geben,  worin  U=0,  W=^0,  F=0  drei  Kegelschnitte  dar- 
stellen, die  nicht  sämmÜidi  durch  denselben  JPunJct  gehen. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung  auf  diese  Form 
zu  reduciren,  braucht  man  nur  zu  Kegelschnitten  Z7,  W  zwei  Be- 
rüfirungshegdschnitte  zu  nehmen,  d.  h.  Kegelschnitte,  welche  die 
Curve.  in  vier  Punkten  berühren. 

Nun  gilt  der  Satz: 

Es  gibt  63  Systeme  von  BerührungskegelsdmiUm;  jedes 
Sffstem  besteht  oms  unendUch  vielen  Kegelschnitten  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  dwrch  die  acht  Berührungspunkte  zweier  Kegd- 
scki^Ue  des  nämUdien  Systems  derselbe  andere  Kegüsdmitt  geht.  In 
der  obigen  Gleichung  wird  der  letztere  Kegelschnitt  durch  F  =«  0 
dargestellt. 

In  jedem  der  63  Systeme  von  Berührung^cegelschniäen  kommen 
6  Paare  von  Doppdtangenien  vor. 

Wenn  T^  —  0,  Tg  =  0,  Tg  -*  0,  T^  =  0  die  Gleichungen 
von  vier  Doppeltangenten  zweier  solcher  dem  nämlichen  System 
angehörigen  Paare  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichtmg  der  Curve 
4*®'  Ordnu/ng  immer  schreiben: 

T^T,T^T^  =  SK 

worin  die  T  Unear  sind  und  S  ein  quadratischer  AusdrucJc  ist. 
Die  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung  in  der  Gestalt 

ÜW=  V^ 

Pascal,  Bepertorium.  II.  13 
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lässt  sich  als  Enveloppe  des  KegelschnütsystemB 

ansehen. 

Die  ebene  Curve  4*®'  Ordnung  Jcami  auch  durdi  zwei  pro- 
jedive  Büschel  erzeugt  werden,  von  denen  das  eine  aus  Geraden 
und  das  andere  aus  Curven  5*®'  Ordnu/ng  besteht.  Siehe  Mili- 
nowsky,  Schlömilch's  Zeitschr.,  23,  1878. 

Aus  der  Gleichung  T^T^T^T^=^  S^  folgt,  dass  sich  die 
Doppelta/ngenten  zu  je  vieren  derart  gruppiren  lassen,  dass  die 
acht  Berührungspunkte  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen.  Soldier 
Kegelschnitte  gibt  es  315. 

JDer  Gleichung  einer  Curve  4*®'  Ordmmg  Ica/nn  man  auch 
die  Form 

T^F^  =  Sl^ 

geben,  worin  T^  =  0  die  Gleidiwng  einer  Bqppelta/ngente,  Fq  =  0 
diejenige  einer  Curve  5*®'  Ordnung  ist,  wdche  die  Curve  4*®'  Ord- 
nu/ng in  6  PimJcten  berührt  u/nd  daher  die  Berührungscurve  5*®' 
Ordnung  heisst,  und  Ä  =  0  die  Gleichu/ng  eines  Kegelschnitts 
darstellt. 

Es  gibt  64  dreifach  u/nendliche  Systeme  von  Beruhnmgs- 
cwrven  5*®'  Ordnung.  Diese  64  Systeme  unterscheidet  man  in 
zwei  Arten,  28  von  der  einen  und  36  von  der  anderen  Art. 
Diejenigen  i*®'  Art  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  jedem  der- 
selben eine  der  28  Dqppeltangenten  entspricht,  deren  beide  Be- 
rührungspunkte ebenso  wie  die  sechs  Berührungspunkte  der  Curve 
5*®'  Ordnung  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt  liegen.  Di^enigen 
2^^  Art  besitzen  dagegen  diese  Eigenschaft  nicht;  sie  enthalten 
ein  einfach  wnendliches  System  von  Curven  5*®'  Ordnumg,  die 
in  eine  Tangente  an  die  Curve  4*®'  Ordnu/ng  und  einen  Kegel- 
schnitt degenerirt  sind,  welcher  durch  die  beiden  Funkte  geht,  in 
denen  die  Tangente  die  Curve  4^^  Ordnung  wieder  trifft,  %md 
tvelcher  diese  Curve  in  weiteren  drei  Funkten  berührt. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung  die  Gestalt 
Tj^Fq  =  SI^,  so  ist  1^3  ==0  ein  Curve  5*®'  Ordnung  eines  Systems 
:?*«'  Art. 

Die  Berührungscurven  5*®'  Ordnung  von  der  i*®^  oder  2*^ 
Art  zeichnen  sich  immer  dadurch  aus,  dass  durch  die  zwölf  Be- 
rührungspunkte zweier  Curven  3^^  Ordnung  desselben  Systems 
eine  neue  Curve  3^^  Ordnung  geht. 

In  jedem  System  von  Berührungscurven  5*®'  Ordmmg  gibt 
es  64  cubische  Curven,  welche  die   Curve  4*®'  Ordnung  in  drei 
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Punkten    v^ierpünktig    hefuhren*     Die   Anzahl    Mdier    cuMscken 
Curven  beträgt  mithin  4^  =  4096. 

^5  existiren  728  Systeme  von  Curven  5*®'  Ordnung,  welche 
die  Curve  4*®'  Ordnung  vn  vier  Punkten  dreipu/nktig  berühren, 
Biese  728  Systeme  zerfallen  derart  in  je  364,  dass  die  Be- 
rührungspunkte einer  Curve  des  einen  Systems  u/nd  diejenigen  einer 
Curve  des  anderen  Systems  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen. 

Eine  allgemeine  Curve  4*®'  Ordnung  lässt  sich  auch  auf  di^ 
folgende  von  Hesse,  Crdle,  49  angegebene  Art  erzeugen: 
Es  liege  ein  Netz  von  Flächen  2^^  Grads  vor: 

4      .  4  4 

1  1  1 

worin   die  %,  x^,  x^  die  homogenen  Parameter  des  Netzes,  die 
^n  ^2  9  ^8»  ^4  ^^®  Punktcoordinaten  des  Raums  sind,  imd 

«ii  =  «^H»  ft*  =  ßki^  ya  =  7ki     ist. 

Die  Spitzen  der  vn  diesem  Netz  enthaltenen  Kegel  liegen 
auf  einer  Baumcurve  6^^  Ordnung.  Interpretirt  man  mm  die 
X  als  Punktcoordinaten  der  Ebene,  so  entsprechen  den  Punkten 
dieser  geioundenen  Curve  ö*®'  Ordnumg  (den  Spitzen  der  Kegel) 
in  der  Ebene  die  Punkte  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  4*®'  Ord- 
nv/ng,  deren  GleicJiung  sich  ergibt,  wenn  man  die  Discriminante 
der  allgemeinen  Fläche  2^^  Grads  des  Netzes  gleich  Null  setzt. 

Schreibt  ma/n 
so  lautet  die  Gleichu/ng  der  Curve  4*®'  Ordnung 


a 


^11  >    ^12'    ^18'    %4 


^41'    ^42'    ^48'    ^44 


0 


Gibt  ma/n  der  Gleichu/ng  der  Curve  diese  GestaU,  so  ist 


^11,    • 

•  ^^14> 

«1 

•       • 

•              •               • 

^2 

0       = 
uu 

•       • 

'       •       'f 

Wg 

^41^    • 

'  •>    ^44^ 

^4 

%,    •• 

',      «*4> 

0 

=  0 
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bei  variabelm  u  die  Gleichung  einer  Beriiikifungscurve  3^^  Ord- 
mmg  am  einem  System  S^^  Art  und 


0 
^U9 


»ter 


0 


die  Gleichu/ng   der  Curve   5"'  Ord/nwng,   welche   dwrch   die   Be- 
rührwngspwüde  von  <P^„  =  0  und  <I>,^  =  0  geht 

Wenn  die  Gleichung  des  Netzes  von  Flächen  2^  Ordnung 
in  der  symbolischen  Form  0  =  «3.«^^  =  ^^ßz^  =  •  •  •  geschrieben 
wird,  worin  die  x  temäre  und  die  z  quatemäre  Variabele  sind, 
so  lautet  die  Glekhung  von  C^ 

(aßydya,h,cj,  =  0, 
und  die  Gleichu/ngen  der  Curven  5*®'  Ordmtng  O^^,  O^^  sind: 

^uv  =  {^ßy^)  {^ßy'^)<^xK^x  =  0. 

Von  Interesse  ist  auch,  dass  sich  eine  eindeutige  umkehrbare 
Zuordnimg  zwischen  den  Geraden,  welche  die  acht  Fundamental- 
punkte des  Netzes  der  Flächen  2^^  Ordnung  zu  je  zweien  ver- 
binden, und  den  28  Dojppeltangenten  feststellen  lässt 

Eine  andere  Erzeugungsart  einer  allgemeinen  Curve  4**^ 
Ordnung  ist  die  folgende  von  Geiser,  Math,  Ann.,  1: 

Wenn  von  einem  Funkt  P  der  Berühnmgskegel  an  eine 
cuhische  Fläche  gezogen  wird,  so  erhält  ma/n  einen  Kegd  ö*®'  Ord- 
nung, wenn  aber  der  Funkt  P  auf  der  Fläche  selbst  liegt,  so  er- 
giebt  sicli  ein  Kegel  4*®'  Ordnimg  und  zugleich  die  zweimal  ge- 
zählte Berührungsebene  in  diesem  Funkt  F.  Schneidet  man  nun 
diesen  Kegel  mit  einer  Ebene,  so  wird  dadurch  eine  allgemeine 
Curve  4*®'  Ordnung  erzeugt,  deren  Doppeltangente  die  Gerade  ist, 
in  welcher  diese  Ebene  die  in  F  berührende  Ebene  trifft. 

Die  ebenen  Schnitte  der  Fläche  5*®'  Ordnung  lassen  sich  in 
Curven  3^'  Ordnung  projicvren,  welche  die  Curve  4*®'  Ordnung 
berühren;  insbesondere  ergibt  sich  das  dreifach  unendliche  System 
von  Berührungscurven  3^  Ordnung  von  der  1^^  Art,  tvelches  der 
Doppeltangcnte  zugeordnet  ist,  die  aus  der  Berührungsebene  in 
F  resultirt.  Die  Frqjectionen  der  27  Geraden  der  Fläche  5*®' 
Ordnung  sind  die  übrigen  27  Dqppeltangenten  der  ebenen  Curve 
4**'  Ordnung. 
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Für  das  Studium  der  ConfiguraÜoii  der  Doppeltangenten 
der  ebenen  Curve  4*^  Ordnung  ist  e»  von  Vortheil,  eine  Be- 
zeichnungsweise oder  Darstellungsart  zu  benutzen,  aus  welcher 
die  gesuchte  Configuration  leicht  hervorgeht 

Eine  der  zur  Anwendung  gekommenen  Darstellungsarten, 
zu  weldier  die  oben  erwähnte  Hesse'scke  Figur  führen  kann, 
geschieht  mUklst  der  28  Geraden,  welche  a(M  Fundamentalptmkte 
zu  je  jsweien  verbinden.^ 

Eine  andere  Art,  sie  darzustellen,  ist  die  mittelst  der  so- 
gena/nnten  ufugeraden  Charakteristiken  vom  QesMecht  3.  8iehe 
R^ert.,  1,  p.  454. 

Jede  DqppeUangente  lässt  sich  durch  das  Synfibol 


ausdrücken,  worm  i,j,  h,  ii,ji,  h^  die  Zahlen  0  oder  1  sind  und 
die  Summe 

**i  +  JJi  +  ^K 
ungerade  ist. 

Nach  der  ersten  Darsteüu/ngsart  wird  eine  Gruppe  von  vier 
BoppeUangenten,  durch  deren  Beruhnmgspwnkte  ei/n  Kegelschnitt 
geht,  entweder  durch  die  vier  Seiten  eines  Vierseits  (210  mal) 
repräsentirt  oder  durch  vier  Gerade,  von  denen  keine  zwei  einen 
der  acht  Funkte  gemeinschaftlich  haben  (105  mal). 

Nach  der  zweiten  Barstellu/ngsart  dagegen  wird  eine  solche 
Gruppe  durch  vier  ungerade  Charakteristiken  repräsentirt,  die  der- 
art sind,  dass  die  Su/mmen  der  Elemente,  welche  die  nämlichen 
Stellen  einnehmen,  sämmtlich  gerade  Zahlen  sind. 

Von  diesen  Principien  ausgehend,  kann  man  untersuchen, 
wie  viel  Triaden,  Tetraden,  etc.  von  Doppeltangenten  existiren, 
denen  besondere  Eigenschaften  zukommen;  z.  B.  Triaden,  deren 
6  BerÜhmngspimkte  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  Tetra- 
den, von  deren  8  Berührungspimkten  6  (oder  auch  niemals  6) 
sich  auf  einem  Kegelschnitt  befinden,  etc. 

Unter  den  Gruppen  von  sechs  Doppeltangenten  (den  Hexaden 
von  Doppeltangenten)  sind  diejenigen  zu  beachten,  welche  Hesse 
und  Steiner  studirt  hahen:  es  gibt  1008  Hexaden  von  JDoppelr 
tangenten,  durch  deren  Berührungspunkte  eine  eigentliche  Curve 
5*®'  Ordnung  geht. 

Bei  der  ersten  der  oben  angegebenen  BarsteUungsarien  werden 
diese  Gruppen  durch  drei  verschiedene  Figuren  repräsentirt, 
nämlich:  a)  die  Seiten  zweier  Dreiecke,  deren  Ecken  6  der  8  Punkte 
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sind;  b)  die  Gerade,  welche  zwei  Funkte  verbindet,  wnd  die  fünf 
Geraden,  welche  einen  anderen  Punkt  mit  den  darm  noch  ühriget\ 
6  Pimkten  verbinden;  c)  die  Geraden,  welche  einen  Punkt  mit 
3  anderen  und  einen  anderen  Punkt  mit  den  3  übrigen  ver- 
pindcn. 

Es  eocistiren  ferner  5040  Gruppen  von  6  Doppeltangenten, 
deren  12  Berührungspunkte  sich  derart  in  je  6  theüen,  dass 
durch  jede  Gruppe  von  6  Punkten  ein  Kegelschnitt  geht 

Die  6  Doppeltangenten  einer  der  1008  Gruppen  der  ersten 
Art  berühren  den  nänüicfien  Kegelschnitt,  wcüirend  jede  der  5040 
Gruppen  der  zweiten  Art  in  drei  Polare  von  Doppeltangenten  der- 
art sich  theilt,  dass  die  drei  Schnittpunkte  der  Tangenten  eines 
jeden  Paares  in  einer^  Geraden  liegen. 

Unter  den  Gruppen  von  sieben  Doppeltangenten  (den  Hep- 
taden  von  Doppeltangenten)  gibt  es  288,  welche  die  vollen 
Systeme  Aronhold's  heissen  und  aus  7 .  Doppeltangenten  be- 
stehen, die  so  beschaffen  sind,  dass  niemals  die  6  Berührungs- 
punkte dreier  von  ihnen  gich  auf  einem  Kegelschnitt  be- 
finden. 

Diese  vollen  Systeme  werden  durch  die  7  Geraden  repräsen- 
tirt,  welche  einen  der  8  Punkte  mit  den  übrigen  7  verbinden, 
oder  von  den  Geraden,  tvelche  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
bilden,  und  von  den  vier  Verbindungslinie?i  eines  der  übrigen 
Punkte  mit  den  anderen  vier. 

Es  gibt  72  Ar onhol dusche  Systeme,  tvelche  eine  gegebene 
Doppeltangente  enthalten,  und  16,  in  welchen  zwei  gegebene  Doppel- 
tangenten vorkommen. 

Mittelst  der  sieben  Doppeltangenten  eines  Aronhold'sclien 
Systems  lassen  sich  alle  anderen  durcJi  lineare  Constructionen  be- 
stimmen. 

Umgekehrt:  Sind  in  der  Ebene  sieben  beliebige  Gerade  gegeben, 
so  kann  man  im  Allgemeinen  eine  Curve  4*®'  Ordnung  construiren, 
welche  die  sieben  gegebenen  Geraden  zu  Doppeltangenten  hat,  die 
in  Bezug  auf  die  Curve  4*®'  Ordnung  ein  volles  Aronhold'sches 
System  bilden,  Aronhold,  Berl,  Monatsber,,  1864;  Salmon- 
Fiedler,  Höh,  Curv.,  §  264,  S.  307  u.  ff.;  Frobenius,  Crelle,  99. 


Von  den  verschiedenen  Formen,  welche  eine  Curve  4*®'  Ord- 
nung haben  kann,  ist  die  sogenannte  Plticker^sche  von  Interesse, 
welche  aus  4  Ovalen  besteht,  von  denen  jedes  ausserhalb  eines 
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jeden  anderen  liegt.    Jedem  dieser  Ovale  entspricht  eine  Doppel- 
tangente, welche  es  in  zwei  Punkten  berührt. 

Alle  Doppeltangenten  einer  söldien  Curve  sind  reelL 


Die  Curven  4*®'  Ordnung  studirte  Plücker,  Theorie  der 
älgebr.  Curven,  Bonn,  1839;  Hesse,  Grelle,  49,  55,  59;  Steiner, 
ib.,  49;  Cayley,  ib.,  68;  Clebsch,  ib.,  63;  Geiser,  ib.,  73; 
Math,  Ann,,  1;  Zeuthen,  Math.  Ann,,  7,  8;  Klein,  ib.,  10, 
11.  Die  letzteren  beschäftigten  sich  speciell  mit  der  Classi- 
fication der  Curven  vom  Gesichtspunkt  der  Realität  der  Doppel- 
tangenten aus. 

Die  Bestimmung  der  Curve,  welche  durch  die  56  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  geht,  führte  aus:  Hesse,  Crelle, 
36,  40,  41;  Salmon,  Quart,  Journ,,  3;  Cayley,  Phil,  Trans,^ 
1859,  1861  und  Dersch,  Math,  Ann,,  7. 

Von  den  Arbeiten  über  die  Bestimmung  der  Doppeltangenten 
ist  auch.  Aeschlimann's  Dissertation:  Zur  Theorie  der  ebenen 
Curven  4*®'  Ordnung,  Zürich  1880  zu  erwähnen. 

Die  Curven  4*®'  Ordnung  wurden  auch  eingehend  vom  Ge- 
sichtspunkt der  Theorie  der  Abel'schen  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht 3  (siehe  Bd.  1,  Kap.  17)  studirt,  mit  welcher  Theorie 
sie  in  der  engsten  Beziehung  stehen.  Wir  citiren  in  der  Be- 
ziehung: Biemann,  Theorie  der  AbeVschen  Ftmktionen,  Crelle, 
54,  1857;  Clebsch-Gordan,  Theorie  der  AbeVschen  Fund,, 
Leipzig,  1866;  Weber,  Th.  d,  AbeVschen  Funct,  vom  Geschleclit  3\ 
Berlin,  1876;  Klein,  1.  c;  siehe  auch  die  Geom,  von  Clebsch- 
Lindemann. 

Andere  Studien  über  die  Configuration  der  28  Döppeltan- 
genten  sind  von  Aronhold,  1.  c;  Noether,  Math,  Ann,,  15, 
46;  Frobenius,  Crelle,  99;  Weber,  Math,  Ann,,  23;  Pascal, 
Bend.  Lincei,  1892,  1893,  etc. 

Das  Studium  der  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt 
sich  auf  die  sogenannten  Charakteristiken  begründen.  Siehe 
Pascal,  Ann,  di  mat,,  20.  Man  vergleiche  femer  die  Dar- 
stellung in  Weber's  Algebra,  Bd.  2,  p.  479  u.  ff.;  dort  wird 
auch  eine  Behandlung  der  algebraischen  Seite  der  Frage  geliefert. 

Ueber  die  Configuration  der  24  Wendepunkte  der  allgemeinen 
Curve*)  4**'  Ordnung  ist  wenig  bekannt.  Eine  Dissertation  von 
Justus  Grassmann  in  dieser  Eichtung,  Berlin,  1875,  in  welcher 

•)  Unter  allgemeiner  Curve  wird  eine  Ördnungscurve  ohne  Doppel- 
punkt (bez.  eine  Classencurve  ohne  Döppeltangente)  verstanden. 
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bewiesen  werden  sollte,  dass  der  dnreb  5  Wendepunkte  gebmide 
Kegelschnitt  noch  drei  weitere  Wendepunkte  enthält,  ist  feliler* 
haft;  siehe  Klein,  Math,  Ann,,  10,  p.  397.  Die  Gleichung 
vom  24*®^  Grad,  von  welcher  die  Wendepunkte  abhängen,  unter- 
suchte Gerbaldi,  Bmd,  Palermo,  7. 


§  2.    Onrren  4^  Ordnttng  mit  Bingnlärai  Punkten. 

Man  gebe  der  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung  die  Ge- 
stalt T^T^T^T^  =  8\  Wenn  von  den  sechs  Schnittpunkten 
der  Geraden  T  =  0  einer,  zwei,  drei  auf  dem  Kegelschnitt  S  =  Q 
liegen,  so  hat  die  Curve  4*®'  Ordnung  einen^  zwei,  drei  Doppel- 
punkte. 

Gibt  man  femer  der  Curve  4*"  Ordnung  die  Form  Z7  W=  F* 
imd  haben  die  drei  Kegelschnitte 

tr—o,  TT— 0,  y«.o 

einen,  zwei,  drei  Punkte  gemeinschaftlich,  so  besitzt  die  Curve 
4*®'  Ordnung  auch  in  diesem  Fall  einen,  zwei,  drei  Doppelpunkte. 

Eine  Curve  4*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  hat  nur 
16  Doppeltangenten.  Bei  der  Geis  er 'sehen  Darstellung  (siehe 
§  l)  erhält  man  sie,  wenn  das  Projectionscentrum  P  auf  einer 
der  Geraden  p  der  Fläche  3*®'  Ordnung  angenommen  wird;  der 
Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die  schneidende  Ebene  trifil, 
ist  alsdann  der  Doppelpunkt;  die  Projectionen  der  16  Geraden, 
welche  auf  der  Fläche  3**'  Ordnung  die  Gerade  j)  nicht  schneiden, 
geben  die  16  Doppeltangenten. 

Bei  der  Hesse 'sehen  Darstellung  (siehe  §  l)  dagegen  er- 
hält man  sie,  indem  man  zwei  von  den  8  Fundamentalpunkten 
des  Netzes  von  Flächen  2*"  Ordnung  zusammenfallen  lässt 

Die  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt  sich  auf  die 
nämliche  Art  untersuchen,  wie  die  allgemeine,  wenn  man  sich 
denkt,  zwei  von  den  acht  Fundamentalpimkten  fallen  zusammen 
und  mithin  die  16  Doppeltangenten  durch  die  Geraden  darstellt, 
welche  sechs  Fundamentalpunkte  zu  je  zweien  verbinden,  und 
durch  eine  andere  Gerade,  welche  durch  einen  siebenten  Punkt 
geht.  Die  Geraden,  welche  diesen  siebenten  Pimkt  mit  den 
übrigen  sechs  verbinden,  entsprechen  den  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  die  Curve  gelegten  Tangenten. 

Die  16  Doppeltcmgenten  lassen  sich  auf  60  Arten  m  Gruppen 
von  je  vier  derart  vereimgen,  daas  durch  die  acht  Berilhru/ngs- 
punkte  der  vier  Tangenten  einer  Gruppe  ein  Kegdsi^miU  geht. 
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üeber  die  Curven  4*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
siehe  Brioschi,  Math,  Ann,,  4;  Oremona,  ib.,  id.;  Brill, 
Crelle,  65;  Math,  Ann,,  6,  etc. 


Von  den  Curven  4*®'  Ordnung  mit  zwei  Doppelptmkten  sind 
in  besonders  eingehender  Art  diejenigen  untersucht  worden,  deren 
beide  Dopi)elpunkte  die  imotgmärm  unendlich  fernen  Kreispunkte 
sind.  Sie  heissen  hicireuHare  Curven  4***  Ordnung,  Casey, 
Trcms.  of  %e  R.  Irish  Aead.,  24,  1869  und  Siebeck,  CreMe, 
57,  59,  1860. 

-4w5  jedem  der  beiden  Boppelptmkte  einer  Curve  4**^  OreJ* 
nn/ng  mit  zwei  Doppelpunkten  gehen  vier  Tangenten  cm  die  Curve 
und  die  anharmonischen  Verhältnisse  dieser  "beiden  Büschel  von 
vier  Ta/ngenten  smd  einander  gleich. 

Die  16  Sdinittpmikte  der  ersten  4  Tangenten  mit  den  zweiten 
4  Tangenten  liegen  zu  je  vieren  auf  Kegelschnitten,  welche  durch 
die  beiden  Doppelpunkte  gehen. 

Die  hicirculare  Curve  lässt  sich  als  die  Enveloppe  eines 
Kreises  von  variabelem  Radius  cmsehen,  dessen  Centrum  sich  auf 
emem  festen  Kegelsdinitt  bewegt,  und  der  einen  anderen  festen 
Kreis  immer  or&togondt  durchschneidet.  Ist  der  Kegelsehmtt  eine 
Parabel,  so  zerfällt  die  bicirculare  Curve  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  in  eine  Curve  3*^  Ordnung. 

Ein  specieller  Fall  der  Curven  4*^'  Ordnung  mit  zwei 
Spitzen  sind  die  sogenannten  0 artesischen  Ovale^  (Siehe Kap.  17, 
§  11)  deren  beide  Spitzen  die  zwei  imaginären  unendlich  fernen 
Kreispunkte  sind. 

Die  Oariesis(hen  aus  zwei  Ovcden  bestehenden  Curven  haben 
die  Eigensckafl,  dass  auf  einer  Geraden  immer  drei  feste  Ihinkte 
A,  B,  C  existiren,  für  deren  Abstände  q,  q',  q''  von  einem  JPunkt 
der  Ctirve  die  JRde^onen 

l^  -f-  mq'  =  c 

Iq  +  w^"  =  c 

f  ff        ff 

mq  —  nq    ==  c 

bestehen,  worin  l,m,n,  c,  c,  c\  Constante  sind.  Die  Punkte  A, B,  G 
heissen  Brennpunkte]    sind   sie   sämmtlich   reell,    so    heisst    die 
Curve  die  beiden  Ovale  des  Cartesvus\  ist  nur  einer  reell,  so  ist 
die  Curve  von  der,  die  Descartes  studirte,  verschieden. 
Die  Gleichung  der  Cartesischen  Curve  lautet 
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worin  S  =  0  die  Gleichimg  eines  Kreises ,  L  =  0  die  einer 
Geraden  ist,  tmd  Je  eine  Constcmte  bedeutet.  Die  Gerade  L  =  0 
ist  eine  Doppeltangente  der  Curve. 

Die  Summe  der  Abstände  eines  Brennpunkts  von  den  vier 
Punkten,  in  welchen  eine  Transversale  die  Cartesiscke  Curve 
schneidet,  ist  constaM, 

Specielle  Fälle  der  Cartesischen  Curve  sind  die  Fascal'sche 
Schnecke  oder  lAmagon  (lumaca)  und  die  Cardioide  (siehe  Kap.  17, 
§  11),  von  denen  die  erste  ausser  den  beiden  Spitzen  in  den 
beiden  Kreispunkten  noch  einen  Knotenpunkt  hat,  und  bei  der 
zweiten  dieser  Knotenpunkt  von  neuem  in  eine  dritte  Spitze  aus- 
geartet ist.  ;  

Der  Gleichung  der  Curve  4^^  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten kann  man  die  Gestalt, 

geben,  wenn  die  Ecken  des  Fundamentäldreiecks  der  homogenen 
Coordinaten  in  die  drei  Doppelpwnkte  gelegt  werden, 

Dividirt  man  die  linke  Seite  mit  x^,  x^,  x^,  so  erkennt 
man  aus  der  so  erhaltenen  Gestalt  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  sie  sich  aus  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  dip-ch  Vertau- 
schung  der  Variabelen  mit  ihren  reciproken  Werthen  ableiten  lässt. 

Diese  Bemerkung  kann  mit  Vortheil  zum  Studium  der 
Cm've  benutzt  werden. 

Bei  einer  Curve  4*®'  Ordnung  mit  drei  Doppelpu/Men  be- 
rühren die  sechs  in  diesen  Pwnkten  a/n  die  Curve  gelegten  Tan- 
genten denselben  Kegelsdinitt. 

Die  sechs  Tangenten,  welche  sich  von  den  drei  Doppetptmkten 
aus  a/n  die  Curve  ziehen  lassen,  berühren  ebenfalls  einen  und 
denselben  Kegelschnitt. 

Die  acht  Berührungspunkte  der  4  Doppeltangenten  einer 
solchen  Curve  liegen  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt, 

Die  Gleichung  der  Curve  4**'  Ordnung  mit  drei  Cuspidäl- 
punkten  lässt  sich  immer  in  die  Form 

bringen;  die  drei  Spitzentangenien  sind  dann  durch  die  Gldckimgen 


^1 

^« 

x^ 

x^ 

a?3 

Xi 

gegeben  und  gehen  mithin  durch  denselben  Punkt, 
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Die  Curven  4*®'  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  wurden 
besonders  von  Brill,  Math.  Arm,,  12  und  Bretschneider, 
THss,,  Erlangen,  1875  untersucht.  Siehe  auch  eine  neuere  Arbeit 
^on  De  Vries,  La  quartique  trinodale,  Archives  Teyler,  (2),  7, 
Haarlem  1900. 

Die  Curven  4*®'  Ordnung  mit  Undulationspunkten ,  d.  h. 
Punkten,  in  denen  die  Tangente  die  Curve  vierpunktig  berührt, 
-wurden  von  Cayley,  Salmon,  höhere  ebene  Curven,  etc.,  Kantor, 
Sitzti/ngsher,  d.  Wiener  Acad.,  79,  1879  und  Masoni,  Dissert, 
Napoli   1882  studirt. 

In  den  UndulationspunHen  wird  die  Curve  4*®'  Ordnung 
^on  ihrer  eigenen  Hesse' sehen  Curve  berührt     Cajley. 


üeber   die   biquadratische   temäre   Form,   ihre   Covarianten 
und  Invarianten  siehe  Bd.  1,  p.  339  und  folgende. 


Kapitel  IX. 

Allgemeine  Theorie  der  algebraisehen  Fläehen  Hui 

algebraischen  Ranmcnrven. 

§  1.  Allgemeines.  Abwickelbare  und  windBChiefe  Fläolien. 
Schnitte  von  ilftdioa.     Die  Gfreometzie  auf  den 

algebraischen  Flächen. 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  analytisch  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  n^^  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischen 
Coordinaten  eines  Punkts  des  Raums  bestimmt  werden,  heisst  eine 
Fläche  w*®'  Ordnung. 

Die  Flädie  1*®'  Ordnung  ist  die  Ebene, 

Jede  Gerade  des  Baums  trifft  die  Fläche  w*®'  Ord/nwng  in  n 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  u/nd  jede  Ebene  schneidet  sie 
in  einer  Curve  w*®'  Ordnu/ng. 

Die  Gleichu/ng  einer  Fläche  w*®'  Ordnung  enthält   homogen 

^„(„*  +  6»  +  11)  + 1  =  ("  +  «)  =  2\r(„)  +  1 

Coefficienten. 

Tangente  an  eine  Fläche  wird  die  Grenzlage  einer  Geraden 
genannt,  welche  durch  zwei  Punkte  der  Fläche  geht,  wenn  diese 
Punkte,  immer  auf  der  Fläche  bleibend,  sich,  unbegrenzt  einander 
nähern  (zweipunJctige  Berührung), 

Osculationstängente  einer  Fläche  ist  die  Grenzlage  einer 
Geraden,  welche  durch  drei  oder  mehr  Punkte  einer  Fläche  geht, 
wenn  diese  Punkte  sich  imbegrenzt  einander  nähern.  Dreipufüctige 
Berüfirung,  vierpu/nktige  etc. 

Alle  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  Pumkt  F  derselben 
liegen  im  ÄUgemevnen  in  einer  Ebene,  welche  die  Tangentenebem 
der  Fläche  in  dem  Funkt  P  heisst. 

Die  Tangentenebene  einer  Fläche  in  einem  Punkt  P  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Curve,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  hat.     Ist 
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P  eine  Spitze  (oder  Ciu^idalpuiikt),  so  heisst  die  Tangentenebene 
gtaUonär  oder  Wendung^erükrtmgsehene. 

Die  beiden  Tcmgenten  in  dem  Doppelpunkt  (Inflexions-  oder 
HaupUangenten)  sind  zwei  Osctdationstangenten  der  Fläche*  Je 
nachdem  diese  Tangenten  reell  oder  imaginär  sind  oder  zu- 
sammenfallen, heisst  der  Punkt  P  der  Fläche  hyperbolisch,  elUp- 
tisch  oder  parabolisch. 

Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  die  sogenannte 
paräböliscfie  Curve  (Curve  der  parabolischen  PimJcte), 

Die  Anzahl  der  Tangentenebenen,  die  man  von  einer  be- 
liebig im  Baum  gelegenen  Geraden  aus  an  eine  Fläche  legen 
kann,  heisst  Glosse  der  Fläche. 

Eine  Fläche  n*"  Ordnung  ist  im  AUgememen  von  der  Classe 
n{n  —  1)*,  wenn  die  Fläche  keine  Singularität  enthält. 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei  in  homogenen  Coordinaten 
i»i,  »2,  a^s,  0^4  gegeben  und  es  werde  angenommen,  die  linke  Seite 
sei  nach  den  Fot^izen  voni  x^  geordnet,  die  Gleichung  habe  also 
die  Gestalt  i 

worin  Uq,  u^,  u^,  .  .  .  homogene  ganze  Fimktionen  vom  Grad 
0,  1,  2,  . . .  in  x^,  x^,  x^  sind. 

Wenn  der  Punkt  x^=^  X2  =  Xq  =  0  ein  Punkt  der  Fläche 
ist,  so  folgt  Uq  =  Oj  und  die  Ta/ngentenebene  in  diesem  Punkt 
wird  durdi  w^  =  0  dargestellt 

Wenn  wir  anstatt  der  Tangentialebene  mit  Dupin  eine  ihr 
parallele  und  unendlich  nahe  Ebene  betrachten,  so  kann  der 
Sdmitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche,  abgesehen  von  Unendlich- 
kleinen höherer  Ordnung,  annähernd  als  eine  Curve  2^  Ordnung 
angesehen  werden,  welche  die  Dupin'sche  Indicatrix  genannt 
wird.  Der  Punkt  der  Fläche  ist  elliptisch,  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  dieser  Kegelscfmitt  eme  MUpse,  Parubel  oder 
Hyperbel  ist. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Fläche  die  Gestalt  z  ==  f{x,  y), 
so  ist  der  Punkt  (x,y,z)  der  Fläche  elliptisch,  parabolisch  oder 
hyperbolisch,  je  nachdem 


\dxdyl    >  \dx*l  \dyV 
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Der  nicht  ebene  Schnitt  oder  ein  Theil  des  nicht  ebenen 
Schnitts  zweier  (ügehraischer  Flächen  heisst  eine  algebraische,  nidit 
ebene  oder  getvundene,  oder  doppelt  gekrümmte  Ourve  oder  auch 
eine  algebraische  Baumcurve. 

Jede  algebraische  Baumcurve  wird  von  einer  beliebigen 
Ebene  des  Baums  in  einer  ^festen  Anzahl  von  (reellen,  zusammen- 
fallenden oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  Diese  Zahl 
heisst  die  Ord/nu/ng  der  Baumcurve, 

Die  geringste  Ordnung  einer  nicht  degenerirten  Baumcurve  ist 
die  dritte. 

Man  beachte,  dass  streng  genommen  nicht,  wie  bei  den 
ebenen  Curven,  die  Gesammtheit  zweier  Baumcuryen  von  den 
Ordnungen  d,  d!  immer  als  Degeneration  einer  Baumcurve  von 
der  Ordnung  d  -\'  dl  betrachtet  werden  kann;  denn,  wenn  eine 
auf  einer  algebraischen  Fläche  liegende  Baumcurve  von  der  Ord- 
nung d  -\-  ^  'ml  zwei  Curven  von  den  Ordnungen  d  und  i  zer- 
fallt, so  werden  diese  im  Allgemeinen  Schnittpunkte  haben,  und 
dieser  Fall  wird  im  Allgemeinen  nicht  eintreten,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Curven  beliebig  im  Baum  liegen. 

Die  Grenzlage  einer  Geraden,  welche  durch  zwei  sich  un- 
begrenzt einander  nähernde  Punkte  einer  Curve  geht,  heisst,  wie 
immer,  die  Ta/ngenie  a/n  die  Cu/rve,  und  die  Grenzlage  einer 
Ebene,  welche  durch  drei  sich  unbegrenzt  einander  nähernde 
Punkte  einer  Curve  geht,  die  Schmiegungsebene  (Krümmungsebene 
oder  Oculationsebene)  an  die  Curve, 

Die  Classe  oder  der  Bang  einer  Baumcurve  ist  die  Anzahl 
ihrer  Tangenten,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden  des  Baums 
getroffen  werden,  oder  auch  die  Anzahl  der  Ebenen,  welche  durch 
eine  feste  beliebige  Gerade  des  Baums  und  durch  Tangenten  der 
Baumcurve  gehen. 

Einige  Autoren  nennen  diese  Zahl  den  Bang  und  verstehen 
unter  Classe  die  Classe  der  osculirenden  Developpabelen  (siehe 
S.  207).  Für  uns  jedoch  sollen  die  Worte  Bang  und  Classe 
einer  gewnndenen  Curve  dieselbe  Bedeutung  haben,  ebenso  wie 
wir  den  Worten  Ordnung  imd  Bang  der  Developpabelen  (siehe 
§  4)  denselben  Sinn  beilegen. 


Jede  durch  die  Bewegung  eiaer  Geraden  erzeugte  Fläche 
ist  eine  Begelfläche.  Man  unterscheidet  abwickdbare  (devetoppa- 
bele)  und  windschiefe  {nicht  abwickelbare)  Begelflächen. 
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Jede  abwickelbare  Fläche  ist  der  Ort  der  Tangenten  einer 
Raumcnrve.  Sie  wird  daher  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt,  deren  beide  aufeinander  folgenden  Lagen  sich  in  der- 
selben Ebene  befinden. 

Die  Erzeiigenden  der  Bevelojopabelen  sind  die  Tangenten 
der  Eaumcurve,  welche  ihrerseits  die  Cuspidal-  oder  Rückkehr' 
kernte  der  Fläche  (arete  de  rebroussement  nach  Monge)  ist. 

Die  Ordnung  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Clause  der 
Haumcurve  gleich. 

Diese  Zahl  wird  der  Bang  des  aus  der  Eaumcurve  und 
ihrer  Developpabelen  bestehenden  Systems  genannt;  vergl.  S.  206. 

Jede  Osculationsebene  der  Eaumcurve  ist  Ta/ngentiälebene  an 
die  abwickelbare  Fläche,  welche  mithin  die  Enveloppe  der  Oscu- 
lationsebenen  der  Eaumcurve  ist.  Sie  heisst  daher  auch  oscu- 
lirende  Developpahele.  Schneidet  man  die  abwickelbare  Fläche 
mit  einer  Ebene,  so  ist  der  Fufikt,  in  welchem  diese  Ebene  die 
Ea/umcurve  trifft,  eme  Spitze  der  Schnittcurve. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Er- 
zeugende der  abwickelbaren  Eläche  treffen,  bilden  die  doppelt 
eingeschriebene  Curve  der  devehppäbelen  Fläche  oder  kurz  ihre 
Doppelcurve  oder  Knotencurve. 

Die  Curve,  in  welcher  die  Developpabele  durch  eine  Ebene 
geschnitten  wird,  hat  einen  Doppelpwnkt  in  jedem  Punkt,  in 
tvelchem  die  Doppelcurve  von  der  Ebene  getroffen  wird. 

Jede  beliebige  Erzeugende  einer  Devehppäbelen  n*®'  Ordnung 
trifft  n  —  4  andere  nicht  benachbarte  Erzeugende. 

Die  Irenen,  weiche  durch  zwei  nicht  consecutive  Erzeugende 
gehen,  hüllen  eme  neue  Developpabele  ein,  welche  die  Eaumcurve 
doppelt  (in  zwei  Fu/nkien)  berührt  und  daher  die  Bitangentialr 
develqppabele  cm  die  Eaumcurve  genannt  wird. 

Bei  einer  Eaimicurve  heisst  die  Anzahl  ihrer  scheinbaren 
Doppelpunkte  die  Zahl  der  von  einem  Punkt  des  Eaums  aus 
gezogenen  Geraden,  welche  die  Curve  zweimal  treffen.  Diese 
Zahl  ist  selbstverständlich  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Eaums 
dieselbe. 

Bei  einer  developpabelen  Eläche  nennt  man  die  Anzahl 
ihrer  scheinbaren  Doppelebenen  die  Zahl  der  in  einer  beliebigen 
Ebene  des  Eaums  liegenden  Geraden,  in  denen  zwei  der  die 
Developpabele  einhüllenden  Ebenen  sich  schneiden.  Auch  diese 
Zahl  ist  natürlich  constant. 

Classe  der  abtmckelbaren  Fläche  heisst  die  Zahl  der  Tan- 
gentialebenen, welche  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  des  Eaums 
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aus  an  sie  legen  lassen,  oder  auch  die  Zahl  der  durch  einen 
beliebigen  Punkt  des  Baums  gehenden  Osculationsebenen  an  die 
Cuspidalcurve  der  Developpabelen. 

Ein  specieller  Fall  der  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Kegel. 
Diese  Fläche  wird  durdi  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt, 
von  welcher  ein  Punkt  festliegt. 

Nimmt  man  an,  der  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  Ebene 
sei  eine  algebraische  Curye  n*^  Ordnung,  so  heisst  auch  der 
Kegel  algebraisch  und  n  seine  Ordnwng,  Die  Classe  des  Kegels 
ist  die  Classe  der  Schnittcurve. 


Die  windschiefe  Eegelfläehe  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt, 
welche  sich  so  bewegt,  dass  im  Allgemeinen  keine  zwei  conse- 
cutiven  Lagen  derselben  in  der  nämlichen  Ebene  liegen. 

Eine  windschiefe  Fläche  w*®'  Ordmi/n^  ist  aiidh  w*®'  Classe 
und  umgekehrt,  Cayley,  Cambr,  Maffi.  Joum.,  7,  1852  =  CoU. 
math.  papers,  2,  33. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Er- 
zeugende der  windschiefen  Fläche  schneiden,  bilden  auch  hier 
eine  Doppel-  oder  Knotencurve  der  Fläche. 

Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  nicht  consecuUve  Erzeugende 
einer  windschiefen  Fläche  gehen,  sind  DcppeUangentiälebenen  der 
Fläche.  Sie  hüüen  eine  (ü)wickeilbare  Fläche  ein,  welche  Doppd- 
ta/ngenUaHdeveloppabele  der  gegebenen  windschiefen  Fläcke  ge- 
nannt tvird. 

Die  Classe  der  DoppeUangentialdeveloppdbelen  einer  urnid- 
sdiiefen  Flädie  ist  der  Ordnung  der  Doppelcurve  gleich  (Cayley). 


Wir    wollen    nun    einige   Fundamentalrelationen    bez.  einer 
allgemeinen  Fläche  n^^  Ordnung  ohne  Singularitäten  betrachten. 
Yergl.  §  4.     Zugleich  mit  dieser   allgemeinen  Fläche   sollen  die 
beiden  abwickelbaren  Flächen  in  Betracht  gezogen  werden,  welche 
von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  und  von  den  statio- 
nären Ebenen  eingehüllt  werden. 
Wir  bezeichnen  mit: 
n  die  Ordnung  der  Fläche, 
a  die  Ordnung  des  der  Fläche  umschriebenen  Kegels,  dessen 

Spitze  ein  beliebiger  Punkt  des  Baums  ist, 
S  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels, 
X   die  Anzahl  der  Bückkehrerzeugenden  desselben  Kegels, 
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-w'  die  Classe  der  Fläche, 

-a'  die  Glasse  eines  ebenen  Schnitts  derselben, 

J'  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  an  diesen  Schnitt, 

x'  die  Anzahl  seiner  Wendetangenten, 

V  die  Classe  der  von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche 
umhüllten  abwickelbaren  Fläche, 

Ic  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
bel^n,  d.  h.  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  gegebenen 
Ebene  liegenden  Schnitte  zweier  ihrer  Ebenen, 

t'  die  Anzahl  der  die  Fläche  dreimal  berührenden  Ebenen, 

41   die  Ordnung  der  Developpabelen  der  Doppeltangentialebenen, 

q  die  Ordnung  der  Curve  der  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangentialebenen, 

c  die  Classe  der  Developpabelen  der  stationären  Tangential- 
ebenen der  Fläche, 

Ji  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
belen, 

r   die  Ordnung  derselben  Fläche, 

ß  die  Anzahl  der  den  beiden  abwickelbaren  Flächen  (d.  h. 
der  durch  die  Doppeltangentialebenen  und  der  durch  die 
stationären  Ebenen  erzeugten  Developpabelen)  gemeinschaft- 
lichen Ebenen,  welche  für  die  letztere  Fläche  ebenfalls 
stationär  sind, 

y  die  Anzahl  der  denselben  abwickelbaren  Flächen  gemein- 
samen Ebenen,  die  jedoch  auch  für  die  erstere  Fläche 
stationär  sind, 

</  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve. 

Es  bestehen  dann  die  folgenden  Belationen: 

a  =1  a  =  n{n  —  l),  (diese  Zahl  pflegt  man  den  Mang  der 
Fläche  zu  nennen), 

S  ==  ^n(n  —l)(n  —  2)  (n  —  3), 

X  =  n(n  —  l)  (**  —  2), 

n  =  n(n  —  l)^ 

^  =  ^n(n  —  2S(n^—9), 

yj  =  Zn\n  —  2\ 

6'  =  ^n(w  —  1)  (w  —  2)  (^3  —  w^  +  w  —  12), 

Iz'  ==  \n(n  —  2)  (w^o  —  6^^  -f  16 w»  —  h^n^  +  164  w«  — 
—288w^-f547w^—1058w^+ 1068^2—1214^+1464), 

t'  =  \n{n  —  2)  {vi}  —  4w«  -f  Iw"  —  45w*  +  114w»  — 
—  111  w^  +  548  w  —  960), 

g'  =  n{n  —  2)(n—  3)  (n^  +2n  —  4), 

^'  =  n(n  —  2)  (rfi  —  w^  +  w  —  12), 

Pascal,  Bepertorium.  n.  14 
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G  =  4:n(n  —  l)  (^  —  2), 

U  =  ^n{n  —  2^  ri6w*  —  64^^  +  SOn^  —  lOSn  -f  156), 

/  =  2n(n  —  2S  (3n  —  4), 

ß'  =  2n(n  —  2)  (lln  —  24), 

/  =  4:n(n  —  2)(n—  3)  (n^  +  3w  —  16), 

a  =  4tn(n  —  2). 

Zwei  Flächen  von  den  Ordmmgen  n^  imd  n^  schnbiden  skh 
in  einer  Ilawmcurve  von  der  Ordnimg  n^n^. 
Alle  Flächen  n*®'  Ordmmg,  welche  durch 


J^(n) -!.=  (-+«) -2 


wülMrUch  im  Baum  gegebene  PtmJde  gehen,  schneiden  sich  in 
einer  und  derselben  Bcmmcurve  von  der  Ordnwng  n^. 

Ist  eine  Bcmmcurve  von  der  Ordmmg  n^  der  vollständige 
SchniM  zweier  Flächen  w*®'  Ordnu/ng,  so  enthält  jede  Fläche  w*®' 
Ordmmg,  welche  durch  N(n)  —  1  beliebige  Punkte  der  Curve  geht, 
die  Curve  vollständig. 

Wenn  eme  Bamncurve  jia*®'  Ordmmg  gegeben  ist,  so  lässt 
sich  eine  Fläche  w*®'  Ordnung  durch  sie  legen,  wenn  nur 

^(w^>  n^ 

ist,  weü  älsdcmn  jede  Fläche  w*®'  Ordnu/ng,  die  durch  Wf*  -f-  1 
beliebig  auf  der  Curve  angenommene  Pwnkte  geht,  die  Curve  fi^^ 
Ordnung  vollständig  enthält 

Die  Anzahl  nicht  weiter  reduoirbarer  Bedi/ngwngen,  tmter 
welchen  eine  Fläche  n*^^  Ordmmg  sich  durch  eine  Curve  ft*®'  Ord- 
nung legen  lässt,  hat  als  obere  Grenze  die  Zähl 

nii  +  1. 

Für  eine  Curve  vom  Geschlecht  Null  (vergl.  %  4=)  ist  die 
Anzahl  der  Bedingungen  genam  n^  -\-  1. 

Bei  einer  Curve  vom  Geschlecht  Eins  (elliptischen  Curve) 
beträgt  sie  nfi.     Hermite,  Grelle,  82. 

Für  eine  Curve  vom  Geschlecht  p  ^fi  —  3  ist  diese  Zahl 
nicht  tveiter  zurückführbarer  Bedingungen  nfi  -\-  1  — p,  Linde- 
mann, Grelle,  84;  Halphen,  Journ.  de  V£]cole  polyt,  52,  p.  15. 

Man  beachte  jedoch,  dass  diese  Zahlen  nur  für  hinreichend 
grosse  n  genau  sind. 

Wenn  die  Curve  der  vollständige  Schnitt  von  Flächen  der 
Ordnungen  n^,  n^  ist,  so  beträgt  die  Anzahl  der  entsprechenden 
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nicht    reducirharen  Bedingwngm   für   eme  Fläche  n^^  Ordnwng, 
falls  sie  durch  die  Curve  gehen  soll,  wieder 

für  jedes  beUehige  jp,  vorausgesetzt  dass 

w  ^  Wi  -|-  *^2  — ^ 
ist;  in  dem  anderen  Fäll  setze  man 

w  =  Wj  -f"  ^2  —  ^' 
und  findet  da/nn  als  gesuchte  Anzahl  von  Bedingungen: 

Siehe  Halphen,  1.  c,  p.  18. 

Die  Baumcurve,  welche  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen 
von  den  Ordntmgen  n^,  n^  ist,  wird  durch 

N{n^)  —  N(n^  _  ^j)  —  1 

willkürlich  im  Baum  gegebene  Funkte  individualisirt. 

Wenn  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  w*®'  Ord/nu/ng  eine  voll- 
ständig auf  einer  Fläche  jp*®'  Ordnu/ng  liegende  Curve  von  der 
Ordnung  np  enthält,  so  ist  ihr  übriger  TheÜ  eine  auf  einer  Fläche 
von  der  Ordnung  n — p  gelegene  Ourve  [n(n — i?)]*®'  Ord/nwng. 
Poncelet,  1830. 

AUe  Flächen  n^^  Ord/nu/ng,  die  durch  N(n)  —  2  beliebig 
im  Bau/m  gegebene  Funkte  gehen,  schneiden  sich  ausser  in  diesen 
noch  in  anderen  n^  —  N(n)  -j-  2  durch  die  ersteren  bestimmten 
Punkten. 

Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^  schneiden  sich 
in  n^n^n^  Punkten,  von  denen  ein  Theü  d/mch  die  übrigen  be- 
stimmt ist.     Es  sind  ins  Besondere,  wenn  n^^^n^  -^  n^  ist, 

^^2^3(2«!  —  Wg  —  Wj  +  4)  —  1 

Punkte  widhürlich  und  der  Best  ist  durch  diese  bestimmt;  wenn 
dagegen  »»i  <  Wg  -|-  Wj  aber  n^'^  n^,  %  >  n^  ist,  so  beträgt  die 
Anzahl  der  unUkürUchen  Punkte 

^n^n^(2nj^  —  n^  —  *^3  +  4)  +  ^(%  +  *^8  —  ^1  —  4)- 

Diese  Formeln  gelten  nicfit  für  n^  =  n^,   J  a  c  0  b  i ,  Cr  die,  1 5 . 

Wenn  von  den  n^  Punkten,  die  drei  Flächen  w*®'  Ordnung  ge- 
meinsam sind,  n^p  auf  einer  Fläche  jp*®'  Ordnung  liegen,  so  befinden 
sich  die  n^(n  — jp)  übrigen  auf  einer  Fläche  (n  — p)^^  Ordnung. 
Poncelet. 

14* 
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Drei  Flächen  von  den  Ordmmgen  n^,n^,n^,  welche  eine 
Curve  w*®'  Ordnung  tmd  r*®'  Classe  (r^^  Bcmgs)  gememsam  haben, 
schneiden  sich  überdies  in 

^i^2^8  —  **K  +  *?2  +  ^3  —  2)  +  »• 
Funkten, 

Wenn  diese  Curve  auf  der  ersten  Fläche  eine  Doppelcurve 
ist  (vergl.  §  4),   so  beträgt  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Punkte 

n^n^n^  —  *^(%  +  2^^  +  ^'^s  —  '^)  "h  ^^' 
Siehe   Salmon-Fiedler,   Geom,  des  Baumes,   2,  p.  145,  146, 
3*®  Ausg. 

Wenm,  ew  drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,n^,n^  ge- 
mei/nschaftUcher  Pu/nkt  für  sie  ein  vielfacher  Punkt  (vergl.  §  4) 
von  den  Ordnungen  X,  (i,  bez.  v  ist,  so  besteht  die  nothwendige 
und  ausreichende  Bedingtmg,  damit  in  diesem  Punkt  sich  kfiv 
der  n^n^n^  Schnitte  vereinigen,  darin,  dass  die  Berühru/ngskegel 
an  die  drei  Flächen  in  dem  gemeinsamen  Punkt  keine  gemein- 
schaftliche Erzeugende  haben.  Einen  strengen  Beweis  dieses 
Satzes,  der  die  Erweiterung  eines  ähnlichen  Theorems  über  die 
ebenen  Curven  ist  (siehe  z.  B.  die  Arbeit  von  Voss,  die  auf 
S.  129  citirt  wurde,  Math.  Ann,,  27,  p.  533  und  ff.),  hat  Ber- 
zolari,  Ann,  di  mat,  24  zu  geben  versucht;  doch  sind  seine 
Untersuchungen  viel  umfangreicher. 

Mit  den  Schnitten  von  Flächen  beschäftigten  sich  Poncelet, 
Traite  des  proprietes  projectives  des  figures  etc.,  2,  Metz  und 
Paris,  1822;  Jacobi,  Grelle,  15;  Plücker,  ib.,  16,  19;  Cayley, 
Collected  mathematical  papers,  13  Bde.  und  ein  Indexband, 
Cambridge  1889 — 1898,  1,  p.  259;  Reye»  Math,  Ann,,  2;  etc. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  hierher  gehörigen  Unter- 
suchungen über  Flächen,  welche  vielfache  Punkte  oder  Linien 
gemeinschaftlich  haben. 

Resultate  darüber  verdankt  man  Cayley 's  Abhandlung  über 
die  birationalen  Transformationen  des  Raums:  On  the  roMondt 
transf,  between  two  Spaces,  Proc,  of  the  Lond,  Math,  Soc,  Bd.  3, 
1870  =  Coli,  math.  papers,  7,  p.  189  mit  ihren  sogenannten  Aegui- 
v alenz-  und  Postulationsformeln,  Spätere  Untersuchungen  sind 
von  Noether,  Ann,  di  mat,  (2),  5  und  Anderen. 


Man  kann  über  die  Flächen  und  Raumcurven  Theoreme  auf- 
stellen, die  sich  als  Erweiterungen  der  Sätze  ansehen  lassen, 
welche  die  Grundlage  der  Theorie  der  Punktgruppen  auf  einer 
ebenen  Curve  bilden. 


r 
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Es  sei  eine  allgemeine  Fläche  F^  von  der  Ordnung  n  gegeben. 
Zwei  Curven  B,  R,  welche  zusammengenommen  den  vollständigen 
Schnitt  von  F^  durch  eine  andere  Fläche  bilden,  heissen  residual 
und  die  eine  das  Residuwm  der  anderen.  Zwei  Curven  heissen 
femer  corresidual,  wenn  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf  dieselbe  dritte 
Curve  residual  ist.  Analoge  Definitionen  gelten  für  die  Gruppen 
von  Punkten,  welche  aus  einer  ßaumcurve  von  Flächen  aus- 
geschnitten werden. 

Wir  können  jetzt  die  Restsätze  über  die  Flächen  imd  Raum- 
curven  auf  die  folgende.  Art  fassen: 

Sind  auf  einer  Fläche  zwei  Curven  R,  JR'  residual  zu  der- 
selben Curve  R!\  also  corresiduäl  zueinander,  so  sind  sie  es  auch 
in  Bezug  auf  jede  andere  Curve  R'\  . . .,  welche  zu  einer  von 
ihnen  (etwa  R)  residual  ist. 

Es  sei  eine  Curve  R  als  Schmtt  zweier  Flächen  F,  O  ge- 
geben und  R  sei  eine  Residual-  oder  Restcurve  von  R;  die 
durch  R!  gehenden  Flächen  mögen  R  in  Punktgruppen  schneiden, 
die  zu  einer  anderen  gegebenen  Gruppe  corresiduäl  sind;  nimmt 
man  nun  für  F,  0  u/nd  R!  andere  Flächen  bez,  Curven  und 
Jässt  nur  R  unverändert,  so  bleibt  das  System  der  Punktgruppen 
dasselbe, 

Untersuchungen  dieser  Art  (über  die  Geometrie  auf  einer 
algebraischen  Fläche)^  deren  erste  Anregung  Clebsch  zu  ver- 
danken ist,  stellte  speciell  Noether,  Math.  Ann,,  2,  8  an;  in 
der  letzten  Zeit  haben  sich  namentlich  Castelnuovo  und 
Enriques  in  verschiedenen  Publicationen  damit  beschäftigt. 
Eine  Darlegung  der  erhaltenen  Resultate  findet  man  in  einer 
Arbeit  der  letzteren  Autoren,  Math,  Ann,,  48. 


Die  ersten  Studien  über  die  Theorie  der  Flächen  stammen 
aus  der  Zeit  Euler's,  von  dem  auch  die  Grundlage  der  Theorie 
der  abwickelbaren  Flächen  herrührt. 

Systematische  Behandlungen  dieser  Theorie  der  Flächen 
vom  Standpunkt  der  höheren  Geometrie  aus  gibt  es  nicht  viele. 
Indem  wir  uns  vorbehalten,  die  speciellen  Arbeiten  an  den  be- 
treffenden Stellen  zu  citiren,  fahren  wir  hier  als  grundlegend 
nur  an:  die  Abhandlung  von  Cremona,  Preliminari  di  una 
teoria  geometrica  delle  super ficie,  Bologna,  1866,  deutsch  von 
Curtze,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen, 
Berlin,  1870  und  Die  analytische  Geometrie  des  Raumes  von 
Salmon,    deutsch  v.  Fiedler,   3*®  Aufl.,  Leipzig    1880.     Man 
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beachte,  dass  in  der  deutschen  üebersetzung  des  Creinon ansehen 
Werkes  zahlreiche  neue  Abschnitte  hinzugefügt  wurden,  die  in 
dem  italienischen  Text  nicht  enthalten  sind;  unsere  Citate  be- 
ziehen sich  überall  auf  die  deutsche  Ausgabe. 


§  2.    AnaljrtiBOhe    Darstellung   der   gewundenen   Curven. 

Die  Monoidflächen  Cayley's. 

In  der  Lehre  von  den  algebraischen  Raumcurven  ist  die 
analytische  Darstellung  dieser  Curven  ein  besonders  interessantes 
Problem. 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Curve  als  Functionen 
eines  Parameters  festgestellt  sind,  so  ist  das  Problem  damit  ge- 
löst; es  ist  jedoch  nur  selten  thimlich,  die  Coordinaten  in  dieser 
Art  auszudrücken. 

Der  Gedanke,  die  Curve  durch  die  Gleichungen  zweier 
Flächen  darzustellen,  welche  durch  sie  gehen,  bietet  sich  als  der 
natürlichste  zunächst  dar;  man  erkennt  aber  leicht,  dass  es 
Curven  gibt,  welche  nicht  vollständige  Schnitte  zweier  Flächen 
sind;  diese  Darstellung  lässt  uns  daher  im  Stich,  da  sie  die 
Eaumcurve  im  Allgemeinen  nicht  individuälisiren  kann. 

Alsdann  dachte  man  daran,  die  Curve  durch  die  Gleichungen 
dreier  durch  sie  gehender  Flächen  zu  bestimmen,  welche  sonst 
keine  Pimkte  gemeinschaftlich  haben.  Man  sah  aber  ein,  dass 
im  Allgemeinen  auch  drei  Flächen  nicht  hinreichen,  und  fand  in 
Folge  eines  Theorems  von  Kronecker,  Crelle,  92,  welches  sich 
auf  die  Lehre  von  den  algebraischen  Fimktionen  bezieht,  dass 
die  Gleichungen  von  vier  Flächen  nöthig  sein  können,  um  eine 
allgemeine  Curve  zu  kennzeichnen.  Vahlen,  Grelle,  108  gab 
dafür  das  folgende  Beispiel  an:  Man  nehme  an,  der  Schnitt 
zweier  Flächen  2^  ,  F^  von  den  Ordnungen  ^i,  v  zerfalle  in  zwei 

Curven  Em,  -Rm'  von  den  Ordnungen  m,  rn  imd  den  Geschlechtem 
p,p'*).     Die   Anzahl   der   Schnittpunkte   der  beiden  Curven   ist 

s  =  m{(i  +  V  —  4)  —  2(p  —  l). 

Legt  man  nim  eine  neue  Fläche  F^  nur  durch  i^,  so  wird 
«' 
diese  von  Bm'  in 

S  =  iivQ  —  m{fi  -|-  V  +  ^  —  4)  -f-  2  (^  —  l) 


1)  üeber  die  Definition  des  Geschlechts  der  Raumcurven  siehe  §  4. 
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Punkten  geschnitten  werden,  welche  auf  allen  drei  Flächen,  aber 

nicht   auf  i^  liegen. 

Nun  wird  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sein,  für  eine 

gegebene  Curve  I^  drei  Flächen  derart  zu  bestimmen,  dass  S 
verschwindet;  denn,  betrachtet  man  eine  Curve  5*®'  Ordnung 
vom  Geschlecht  Null  iJg®,  welche  eine  vierfach  schneidende 
Gerade  (eine  Quadrisecante)  hat,  so  muss,  wenn  8  verschwinden 
soll,  weil  durch  B^^  keine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht, 
fi  =  V  =  Q  =  3  sein;  durch  drei  Flächen  3*®'  Ordnung  allein 
kann  aber  B^^  nicht  bestimmt  werden,  da,  wie  man  leicht  sieht, 
jede  solche  Fläche,  weil  sie  B^^  enthält,  auch  die  Quadrisecante 
enthalten  müsste. 

Eine  andere  Methode,  eine  Baumcurve  darzustellen,  besteht 
darin,  die  Gesammtheit  aller  die  Curve  treflfender  Geraden  zu  be- 
trachten; führt  man  die  sechs  Geradencoordinaten  im  Raum  ein,  so 
wird  der  Complex  von  Geraden  analytisch  durch  eine  Beziehung 
zwischen  diesen  sechs  Coordinaten  ausgedrückt;  umgekehrt  aber 
stellt  nicht  jede  Relation  zwischen  den  sechs  Geradencoordinaten 
auf  solche  Art  eine  Curve  dar.  Siehe  Kap.  14.  Mit  dieser  Dar- 
stellung beschäftigten  sich  Cajley,  Quart,  Jowm,,  3,  5,  1860, 
186*2  und  Voss,  Math,  Arm,,  13. 

Noch  eine  weitere  Darstellungsart  schliesslich  rührt  eben- 
falls von  Cayley  her  und  beruht  auf  den  sogenannten  Monoid- 
flCichen. 

Es  seien  x^,  ajj,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Punkts  der  Curve  und  von  dem  Punkt  0  {x^  =  x^  =  x^  =  0), 

einer  Ecke  des  Fundamentaltetraeders,  aus  möge  die  Curve  iC 
von  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlecht  p  auf  die  Ebene  x^  =  0 
projicirt  werden. 

Die  Gleichung  der  Projectionscurve  sei 

f(k.  I«.  I»)  =  0, 

worin  wir  uns   die  Coordinaten  §  derart  gewählt  denken,   dass 

§1  •  §2  •  §8  ^^^^  XilX^»  X^       ist. 

Es  bestehen  dann  die  Relationen 

'^  (^) 

worin  die  if;  rationale  ganze  Functionen  der  ^  von  der  Ordnung 
n  bez,  n  —  1  sind. 
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Die  Curve  i^  ergibt  sich  dann  als  Schnitt  der  beiden 
Flächen 

/*m(^)  =  ö     und     x^tlfn-i{x)  —  tl;„{x)=^0, 

von  welchen  die  erste  ein  Kegel  w*®'  Ordnung  ist,  dessen  Spitze 
in  dem  Punkt  0  (x^  =  äJj  =  iCj  =  0)  liegt,  und  die  zweite  eine 
Fläche  n^'  Ordnung  ist,  die  den  Punkt  0  zum  (n  —  l)-facben 
Punkt  hat  (vergl.  §  4)  und  von  Cayley  eine  MonoidMche  ge- 
nannt wurde. 

Der  Kegel  und  das  Monoid  schneiden  sich  ausser  m  lÜ^ 
noch  m  m(n  —  1)  durc^i  0  gehenden  Geraden,  welche  die  Schnitte 
zweier  Kegel  /"^  =  0  imd  i^n  —  i  ==  0  sind.  Diese  Geraden  ikeilen 
sich  in  * 

(n  —  l)  (m  —  *^)  +  a 

doppelt  zu  zählende  u/nd 

(n  —  1)  (2n  —  m)  —  2a 

weitere  Gerade,  wobei  a  auch  Null  sein  ha/rm;  jede  der 
{n  —  l)  (*w  —  n)  -\-  a  Geraden  ist  eine  Doppelgerade  des 
Kegels  /"^  =  0;  sowohl  die  (n  —  l)  («w  —  n)  -\-  a  wie  die 
(n  —  1)  (2w  —  m)  —  2  a  Geraden,  deren  ÄnzaJil  zusammen 
n(n  —  l)  —  a  beträgt,  liegen  auf  dem  Kegel  i/;„  =  0. 

Die  beiden  Kegel  i(;^  =  0  und  if;«  —  i  ==  0  heissen  der  obere 
bez.  der  untere  Kegel  des  Monoids. 

Werni  iC  heine  ebene  Curve  ist,  so  nmss  immer 

n  ^  \m     sein; 

im  üebrigen  ist  die  Ordnung  des  Monoids  nicht  bestimmt,  da 
man  ein  Monoid  durch  ein  anderes  von  verschiedener  Ordnung 
ersetzen  kann. 

Dieser  Kunstgriff,  wie  man  wohl  sagen  darf,  wurde  von 
Cayley,  Compt  Bend.,  1862  =  Coli,  math,  papers,  Ö,  7  an- 
gegeben und  später  von  anderen  Autoren  Noether,  Halphen, 
Em.  Weyr,  etc  bei  ihren  Studien  über  die  Raimicurven  benutzt. 

§  3.    dmssification  der  gewundenen  Cnxven. 

Mit  dem  Problem  der  analytischen  Darstellung  der  Baum- 
curven steht  das  ihrer  Classification  in  enger  Verbindung;  denn 
für  die  Raumcurven  gilt  nicht,  wie  für  die  ebenen  Curven  oder 
die  Flächen,  der  .Satz,  dass  die  Ordnung  zur  Charakterisirung 
der  Art  der  Curmt  genüge;  in  der  That  existiren  schon  für  die 
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4*®  Ordnung  zwei  besondere  durch  vollständig  verschiedene  Eigen- 
schaften ausgezeichnete  Curven,  wie  zuerst  Salmon,  Camhr, 
Journ,,  ö,  1850  und  dann  Steiner,  Flächen  3^^  Grades,  Grelle, 
53,  1856  nachgewiesen  hat. 

Das  Problem,  von  dem  die  Rede  ist,  lässt  sich  präcis  auf 
die  folgende  Weise  aussprechen: 

Die  verschiedenen  Familien  von  Curven  derselben  Ordnung  d 
derart  aufzuzählen,  zu  definiren  und  voneinander  zu  unterscheiden, 
dass  niemals  eine  FamiUe  der  spedelle  FaU  einer  anderen  all- 
gemeineren  sein  kann. 

Bei  diesen  Untersuchungen  kommen  nur  Curven  ohne  sin- 
gulare Punkte  in  Betracht  (vergl.  §  4),  indem  als  Postulat  an- 
genommen wird,  dass  jede  Curve  mit  fiingulären  Punkten  der 
specielle  Fall  einer  Curve  derselben  Ordnung  ohne  singulare 
Punkte  sei.     Siehe  Halphen,  an  dem  unten  citirten  Ort. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  besonders  Halphen 
und  Noether  in  zwei  Abhandlungen,  welche  von  der  Berliner 
Akademie  1882  den  Steiner'schen  Preis  erhielten,  Halphen, 
Journ.  de  V^cole  polyt,  Hffc.  52,  1882;  Noether,  Berlin.  Äh- 
handl.,  1883;  Grelle,  93.  Auf  sie  folgten  Andere,  darunter 
Valentiner,  Acta  maiJi.,  2;  Noether,  ib.,  8;  etc. 

Diese  Untersuchungen  haben  noch  nicht  dazu  gefiihrt,  das 
Problem  in  seiner  vollen  Allgemeinheit  aufzulösen;  bisher  ist 
dies  nur  in  speciellen  Fällen  gelungen, 

Geht  man  davon  aus,  dass  die  Ordnung  d  allein  nicht  genügt, 
eine  Raumcurve  Zu  charakterisiren,  so  wird  man  wohl  daran 
denken,  andere  Zahlen  einzuführen,  die  man  Charakteristiken 
nennen  könnte,  und  die  in  Verbindung  mit  der  Ordnung  die 
Curve  von  den  übrigen  unterscheiden  würden.  Wenn  man  nun 
zunächst  die  beiden  Arten  von  Raumcurven  4*®'  Ordnung  im 
Auge  hat,  so  bietet  sich  der  Gedanke,  in  Verbindung  mit  der 
Ordnung,  die  Anzahl  h  der  scheinbaren  Doppelpunkte  zu  be- 
trachten, d.  h.  die  Anzahl  der  Sehnen,  die  sich  von  einem  be- 
liebigen Punkt  des  Raums  durch  die  Curve  ziehen  lassen. 

Man  findet  aber,  dass  für  die  Ordnung  9  zwei  verschiedene 
Curven  existiren,  für  welche  die  Anzahl  dieser  Doppelpunkte  die- 
selbe ist,  nämlich  h  =  lS.  Die  beiden  Curven  lassen  sich  jedoch 
durch  eine  andere  Zahl  unterscheiden,  die  Halphen  mit  dem 
Buchstaben  n  bezeichnete,  und  welche  die  geringste  Ordnung  der 
Kegel  a/ngibt,  welcfie  alle  h  Sehnen  enthalten,  die  von  einem  be- 
liebigen Pu/nkt  des  Bau/ms  an  die  Curve  gezogen  werden  können; 
für  die  eine  ist  n  =  4,^  für  die  andere  n  =  5.     Halphen  selbst 
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jedoch  bemerkte,  dass  zwei  verschiedene  Cnrven  15*®'  Ordnung 
existiren,   für  welche  Ä  =  63,  n  =  d  ist. 

Cayley,  Coli.  Math,  Pap.,  5,  p.  613,  sowie  Crelle,  111  machte 
darauf  aufmerksam,  dass  in  gewissen  Fällen,  in  welchen  Halphen 
eine  Curve  gefunden  hatte,  eine  solche  in  Wirklichkeit  nur  for 
specielle  Configurationen  der  h  Knotenlinien  existiren  kann;  wie  er 
z.  B.  fand,  reicht  es  für  die  Existenz  der  Curven  9*®'  Ordnung, 
für  welche  h  ==  16  und  w  =  4  ist,  nicht  hin,  dass  die  16 
Ejiotenlinien  auf  einem  Kegel  4*®'  Ordnung  liegen;  sie  müssen 
gleichzeitig  auf  zwei  solchen  Kegeln  liegen.  Die  drei  Zahlen 
d,h,  n  genügen  daher  im  Allgemeinen  nicht,  die  Curve  zu 
individualisiren,  es  müssen  ausserdem  noch  die  Bedingungen 
untersucht  werden,  unter  welchen  die  Curve,  welche  diese 
charakteristischen  Zahlen  besitzt,  wirklich  existirt. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptsätze  angeben,  zu  denen  Halphen 
und  Andere  gekonmien  sind. 

Die  Curven  von  der  Ordmrng  d  mit  h  scheinbaren  Doppel- 
punkten  bilden  eine  einzige  Familie,  wenn  h  zwischen 

^'  -  '^f  -  '^    und   (^-^)(ä-^)^,  lie^. 

Der  grösste  Werth  von  h  ist -— ,  u/nd  der  Tdemsie 

ist  die  grösste  ganze  Zahl  in  ^(d  —  l)^  enthaltene  Zahl. 

Man  kann  jedoch  die  Zahl  fi  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
willkürlich  wählen,  weil  für  ein  gegebenes  d  die  Beihe  der  h 
Lücken  aufweist;  von  der  grössten  in 

(d  —i){d  —  2) 
3 

enthaltenen  ganzen  Zahl  an  sind  dagegen  Lücken  nicht  mehr 
vorhanden. 

Die  Curven  c?*®'  Ordnung,  für  welche  h  kiemer  als  die  grösste 

in -^ enthaltene  ganze  Zahl  ist,  liegen  auf  Flächen 

2^^  Ordnung;  ist  h  grösser  als  diese  Zahl,  so  befinden  sich  die  ent- 
sprechenden Curven  auf  einer  Fläche  5*®'  Ordnung,  ist  h  grösser 

als  3  ^^ — ^— ^,  ««*/*  einer  Fläche  4*®'  Ordnung  etc. 

o 

Jede  Curve  c?*®'  Ordnung,  für  welche  die  Zähl  n  (siehe  oben) 
kleiner  als  ^(d  —  3)  ist,  liegt  auf  einer  Fläche  ^*®'  Ordnung. 

Jede  Curve  von  der  Ordnimg  d,  welche  nicht  auf  einer 
Fläche  2^^  Ordnung  gelegen  ist  und  für  welche  n  <,^(d  —  4)  ist, 
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liefft  auf  emer  Fläche  5'®'  Ordmrng;  ist  n  <Ci{d  —  5),  so  be- 
findet sich  die  Curve  auf  einer  Fläche  4*®'  Ordmrng,  wenn 
sie  nicht  schon  auf  Flächen  2^^  oder  5*®'  Ordmrng  liegt;  ist 
n<i%(d  —  6)  ufid  ist  die  Curve  nicht  auf  einer  Fläche  niedrigerer 
Ordnung  gelegen,  so  liegt  sie  auf  ei/ner  solchen  5*®'  Ordnu/ng, 

Die  folgenden  Tabellen  geben  für  jede  Ordnung  d  die  An- 
zahl der  existirenden  Curvenfamilien  an;  wir  folgen  dabei  der 
citirten  Abhandlung  Halphen's,  beschränken  uns  jedoch  auf  die 
ersten  Fälle,  um  so  mehr,  weil  die  Resultate  Halphen's  nicht 
vollständig  sicher  sind;  bei  der  neunten  Ordnung  muss  z.  B.  die 
Halp he  nasche  Tabelle  in  der  Art  corrigirt  werden,  wie  Cayley, 
Coli.  Math,  Papers,  5,  p.  616  angegeben  hat;  über  die  Definition 
von  Geschlecht  siehe  §  4. 

1)  Nicht  degenerirte  gewundene  Curven  /S*®'  Ordnu/ng  gibt 
es  nicht; 

2)  Ordmrng  d=3;  es  exisUrt  eine  einzige  Familie  ge- 
wundener Curven  3^'  Ordnung;  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punMe  ist  h  =  1;  das  Geschlecht  p  =  0; 

3)  Ordnung  d  =  ^;  es  gibt  zwei  Famüien  gewu/ndener 
Curven  4*®'  Ordnung;  sie  unterscheiden  sich  durch  die  Anzahl  der 
scheinbaren  Doppdpu/nTäe,  die  2  bez.  3  beträgt;  ihr  Geschlecht  ist 
1   bez.  0; 

4)  Ordnung  d  =  5;  es  existiren  drei  Familien  gewundener 
Curven  5*®'  Ordnung. 

In  der  na^chstehenden  Tabelle  sind  die  entsprechenden  Werthe 
von  h  und  n,  die  kleinsten  Ordnungen  der  Flächen,  aus  deren 
Schnitten  diese  Curven  sich  ergeben,  die  aus  den  Schnitten  dieser 
Flächen  resultirenden  Ergänzungscufven  und  schliesslich  das  grösste 
Geschlecht  p  der  Curven  jeder  Familie  angegeben: 


d  —  h 

h  — 

n  = 

kleinste  Ordnungen 
der  Flächen  etc. 

Ergänzungscurven 

P  — 
2 

1 

4 

2 

2  und  3 

eine  Gerade 

5 

2 

3  und  3 

eine  gewundene  Curve 

4*®'  Ordnung  mit  3 

scheinbaren  Doppelpunkten 

6 

3 

3  und  3 

zwei  Kegelschnitte 

0 

Alle  diese  Curven  werden  durch  20  Bedingungen  bestimmt. 

Salmon  unterscheidet  in  seiner  Geometrie  des  Baumes,  Thl.  2 

vier  Familien   von  Curven  5*®'  Ordnung;   die  4*®  ist  jedoch    als 


220    Kapitel  IX.   Die  algebraischen  FUkhen  nnd  Raumcurven. 

speoieller  Fall  der  3**"  anziiaehen;  siehe  Halphen,  ic.  potgt., 
52,  p.  12,  Auiu. 

5)  Ordnunff  d  ^  6,  Es  gibt  fünf  Fantüien  von  gevmn- 
denen  Curven  S"'  Ordnung.  Die  Anzahl  der  Constanten  äüer 
dieser  Curven  beträgt  24,  d.  h.  jede  von  ihnen  toird  durch  24 
Sedingvngen  bestimmt. 

Die  entsprechende  Tabelle  laufet: 


Ergänzoogscvirei) 


6)  Ordnung  d^7.     Es  gibt  stehen  Familien  gewundener 
Curven  7""  Ordnimg.     Die  Anzahl  der   Constanten   einer  jeden 

beträgt  28. 


d  =  7 

Ä  = 

„  = 

der  Flächen  etc. 

anpuxt.  luif^Bvurvtsu 

P  — 

9 
10 

12 

S 

2  nnd  4 

eine  Gerade 

6 
5 

4 

3  und  3 

ein  Eegelachnitt 

3  und  3 

zwei  Gerade 

4 

4 

3  und  4 

eine  gewundene  Curve 

6*"  Ordnung  mit  6 

scheinbaren  Doppelpunkten 

3 

2 

I 
0 

13 
14 
16 

!1 

4  und  i 

J  eine  gewundene  Carve 
1        neunter  Ordnung 

In  allen  diesen  FsUes  genügt,  w 
zur  Charakterisinmg  der  Curve;  erst  t 


I  man  sieht,  die  Zahl  h 

n  der   neunten  Ordnung 
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an  reicht  die  Zahl  ä,  wie  wir  bereits  gesagt  haben,  zu  diesem 
Zweck  nicht  mehr  aus. 

Dementsprechend  gilt  für  die  Ordnung  d  =  d  auch  die 
andere  Eigenschaft,  dass  es  zwei  Familien  von  Curven  gibt, 
welche  dasselbe  grösste  Geschlecht  p,  nämlich  ^  ==  10,  haben, 
und  als  verschieden  voneinander  anzusehen  sind. 

Ueber  die  Einzelheiten  speciell  in  Bezug  auf  die  vielfachen 
Secanten  bei  den  verschiedenen  oben  aufgezählten  Familien  von 
Curven  verweisen  wir  auf  Noether,  an  den  angegebenen  Stellen, 
2.  B.   Crelle,  93,  p.  310. 

Zum  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  hinzu- 
fügen, dass  einige  Autoren  auch  daran  gedacht  haben,  die  ge- 
wundenen Curven  nach  der  Beschaffenheit  der  ihnen  entsprechen- 
den abwickelbaren  Flächen  zu  classiiiciren.  Damit  beschäftigten 
sich.  Chasles,  Compt  Eend,,  54  und  Schwarz,  Crelle,  64,  p.  1. 

§  4.  Singulare  Punkte  der  Flächen  und  Baumcurven. 
Ihre  charakteristischen  Zahlen.  Vielfache  Secanten  der 
Baumcurven.    Das  Geschlecht.    Die  Cayley'schen  Formeln. 

Berührungen  von  Flächen. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Fläche  derart  ist,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  daselbst  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  triflPt,  so  heisst  er  ein  DoppefpimM  der  Fläche. 

Es  gibt  tmendlich  viele  Gerade,  die  durch  den  BoppelpwM 
P  gehen,  mid  in  ihm  eine  dreiptmktige  Berührung  (drei  mtend- 
lidie  nahe  Schnittpunkte)  mit  der  Fläche  haben.  Der  Ort  dieser 
Geraden  ist  em  Kegel  2^^  Ordmrng  von  der  Beschaffenheit,  dass* 
jede  Berührungsebene  an  ihn  die  Fläche  in  einer  Curve  schneidet, 
die  in  P  eine  Spitze  hat. 

Dieser  Kegel  kann  in  zwei  verschiedene  oder  in  zwei  zu- 
sammenfallende Ebenen  zerfallen;  man  erhält  so  drei  Arten 
von  Doppelpimkten:  conische,  biplanare  u/nd  u/nipla/nare  Punkte. 

Der  konische  Punkt  führt  auch  den  Namen  Knotenpunkt, 
der  imipkmare  oder  Cuspidalpwnkt  wurde  von  Cayley  Pinchpoint, 
von  den  Franzosen  auch  pinces-point  genannt. 

Wenn  F  =  0  in  homogenen  Coordinaten  die  Gleichu/ng  der 
Fläche  ist,  so  besteht  die  Bedingwng,  damit  die  Fläche  einen 
Boppdpwnki  habe,  darin,  dass  ihre  Biscriminante,  d.  h.  das 
Besultat  der  Elimination  der  x  aus  den  vier  Gleichungen 

dxi  '    dx^  '    dx^  '    dx^^ 
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gleich  Null  sei,  imd  soU  ein  Ptmkt  (x)  em  doppelter  sein,  so 
müssen  seine  Coordinaten  gleidizeitig  diesen  vier  Gleichtmgen 
genügen. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  sechs  Erzeugende  des  eben  erwähnten 
Tcmgentialkegels ,  welche  die  Fläche  vierptmJctig  berühren,  d.  h. 
sie  in  vier  umendlich  nahen  Schnittpunkten  treffen. 

Ein  konischer  Punkt  vermindert  im  Allgemeinen  die  Classe 
der  Fläche  um  zwei  Einheiten  und  wird  deshalb  mit  Cg  be- 
zeichnet. Von  biplanaren  und  uniplanaren  Punkten  gibt  es  ver- 
schiedene Arten;  zu  ihrer  Bezeichnung  dienen  die  Symbole  B^ 
oder  Uj^  je  nachdem  sie  die  Classe  der  Fläche  um  i  oder  j 
Einheiten  erniedrigen. 

Diese  singulären  Punkte  wurden  für  die  cubischen  Flächen 
von  Schläfli,  PM.  Tram.,  1863;  Cayley,  ib.,  1869;  Eoden- 
berg,  Math.  Ann.,  14,  p.  46  studirt.  Siehe  weiter  unten  Kap.  11^ 
§  1.  Ausschliesslich  der  Theorie  der  biplanaren  und  uniplanaren 
Pimkte  für  eine  beliebige  Fläche  ist  die  Arbeit  von  Bohn^ 
Math.  Ann.,  22,  p.  124  gewidmet. 

Ein  Punkt  einer  Fläche,  welcher  derart  ist,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusammenfallenden 
Punkten  trifft,  heisst  ein  r-facher  Punkt  der  Fläche.  Auch  hier, 
wie  in  dem  vorigen  Fall,  lässt  sich  ein  Kegel  r^^  Ordnung  con- 
siruiren,  von  welchem  jede  Erzeugende  in  diesem  PunM  r  +  1 
Funkte  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat  (Osculationskegeil) ;  auf 
diesem  Kegel  gibt  es  dann  im  Allgemeinen  r(r  -{-  l)  Erzeugende, 
welche  r  -\-  2  Punkte  mit  der  Fläche  gemeinsam  haben. 

Eine  Fläche  n^^  Ordnung  mit  einem  n-fachen  Punkt  0  ist 
nothwendiger  Weise  ein  Kegel  mit  der  Spitze  in'  0. 

Eine  Fläche  kann  mehrfache  oder  singulare  Linien  haben, 
d.  h.  Linien,  deren  sämmtliche  Pimkte  mehrfach  sind.  Durch 
eine  r-fache  Linie  gehen  r  Schalen  der  Fläche. 

Die  Punkte  einer  r-fachen  Linie  sind  r-fache  Punkte,  für 
IV eiche  der  oben  besprochene  Tangentenkegel  in  r  Ebenen  zerfälU. 

Für  r  =  2  erhält  man,  wenn  die  beiden  Tangentenebenen 
zusammenfallen,  die  Cuspidalcurve  der  Fläche,  deren  Punkte 
sämmtlich  uniplanar  sind. 


Wie  für  die  ebenen  Curven,  so  lässt  sich  auch  ftir  die 
Flächen  eine  Zahl  definiren,  die  Geschlecht  heisst,  und  im  All- 
gemeinen, wenn  die  Fläche  keine  anderen  singulären  Linien  von 
höherer  Ordnimg   hat,   von   der  Anzahl   ihrer  Doppellinien   und 
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Cuspidallinien  abhängt;  dabei  besitzt  die  Fläche  jedoch  statt 
eines  einzigen  Geschlechts  mehrere  Geschlechter. 

Eine  so  beschaffene  Zahl  wurde  von  C  leb  seh,  Compt.  Bend., 
67,  1868  eingeführt  und  wird  für  die  Flächen  w*®'  Ordnung  als 
die  Anzahl  der  Coefficienten  definirt,  welche  in  der  Gleichung 
einer  Fläche  (n  —  4)**'  Ordnung,  die  durch  die  Doppel-  und 
Cuspidallinien  der  gegebenen  Fläche  geht,  noch  unbestimmt 
bleiben.  Diese  Zahl  heisst  geometrisches  oder  erstes  Geschledd 
und  wird  mit  p    bezeichnet. 

Hat  die  Fläche  keine  Doppel-  und  CuspidaHmien ,  so  ist 
ihr  geometrisches  Geschlecht: 

^  (n  -  1)  (n  -  2)  (n  -  3) 
■^ff  23 

Die  Zähl  p  bleibt  hei  jeder  hirationalen  Transformation 
imverändert.  Der  Satz  wurde  von  C leb  seh,  Compt.  JRend.,  1868 
mitgetheilt  und  von  Noether,  Math.  Ann.,  2  und  Zeuthen,  ib.j 
4  bewiesen.  Neben  diesem  Geschlecht  untersuchte  Noether,  ib., 
8  zwei  andere  Zahlen  von  analoger  Eigenschaft. 

Wenn  die  Fläche  eine  Doppelcurve  von  der  Ordnung 
d  (^  0)  und  dem  Geschlecht  tc  hat  und  eine  gewisse  endliche 
Zahl  t  (^  0)  von  Punkten  besitzt,  welche  für  die  Fläche  und 
di^  Curve  dreifach  sind,  so  heisst  die  Zahl 

(n—  1)  (n— 2)  (w  — 3)         ,  >i\j    i    o*    i  i 

mi/merisches  Geschlecht  Cayley,  Math.  Ann.,  3.  Es  ist  immer 
Pg^Pn'  Wenn  Pg=Pn  ist,  so  pflegt  man  die  Fläche  regulär 
zu  nennen. 

Für  rationale  (auf  eme  Ebene  eindeutig  ahhildbare)  Flächen 
(vergl.  §  7)  ist  p^=p^  =  0. 

Zum  Geschlecht  der  Regelflächen  wird  das  Geschlecht  p 
ihrer  ebenen  Schnitte  genonmien,  da  diese  offenbar  sämmtlich 
dasselbe  Geschlecht  haben.     Für  die  Eegelflächen  ist 

Pg  =  Oy  p„  =  —p. 

Ueber  einen  anderen  Charakter  der  Flächen  siehe  Segre, 
Atti  Torino,  1896  imd  über  weitere  üntersuchimgen  bez.  der 
verschiedenen  Geschlechter  der  Flächen  Castelnuovo-Enriques, 
Math.  Ann.,  48,  sowie  das  ausgezeichnete  Buch  von  Picard 
und  Simart,  Theorie  des  fonctions  algebriques  de  deux  variables 
independantes,  Paris  1897. 
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Die  ällgememe  Fläche  von  der  Ordmmg  w  >  3  besitzt  keine 
Gerade. 

Wen/n  eme  Fläche  n*®'  Ordmmg  eine  (n  —  2yfache  Curve 
enthält,  so  besitzt  sie  Gerade,  ist  die  vielfache  Gwrve  eme  Gerade, 
so  enthält  die  Fläche  ausser  ihr  noch  2(3w  —  4)  andere  Gerade. 

Ueber  eine  solche  Fläche  siehe  Noether,  Math.An/n.^^^.llb. 

Eine  Fläche  w*®'  Ordmmg  ka/n/n  nicht  mehr  als  n{lln  —  24) 
Gerade  haben. 

Durch  eine  Gerade  einer  Fläche  w*®'  Ordnung  gehen  immer 
(n  -f-  2)  (w  —  2)*  Ebenen,  welche  die  Fläche  noch  in  einem 
anderen  Funkt  ausserhalb  der  Geraden  berühren. 

Wenn  n  die  Ordmmg  einer  Begelfläche  ist,  so  liegt  die  Ord- 
mmg ihrer  Doppelcurve  (vergl.  §  l)  ztdschen  (n  —  2)  und 
^(n  —l)(n  —  2).     Cayley. 

Untersuchungen  über  die  Relationen,  welche  zwischen  den 
charakteristischen  Zahlen  und  den  Singularitäten  der  Flächen 
bestehen,  wurden  von  Salmon,  Cayley^ Zeuthen  angestellt; 
siehe  Salmon-Fiedler,  Geom.  d.  Baum.,  2,  p.  671. 


Wenn  ein  Punkt  einer  Raumcurve  derart  ist,  dass  jede 
durch  ihn  gehende  Ebene  die  Curve  daselbst  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  trifft,  so  heisst  er  ein  Doppelpu/nkt  der  Curve. 
^5  existiren  im  Allgemeinen  in  dem  Doppdpu/nkt  zwei  Ta/ngenten 
und  zwei  Osculationsebenen  an  die  Cu/rve.  Fallen  die  beiden 
Tangenten  zusammen,  so  erhält  man  eine  Spitze  oder  einen 
stationären  Fu/nkt  der  Curve.  In  einem  stationären  Ptmkt  fallen 
auch  die  beiden  Osculationsebenen  der  Curve  zusammen. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  in  einem  Punkt  P  berühren  (eine 
gemeinschaftliche  Berührungsebene  in  P  besitzen),  so  hat  ihre 
Schnittcurve  in  P  einen  Doppelpunkt. 

Ist  dieser  Punkt  speciell  eine  Spitze,  so  sagt  man,  die 
beiden  Flächen  haben  in  P  eine  stationäre  Berührung. 

Wenn  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  in  P  einen  drei- 
fachen Punkt  hat,  so  sagt  man,  sie  osculiren  sich  in  P.  Als- 
dann schneidet  jede  Ebene  durch  P  die  beiden  Flächen  in  Linien, 
die  einander  osculiren. 

Ist  ein  zwei  Flächen  gemeinschaftlicher  Punkt  für  die  eine 
ein  r^-f acher  und  für  die  andere  ein  r^-f acher,  so  ist  er  für  die 
Schnittcurve  ein  vielfacher  von  der  Ordmmg  r^r^;  ist  r^  =  r^^=  r 
und  haben  die  beiden  Flächen  in  diesem  Pu/nkt  denselben  Oscu- 
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lationskegel ,  so  ist  der  Funkt  für  den  Schnitt  ein  r(r  +  1)- 
fiicher. 

Werm  zwei  Flächen  von  den  Ordmmgen  n^,  n^  längs  einer 
Curve  n*^^  Ordnung  eme  Berühnmg  (k  —  1)*®'  Ordmrng  haben, 
so  schneiden  sie  sich  in  einer  zweiten  Curve  von  der  Ordnung 
n^n^  - —  kn. 

Die  grösste  Anzahl  von  Ihmkten,  in  welchen  zwei  Flächen 
von  den  Ordmmgen  n^,  n^  sich  berühren  können,  beträgt,  tvenn 
der  Schnitt  der  beiden  Flächen  nicht  degenerirt, 

^n^n^{n^  +  %  —  4)  +  1- 

Wenn  der  Schnitt  der  beiden  Flächen  dagegen  degenerirt,  so 
härm  die  Anzahl  der  Berühru/ngspwnkte  grösser  sein,  so  können 
z.  B,  zwei  Flächen  2^^  Ordnwng  4  Berühru/ngspunkte  haben. 

Für  die  gewundenen  Curven  und  die  entsprechenden  Os- 
culationsdeveloppabelen  sind  die  folgenden  Formeln,  die  so- 
genannten Cayley'sg^en,  Journ.  de  lAouville,  10,  184:6=  Coli. 
JUaih.  Pap.,  1,  p.  207,  von  Bedeutung,  welche  die  verschiedenen 
charakteristischen  Zahlen  der  Curve  miteinander  verbinden  und 
den  Plücker' sehen  Formeln  analog  sind  (siehe  Kap.  5,  §  l), 
mit  deren  Hülfe  sie  sich  zum  Theil  ermitteln  lassen. 

(Man  vergleiche  in  §  1  die  Definitionen  in  Bezug  auf 
das  aus  der  Kaumcurve,  der  Osculationsdeveloppabelen ,  der 
Knotencurve  imd  der  Bitangentialdeveloppabelen  bestehende 
System.) 

Es  sei: 

n  die  Ordnung  der  Raumcurve, 

r   die  Classe  der  Raumcurve  oder  ihr  Rang, 

h  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Cuxve  d.  h. 
die  Anzahl  der  Geraden,  welche  man  von  einem  beliebigen 
Pimkt  aus  so  ziehen  kann,  dass  sie  die  Curve  zweimal 
treffen, 

y  die  Zahl  der  Ebenen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Raumes  gehen,  und  die  Curve  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
berühren  (Bitangentialebenen) ,  d.  h.  die  Classe  der  Bitan- 
gentialdeveloppabelen, 

ß  die  Anzahl  der  Spitzen  (stationären  Punkte), 

-ffdie  Anzahl  der  Doppelpunkte, 

V  die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (stationären  oder  Wende- 
tangenten) der  Curve  (Tangenten,  welche  mit  der  Curve 
drei  unendlich  nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben). 

Pascal,  Bepertorium.  n.  15 
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Es  sei  femer: 

m  die  Classe  der  Osculationsdeveloppabelen  an  die  Curve, 

r  ihre  Ordnung  oder  ihr  Eang, 

g  die  Anzahl  der  Geraden  einer  durchaus  beliebigen  Ebene, 
welche  so  beschaffen  sind,  dass  durch  jede  von  ihnen  zwei 
Berührungsebenen  an  die  Developpabele  gehen,  oder  die 
Classe  der  Congruenz  der  Schnittgeraden  der  Osculations- 
ebenen  der  Curve,  siehe  Kap.  14, 

X  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Punkte, 
durch  deren  jeden  zwei  verschiedene  Erzeugende  der  De- 
veloppabelen  gehen,  oder  die  Ordnung  der  Knotencurve, 

a  die  Anzahl  der  stationären  Ebenen  (Ebenen,  welche  die 
Developpabele  längs  zweier  unendlich  naher  Erzeugenden 
berühren,  oder  Ebenen,  welche  mit  der  Curve  vier  unendlich 
nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben), 

G  die  Anzahl  der  Doppeltangentialebenen  (in  zwei  Punkten 
berührenden  Ebenen)  an  die  Developpabele, 

V  die  Anzahl  der  Erzeugenden,  durch  deren  jede  drei  conse- 
cutive  Tangentenebenen  gehen  (Inflexionserzeugende), 

w  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  der  Developpabelen. 

Es  gelten  dan/n  die  folgenden  (Gayley" sehen)  Eelationen: 

m  =  r{r  —  l)  —  2(a;  +  co)  —  3(w  -f-  v), 
n  =  r{r  —  1)  —  2  («/  +  co)  —  3(m  -{-  v), 
r  =  m{m  —  l)  —  2(g  +  Ö^)  —  3a  = 

=  n(n  —  1)  —  2{h  +  H)  —  SjS, 
a  =  3r(r  —  2)  —  6{x  +  w)  —  S(n  +  v), 
ß  =  3r(r  —  2)  —  6(^  +  ö)  —  8(m  +  v), 

w   +  t?  =  Sm{m  —  2)  —  6(g  -^  G)  —  8a, 

m  +  v  =  3n(n  —  2)  —  ß(h  +  H)  —  Sß, 

welchen  sechs  unabhängige  Beziehungen  entsprechen. 

Geschlecht  einer  Raumcurve  oder  ihrer  Osculationsdeveloppa- 
belen heisst  die  durch  die   folgenden  Formeln  definirte  Zahl: 

JP  =  i  (^  —  1 )  (^  —  2 )  —  (Ä  +  ^  +  jS) , 
=  ^(^_  1)  (^  _  2)  —  (^  +  0)  +  m  +  v), 
=  i(m-  1)  (m-2)  -(g-\-G-\-a), 
=  i(r  —  1)  (r  —  2)  —  (rr  +  CO  +  w  +  v). 
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Führt  man  jetzt  noch  die  Charatteristiken  ein: 

Ä;   die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Knotencurve, 

k  die  Anzahl  der  berührenden  Geraden,  welche  die  gegebene 
Curve  noch  anderswo  schneiden, 

T  die  Anzahl  der  dreifachen  Punkte  der  Knotencurve  oder 
der  dreifachen  Punkte  der  Developpabelen  oder  die  Anzahl 
der  Punkte,  in  denen  sich  drei  (nicht  unendlich  nahe)  Tan- 
genten an  die  gegebene  Curve  schneiden, 

A'  die  Anzahl  der  Osculationsebenen,  welche  die  gegebene  Curve 
noch  anderswo  berühren, 

r  die  Anzahl  der  dreifachen  Tangentialebenen  der  gegebenen 
Curve, 

jB  der  Bang  oder  die  Classe  der  Knotencurve, 

p^  das  Geschlecht  derselben, 

so  ergehen  sich  femer  die  Beziehtmgm: 

X  =  w(r  +  4)  —  6(r  +  ß)  —  4(a)  +  i/)  —  2v, 
T  =  ^[(x  —  m  —  Sn  —  3v  —  2a))  (r  —  2)  +  8m  +  20t;  + 

+  10/5+  ISco], 
r  =  m(r  +  4)  —  6(r  +  a)  —  4(fl)  +  6J^)  —  2v, 

T  =  -K(^  —  w  —  3w  —  3t;  —  2a))  (r  —  2)  +  8w  +  20t;  -- 

+  10a  +  ISo)], 
J2=  rw  +  6r  —  3w  —  9w  —  3t;  —  26?, 

Je  =^[r*_6r«+  llr2+  66r  — 

—  2r(r  — 5)(w+3w+3t;  +  2a))  +  (m+3w+3t;  +  2a))2— 

—  58w  —  126ti  —  126t;  —  76a)  —  24H], 

iP  — /(r  —  14)  =  ^(r  —  5)  (r  —  6)  —  (o)  +  G^  +  if). 

Diese  Formeln  wurden  untersucht  von:  Salmon,  Trans, 
R.  Irish  Acad,,  23,  1867;  Cayley,  Quao't  Journ,,  11  =  Coli, 
Math,  'Ba/g,,  8,  p.  72;  Cremona,  Deutsdie  Uebers,  der  Prelimi/nari, 
Kap.  2  und  Thl.  2,  Kap.  4;  Zeuthen,  Ann,  di  mat,  3.  Sie 
werden  auch  von  Salmon-Fiedler,  Geom,  d,  Raum,,  2,  p.  660 
u.  ff.,    3*®  Aufl.  angegeben. 

Da  die  verschiedenen  Autoren  sich  verschiedener  Symbole 
zur  Bezeichnung  der  Charakteristiken  bedienen,  so  wollen 
wir  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  nachstehend  eine  Tabelle 
dieser  zur  Anwendung  gekommenen  Bezeichnungen  zusammen- 
stellen. • 

15* 
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Der  Ramncwrve  von  der  Ordmmg  n^n^,  welche  der  voll- 
ständige Schnitt  von  zwei  Flächen  n^^  wnd  n^^  Ordmmg  ist, 
die  sich  in  d  Ptmkten  emfach  berühren  wnd  %  stationäre  Beruhrwngen 
haben,  entsprechen  die  folgenden  Charakteristiken: 

2>  =  ^n^n^in^  _[-  ^^  _  4)  _  (^  +  5^  _  1), 
m  =  3wiWg(wi  +  Wg  —  3)  —  6^  —  8;^, 
r  =  n^n^{n^  +  Wg  —  2)  —  2^  —  ^x, 
h   =  ^n^n^{n^  —  1)  {n^  —  1) , 

g  =  i^^aC^i  +  ^2  —  3)  [9wiW2(wi  +  Wg  —  3)  — 

—  6(6d  +  8;c)— 22]  +  K»^,  +  2(3(J  +  4x)«+22<J  +  28;C*), 

y  =  \n^n^{n^  +  n^  —  2)  [n^n^{n^  +  w^  —  2)  — 

-2(2<J  +  3%)-10]  +  4w,^3  +  ^(2d  +  3;t)'  +  10(y  +  ?;t. 
X  =  \n^n^{n^  +  n^  —  2)  \n^n^{n^  +  ^2  —  2)  — 

-  2(2<J  +  H)  -  4]  +  i(2<J  +  HY  +  4d  +  'ix, 


*)  Diese  Formel  ist  in  dem  Cremo  na 'sehen  Werk  fehlerhaft 
angegeben,  und  der  Fehler  wird  von  allen  späteren  Autoren  wieder- 
holt. Herr  Prof.  Pittarelli  an  der  Universität  zuEom  war  so  liebens- 
würdig, die  Berichtigung  Herrn  Prof.  Pascal  mitzutheilen. 
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«   =  2«i«g(3wi  +  3^2  —  10)  —  3(4d  +  5x), 

ß  —x> 

G  =  0, 

cö  =  0. 

Wenn  sich  zwei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^  in  zwei 
(Ergänzungs-)  Curven  von  den  Ordnungen  n,  n  und  den  Classen 
r,  r  schneiden,  welche  hez.  h,  ö;  h\  ^  schemba/re  und  wirkliche 
Doppelpunkte  und  %,  %  Spitzen  haben,  u/nd  wenn  k  die  Anzahl 
ihrer  scheinbaren  Schnitte,  d.  h,  die  Anzahl  der  Geraden,  welche 
von  einem  Fimkt^  des  Baums  so  gezogen  werden  können,  dass  sie 
beide  Curven  schneiden,  und  i  die  Anzahl  der  tvirkUchen  Schnitte 
bezeichnen,  so  bestehen  die  Belationen: 

h  -\-K  +  k  =  \{n  +  n)  (%  —  1.)  {n^  —  1),         ^ 

r  —  r={n—n'){n^n^—\)  —  2{h—K)—2(ö—i)—d{i—{), 

(«1  +  ^2  —  2)w  =  r  +  i  +  2(J  +  3^, 

K  +  ^2  —  2)w'  =  /  +  i  +  2(r  +  3x', 

woraus  auch  folgt: 

n(n^  —  1)  (wj  —  1)  =  2Ä  +  Ä, 
n{n^  —  1)  («a  —  l)  ==  2Ä'  -f  Ä;. 


Für  eine  auf  einem  Hyperboloid  beschriebene  Eaumcurve, 
welche  in  a^  bez.  a^  Punkten  jede  Erzeugende  des  1****  bez.  2*®'* 
System  des  Hyperboloids  trifft,  d  Doppelpunkte  und  i  Spitzen 
besitzt,  gelten  die  folgenden  charakteristischen  Zahlen: 

r    =2a^a^  —  28  —  Zl, 

m  ^  öofiCfg  —  3(aj  -["  ^  —  6^  —  ^If 

y  =  i[2(«i«»— <5)— 3z]»— 10(«i«,— d— z)  +  4(«i+«,)— iz> 

Ä   =  i[«i(ai  —  1)  +  «2  («2  —  1)], 

y  =  i[6(«i«»  —  «^)  —  3(«i  +  «,)  —  8^]»  —  22cfi«j  + 
+  ^K«i+«s)  +  2(llrf+14z), 

X  =  i[2(ai«2  ^  d)  —  3z]»  —  4(«i«2  —  <J)  +  "Z. 
«  =  4[3«iß2  —  2(«i  +  «,)]  —  3(4*  —  5z). 
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Ti^erm  speddl  die  Baumcurve  der  vollständige  Schnitt  des 
Hyperboloids  mit  einer  allgemeinen  Fläche  jtt*®'  Ordnung  ist,  so 
genügt  es,  in  diesen  Formeln  a^  =  a^  =  (i  zu  setzen,  ii/in  aus 
ihnen  die  charaMeristischen  Zahlen  für  diesen  neuen  Fall  zu 
erhalten. 

Eine  auf  einem  Hyperboloid  beschriebene  Baum>cwrve,  welche 
jede  Erzeugende  des  f^  umd  ^^^  Systems  in  a^  bez.  a^  Punkten 
trifft,  kann  nicht  mehr  als 

<^i«2  —  ^1  —  «2  +  1 

Doppelpunkte  und  Spitzen  haben.  Setzt  man  cc^  =  ci2  =  (^,  so  er- 
gibt sich  der  entsprechende  Satz  für  den  Fall,  in  welchem  die 
Curve  der  vollständige  Schnitt  des  Hyperboloids  mit  einer  Fläche 
|[t*®'  Ordnung  ist. 

Die  vorstehenden  Theoreme  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Ab- 
bildung  des  Hyperboloids   auf  eine  Ebene   ableiten.    Siehe  §  7. 


Es  seien  n  und  p  die  Ordnung  und  das  Geschlecht  (siehe 
oben)  einer  algebraischen  Regelfläche;  v  und  tc  die  Ordnung  und 
das  Geschlecht  einer  auf  der  Regelfläche  aufgezeichneten  alge- 
braischen Curve,  welche  für  die  Fläche  einfach  sei;  k  die  An- 
zahl der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  jeder  Erzeugenden  der 
Regelfläche  und  d  die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte;  es  gut  alsda/nn 
die  bemerkenswerthe  BelaMon: 

(]c—i)y  —  ^  —  s=^^^-^\  —  k{p  —  1)  —  1. 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Regelfläche  ein  Kegel  ist, 
wurde  die  Formel  von  Sturm,  Math.  Ann.,  19,  p.  487  gefunden; 
den  allgemeinen  Fall  findet  man  bei  Segre,  Lincei,  1887;  Math. 
Ann.,  34  behandelt. 

Mit  den  Formeln  dieses  Paragi*aphen  stehen  diejenigen  für 
die  Geraden  in  Zusammenhang,  die  eine  Raumcurve  in  mehr  als 
zwei  Pimkten  treffen  (die  vielfachen  Secanten)^  oder  die  zwei  oder 
mehr  Raumcurven  schneiden. 

Die  dreifachen  Secanten  einer  Baumcurve  w*®'  Ordnung  mit 
h  scheinbaren  Doppelpunkten  büden  eine  Begel fläche  von  der 
Ordnung 
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Diese  Fundamentalformel  findet  sich  zum  ersten  Mal  bei 
Zeuthen,  Ann,  di  mat,  (2),  3,  1870;  dann  bei  Picquet,  BuiL 
de  la  8oc.  math,,  1,  1872,  p.  268;  Schubert,  Kalkül  der  ah- 
zählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  §43;  Geiser,  CoUed.  math. 
in  memariam  Chelini,  Mediolani  1881  und  bei  Berzolari,  Rend. 
Palermo,  9,  1895. 

Die  Anzahl  der  vierfachen  Secanten  einer  Ramncwrve  w*®' 
Ord/mmg  mit  h  scheinbaren  Doppelpmkten  beträgt 

\hQi  —  4w  +  11)  —  ^n{n  —  2.)  (w  —  3)  (w  —  13). 

Auch  diese  Formel  kommt  zuerst  bei  Zeuthen  vor,  1.  c, 
dann  bei  Picquet,  1.  c.  imd  Compt.  Rend.,  11  ^  1873. 

Die  Anzahl  der  Geraden,  welche  eine  Curve  n^^  Ordnung 
mit  h  scheinbaren  Doppelptmkten  dreimal  schneiden  imd  eine  zweite 
Curve  w  **'  Ordmrng  treffen,  welche  mit  der  ersten  i  Pimkte  ge- 
memschaftlich  hat,  ist: 

n{n  —  2)  \}i  —  \n{n  —  l)]  —  i{h  —  n  ^  2). 

Yon  solchen  Geraden,  welche  eine  Curve  w*®'  Ordnung  mit  h 
scheinbaren  DoppeVpmücten  in  zwei  Punkten  wnd  eine  zweite  Ourve, 
ivdcher  die  Charakteristiken  n  u/nd  K  zugehören,  wnd  die  mit 
der  ersten  i  Punkte  gemeinschaftlich  hat,  ebenfalls  in  zwei  Punkten 
treffen,  sind 

hh'  +  \nn{n  —  l)  (w—  1)  —  i(w  —  l)  (n  —  l)  +  \i{i—^) 

vorhanden. 

Die  Anzahl  von  Geraden,  welche  eine  Curve  (n,  h)  in  zwei 
Punkten  und  jede  von  zwei  anderen  Curven  w'*®'  bez.  w"*®'  Ordnu/ng, 
welche  mit  der  ersten  f  bez.  ('  u/nd  unter  sich  j  Punkte  gemein- 
schafUich  haben,  in  einem  Punkt  treffen,  beträgt: 

nn'\h  -{-  ^n{n  —  1)]  —  (n  —  l)  {%n'  +  i"n)  — -  hj  +  i'i". 

Die  AnzcM  der  Geraden,  die  vier  Curven  treffen,  welche 
von  den  Ordnungen  n^,n^,n^,  n^  u/nd  derart  sind,  dass  diejenigen 
w^**'  und  n^  Ordnung  *^,  Pimkte  gememschafUich  haben,  beträgt 

4  4 

2n^n^n^n^  —  ^n  ni^^  +  ^i    i^^, 

1  1 

worin  jeder  der  Indices  p,  q,  r,  s  einen  anderen  Werth  als  die 
übrigen  hat 

Bei  diesen  Formain  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  den  Curven 
gemeinschaftlichen  Punkte  von  einander  verschieden  sind.     Man 
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findet  die  Formeln  bei  Piequet,  1.  c.  lieber  Correcturen  einiger 
von  diesem  Autor  gefundenen  Resultate  siehe  Guccia,  Mend. 
Palermo,  1. 

Mit  den  mehrfach  schneidenden  Bäumen  einer  algebraischen 
Curve  beschäftigt  sich  eine  neuere  Arbeit  von  Tanturini,  Ann. 
di  mat,  (3),  4,  1900. 

§  5.   Polarflächen.     Co  Variante  Flächen. 

Wir  wollen  hier  nicht  die  Definitionen  und  Sätze  wieder- 
holen, die  der  Polaritätstheorie  zu  Grunde  liegen,  da  sie  den  in 
Kap.  5,  §  2  für  ebene  Curven  gegebenen  analog  sind.  Wir 
führen  nur  dasjenige  an,  was  sich  bei  den  Flächen  Keues  bietet. 

Die  erste  Polare  eines  heliehigen  Pimkts  0  bezüglich  einer 
Fläche  schneidet  diese  in  einer  Curve,  welche  die  Berührungscurve 
des  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  mit  der 
Fläche  ist. 

Wenn  der  Pol  auf  der  Fimdamentalfläche  liegt,  so  hohen 
diese  umt  alle  ihre  Polarflächen  daselbst  die  nämliche  Berührwngs- 
ebene  und  die  nämlichen  Osculationsgeraden. 

Die  Polar  fläche  2^^  Ordnmmg  [die  {n  —  2)*®  PolarfläcJieJ 
eines  parabolischen  Pu/nMs  der  Fläcfie  ist  ein  Berührungskegel 
an  die  betreifende  statianäre  Ta/ngentenebene,  und  die  Berührwngs- 
erzeugende  ist  die  Gerade,  welche  in  diesem  Pwnkt  die  Funda- 
mentalfläche osculirt. 

Ein  parabolischer  Pwnht  der  gegebenen  Fläche  ist  auch 
parabolisch  für  alle  ihm  zugehörigen  Polarflächen, 

Die  {n  —  r)*®  Polare  eines  r- fachen  Punkts  der  Fimda- 
mentalfläche ist  ein  Kegel  r^^  Ordnung,  dessen  Spitze  in  diesem 
Punkt  liegt ,  und  die  folgenden  Polaren  sind  unbestimmt.  Dieser 
Kegel  r*®*  Ordnung  ist  der  Ort  der  Geraden,  die  in  diesem  Punkt 
r  -|-  1  Punkte  mit  der  Fläche  gemeinschaftUch  haben,  u/nd  seine 
Schnitte  mit  der  (n  —  r  —  1)*®*^  Polar  fläche  sind  die  r{r  -{-  1) 
Geraden,  welche  r  -f-  2  u/nendUch  nahe  Punkte  mit  der  Fläche 
gemeinschaftlich  haben. 

Der  Ort  der  Pimkte,  deren  Polarebenen  durch  eine  Gerade 
gehen,  ist  eine  Baumcurve  (n  —  1)*®'  Ordnung.  Diese  Curve  wird 
die  Polarcurve  der  gegebenen  Geraden  genannt. 

Die  Fkiveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden 
ist  eine  abwickelbare  Fläche  (n —  l)*®'  Classe  und  2(n —  2)*®' 
Ordnung,  welche  die  (n  —  l)*®  Polare  der  Geraden  heisst. 


§  5.   Die  Heese'eche  und  Steiner'sche  Fläche.  233 

Die  Knotenlmie  dieser  Devehppäbelen  ist  eine  Gurve 
2(n  —  S)  (n  —  4)*®'  Ordntmg,  welche  der  Ort  der  Pole  ist,  deren 
erste  Polarflächen  die  Gerade  in  zwei  verschiedenen  Ptmkten  he- 
rühren. 

Die  Enveloppe  der  Polarehenen  der  Punkte  einer  Curve  m^^ 
Ordmmg  ist  eine  Developpäbele  m(n  —  1)*®'  Classe,  welche  auch 
der  Ort  der  Punkte  ist,  deren  erste  Polarflächen  die  Curve  be- 
rühren. 

Analog  lassen  sich  viele  andere  ähnliche  Sätze  über  die 
Enveloppen  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Fläche,  die  Orte 
der  Pole  der  Tangentenebenen  an  eine  Fläche,  etc.  aufstellen. 


Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  einer  Fläche 
F^  ist  eine  neue  Fläche  und  wird  die  Hesse'sche  Fläche  der 
gegebenen  oder  die  JacoMsche  des  Systems  der  ersten  Polaren 
genannt. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  erste  Polaren  Doppelpunkte 
haben,  ist  die  sogenannte  Steiner'sche  Fläche  der  gegebenen. 

Die  Gleichungen  dieser  Flächen  ergeben  sich  aus  Formeln, 
die  denjenigen  für  die  gleichnamigen  Curven  in  Kap.  5,  §  2 
entsprechen. 

Andere  Definitionen  dieser  Flächen  sind: 

Die  Hesse'sche  Fläche  von  F^  ist  der  Ort  eines  Punkts, 
dessen  Polarebenen  bez.  der  ersten  Polaren  von  F„  durch  den 
nämlichen  Pu/nkt  gehen,  oder: 

der  Ort  der  BerüJinmgsptmkte  der  ersten  Polaren  von 
F^,  oder: 

der  Ort  eines  Punkts,  dessen  Polar  fläche  J2*^  Grads  bez. 
F^  ein  Kegel  ist. 

Die  Steiner^ sehe  Fläche  von  F^  ist  der  Ort  der  Spitze  eines 
eine  Polar  fläche  2^'  Ordmmg  bildenden  Kegels  ^^^  Grads,  oder: 

die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  der  Hesse' sehen 
Fläche, 

Die  Hesse'sdhe  Fläche  ist  von  der  Ordnung  4  (w  —  2)  und 
hat  im  ÄUgememen  10  {n  —  2)^  Doppelptmkte, 

Die  Stemer'sche  ist  von  der 

4  (w  —  1)2  (n  —  2)^''  Klasse 

und  besitzt  10 (n  —  2)^  Gerade,  von  denen  jede  einem  Doppel- 
ptmkt  der  Hessischen  entspricht;  d.  h.  also: 
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die  Pölarfläche  3^^  Grads  eines  BoppeVgmikts  der  Hesse'scJien 
Fläche  besteht  aus  einem  Faar  von  Ebenen,  die  durch  die  ent- 
sprechende Gerade  der  Steiner* sehen  Fläche  gehen;  imd  die  Polar- 
ebene eines  Doppelpunkts  der  Hesse'schen  Fläche  berührt  die 
Steiner'scfie  längs  der  entsprechenden  Geraden, 

Die  Curve  der  parabolischen  Pimkte  emer  gegebenen  Fläche 
ist  der  vollständige  Schnitt  der  Fläche  mit  i^irer  Hesse' sehen  Fläche; 
die  Curve  ist  daher  von  der  Ordnung  ^n{n  —  2). 

Wenn  die  gegebene  Fläche  eine  einfache  Gerade  besitzt,  so 
berührt  diese  letztere  die  Hesse'sche  Fläche  und  mithin  die  para- 
boUscJie  Curve  in  2(n- — 2)  Punkten, 

§  6.    liineare  Flächensysteme. 

Wenn  a«  =  0,  Z>«  =  0,  •  •  •  in  symbolischer  Bezeichnimg 
die  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  x  von  k  -\-  1  Flächen  n^^ 
Ordnung  sind,  so  bildet  das  durch 

X^al  +  l^bl  -\ =  0 

dargestellte  System,  worin  Ai,A2,-"  willkürliche  ifc  +  1  Para- 
meter sind,  ein  sogenanntes  lineares  System  k^'  Stufe, 

Wenn  k  =  1  ist,  so  erhält  man  das  Büschel,  für  k  =  2 
das  Netz  oder  Bündel.  Werden  die  Flächen  in  Ebenencoordinaten 
ausgedrückt,  so  heisst  ihr  lineares  System  (oo^)  Schar. 

Alle  Flächen  eines  Büschels  haben  eine  Curve  von  der  Ord- 
nung r?  (die  Basiscurve  des  Büschels)  und  alle  Flächen  eines 
Netzes  haben  r?  Basispunkte  gemeinschaftlich, 

Ist  k  =  N(n)  =^  (^  3     )  —  1»  siehe  §  1,  so  bestdit  das 

System  aus  allen  Flächen  n*®'  Ordnung  des  Baums, 

Wenn  eine  Fläche  n^^  Ordnung  gegeben  ist,  so  bilden  die 

ersten  Polaren  der  Punkte  einer  Ebene  ein  Netz  und  die  ersten 

Polaren  der  Punkte  des  Baums  ein  lineares  System  5*®'  Stufe, 
Ein   lineares   System  A;*®'  Stufe   ist   durch  k  -{-  1   Flächen 

derselben   Ordnung  bestimmt,    die   nicht  dem  nämlichen   linearen 

System  niedrigerer  Stufe  angehören. 

Unter  den  Flächen  eines  linearen  Systeme  k^^  Stufe  gibt  es 

(k  -f-  l)  (w  —  k),  welche  eine  Berührung  k^^  Ordnung  mit  emer 

gegebenen  Geraden  haben,  und 

^^ (n  —  Ä;)  (n  —  Ä;  —  1)  > » •  (n  —  2fc  +  1) 
^  k\  ' 

von  tvelchen  jede  eine  gegebene  Geralde  k-mäl  berührt. 
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Van  den  Flächen  eines  Büschels  berühren 

2(n— 1) 

eine  gegebene  Gerade  imd  3  (n  —  l)*  eine  gegebene  Ebene. 

Unter  den  ^Flächen  eines  Netzes  gibt  es  3(n  —  2),  welche 
eine  gegebene  Gerade  oscuUren, 

|(n  —  1)  (w  —  2)  (3m«  —  3w  —  11), 

welche  eine  doppelte  Berührtmg  mit  einer  gegebenen  Ebene,  und 
12  (n  —  l)  (>*  —  2),  welche  eine  stationäre  Berührung  mit  einer 
c/egi^enen  Ebene  haben. 

Der  Ort  der  Bote  einer  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  ist  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung 
S(n  —  1)1 

In  einem  Flächenbüschel  gibt  es  4(»  —  l)*  Flächen  mit 
einem  Doppelpunkt'^  jeder  dieser  Doppelpunkte  hat  die  nämliche 
Folarebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büscfiels, 

Der  Ort  der  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Netzes  ist  eine  Fläche  S(n  —  1)*®'  Ordnung, 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  eine  Ebene  u/nd  die 
Flächen  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung 

3(«—  1). 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  ist  eine 
Maumcurve  von  der  Ordnung  Q(n  —  l)*,  welche  zugleich  der  Ort 
der  Punkte  ist,  in  denen  sich  die  Flächen  dieses  Netzes  berüfiren; 
er  ist  auch  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf 
die  Flächen  des  Netzes  durch  dieselbe  Gerade  gehen.  Diese  Curve 
fahrt  den  Namen  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes. 

Der  Ort  eines  Ptmktes,  dessen  Polarebenen  bezügl,  der  Flächen 
eines  linearen  Sgstems  5**'  Stufe  sämmÜidi  durch  einen  Punkt 
ßehen,  ist  eine  Fläche  4:(n  —  1)*®'  Ordnung  umd  heisst  Hesse'sche 
oder  Jacobi'sche  Fläche  des  Systems;  sie  ist  auch  der  Ort 
der  Doppelpunkte  der  Flächen  des  Systems  oder  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte dieser  Flächen, 

Wenn  das  lineare  System  aus  den  ersten  Polaren  einer  ge- 
gebenen Fläche  besteht,  so  erhält  man  die  Hesse'sche  oder  Jacobi'sclie 
Fläche  der  Fläche,  siehe  §  5, 

Eine  analoge  Fläche  kann  man  auch  in  dem  Fall  de£niren, 
in  welchem  vier  Flächen  vorliegen,  die  aber  nicht  von  derselben 
Ordnung  sind,  d.  h.  kein  lineares  System  bilden: 
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Der  Ort  emes  FmMes,  dessen  Pölarebenen  in  Bezug  auf  vier 
gegebene  Flächen  von  den  Ord/nu/ngen  n^,n^,n^,  n^  durch  den 
nämlichen  Punkt  gehen,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung 

**1  +  ^2  +  *^8  +  **4  —  4 

und  heisst  die  Hesse'sche  oder  JacöWsche  Fläche  der  vier  Flächen. 

Man  kann  dann  auch  hier  lineare  Systeme  Ä*®'  Stufe  von 
Flächen  betrachten,  die  in  projediver  Zuordntmg  zu  eincmder 
stehen  oder  projediv  sind,  und  die  Orte  untersuchen,  welche  durch 
die  Schnitte  der  entsprechenden  Flächen  erzeugt  werden. 

üeber  die  vielen  Theoreme,  die  sich  auf  diesen  Gegenstand 
beziehen,  verweisen  wir  speciell  auf  die  oben  citirte  Introduzione 
von  Cremona. 


§    7.    Birationale    Transformatioii    des   Baums    oder    der 
Flächen.     Abbildung  der  Flächen  auf  eine  Ebene. 

• 

Wie  man  sich  in  der  Ebene  die  eindeutige  umkehrbare 
Transformation  zwischen  zwei  Ebenen  (die  Cremona'sche)  oder 
eine  solche  nur  zwischen  zwei  Curven  der  beiden  Ebenen,  ohne 
dass  sie  zwischen  den  beiden  Ebenen  besteht,  vorstellen  kann, 
so  lassen  sich  auch  im  Baum  ein-eindeutige  Transformationen 
zwischen  zwei  Bäimien  oder  nur  zwischen  zwei  Flächen  der 
beiden  Bäume  denken.  Dieses  letztere  Problem  ist  das  der  so- 
genannten Abbildung  einer  Fläche  auf  eine  andere  und  ein 
specieller  Fall  desselben  ist  die  Abbildung  der  Flächen  auf  eine 
Ebene. 

Es  seien  x^,  x^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  Punkte 
eines  Baums  und  Vi,  y^yV^,  y^  diejenigen  in  einem  anderen  Baum 
und  man  habe  die  Belationen 

Vi  =  fi{^i>  ^2'  ^zy  ^J»  (*  =  1^  2,  3,  4),  (1) 

worin  die  f  rationale  ganze  homogene  Funktionen  «**"  Grads 
sind;  diese  Belationen  seien  derart,  dass  man  aus  ihnen  die  x 
mittelst  der  y  ableiten  kann: 

worin  auch  die  q>  rationale,  ganze,  homogene  Funktionen  aber 
vom  m**°  Grad  sind.  Eine  solche  Transformation  heisst  etn-ein- 
deutig,  birational  oder  eine  Cremona' sehe;  bei  ihr  entspricht  einem 
Punkt  eines  jeden  der  beiden  Bäume  ein  umd  nur  ein  Punkt  des 
anderen  Baums. 
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Ist  der  Punkt  (x)  gegeben,  so  ergibt  sich  der  entsprechende 
Punkt  (ß)  aus  den  Formeln  (l);  ist  der  Punkt  («/)  als  Schnitt  der 
drei  Ebenen 

4  4  4 

111 
gegeben,  so  sind  die   entsprechenden  Punkte  x  die  Schnitte  der 
drei  Flächen 

4  4  4 

111 

Damit  die  Transformation  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nöthig, 
dass  diese  drei  Flächen  einen  einzigen  variahelen  Schnittpunkt 
haben,  rnid  dass  alle  anderen  SchniMpunkte  fest  bleiben,  wie  man 
aitch  die  Parameter  X,  (i,  v  variiren  nmg.     Daraus  folgt: 

Bei  der  ein-eindeutigen  Tra/nsformation  müssen  alle  Flächen  des 
linearen  Systems  5*®'  Stufe 


4 
1 


^Qifi  =  0 


durch  n^  —  1  feste  Fu/nkte  gehen. 

Für  die  ein-eindeutige  Tramsformation  ist  es  nothwendig,  dass 
die  Flächen  f-(x)  =  0  vom  Geschlecht  Null  seien.  Die  Coordi- 
naten  ihrer  Punkte  lassen  sich  durch  rationale  Funktionen  zweier 
Parameter  ausdrücken.  Für  diese  Flächen  hat  Crem o na  nach 
Sylvester  den  Namen  homaloidale  vorgeschlagen,  während 
Cayley  die  Bezeichnung  unicursale  wählte. 

Der  variabele  (d.  h.  nicht  allen  f  gemeinschaftliche)  Schnitt 
jR  zweier  beliebiger  der  Flächen  f^  =  0  ist  eine  rationale  Curve 
(d.  h.  vom  Geschlecht  Null)  m^^  Ordnung. 

Auch  das  aus  solchen  Flächen  f  gebildete  System  wird  homa- 
Joidal  bez.  unicursal  genannt. 

Man  beachte,  dass  der  für  die  ebenen  birationalen  Trans- 
formationen bestehende  Satz,  dass  die  Grade  m  und  n  gleich 
sein  müssen,  hier  nicht  mehr  gilt. 

Haupt-  oder  FumdamentalpmMe  oder  -Linien  heissen  die 
allen  Flächen  des  homaloidalen  Systems  gemeinschaftlichen  Punkte 
oder  Linien. 

Von  den  nm  Sdinitten  einer  Curve  B  (siehe  oben)  mit  einer 
Fläche  f,  auf  welcher  die  Curve  nicht  ganz  Uegt,  befinden  sich  nm —  1 
in  den  Fundamentalpunkten  und  -Curven  der  Transformation, 

Jedem  Pu/nkt  einer  Fumdamentalcurve,  welche  i-fach  für  alle 
Flächen  des  homaloidalen  Systems  ist,   entspricht  eine  rationale 
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Curve  i*®'  Ordnwig,  deren  geometrischer  Ort  eine  Fläche  ist,  welche 
einen  Theil  der  JacoMschen  Fläche  des  Imea/ren  Systems  der 
Flächen  9?^  =  0  hMet, 

Eine  für  die  Flächen  f=0,  i- fache  Fundamentalcurve 
des  Raums  (x),  welche  von  den  Curven  B  geschnitten  wird,  ist 
(4i  —  lyfach  für  die  JacoWsche  Fläche  der  f.  Wird  sie  da- 
gegen von  den  Curven  B  nicht  geschnitten,  so  ist  sie  4:i-fach  für 
diese  JacoMsche  Fläche  der  f. 

Ein  für  die  f,  Z-facher  Fiindamentalpimkt  des  Raums  (x) 
ist  (4Z  —  2)-fach  für  die  Jacobi'sche  Fläche  der  f. 

Ueber  die  numerischen  Eelationen  zwischen  den  Ordnungen 
der  Vielfachheit  der  Fundamentalpunkte  und  -Curven,  analog 
denjenigen,  welche  für  die  ebenen  Transformationen  bestehen  und 
von  uns  in  Kap.  5,  §  5  angegeben  wurden,  verweisen  wir  auf 
Noether^  Ann.  di  mat,  (2),  5,  p.  175,  176. 

Die  Theorie  der  birationalen  Transformation  des  Baums  ist 
noch  nicht  so  vollständig  durchforscht  worden,  wie  die  der  Ebene. 

Die  Hauptarbeiten  sind  von  Cayley,  Proc,  of  the  London 
Math.  Soc.y  3  =  Coli.  math.  papers,  7,  p.  189;  Cremona,  Gott. 
Nachr.,  1871;  Math.  Ann.,  4;  Bend.  Ist.  Lomb.,  1871;  Ann.  di 
mat,  (2),  5;  Mem.  Acc.  Bologna,  1871,  1872;  Noether,  Math. 
Arm.,  3.  Neuer  sind:  Montesano,  Bend.  Ist.  Lomb.,  1888, 
92,  93;  Bend.  Acc.  Lincei,  1888,  1889;  Bend.  Acc.  Napoli,  1888, 
189Ö;  Mem.  Acc.  Bologna,  1893;  AtH  Acc.  Torino,  1892;  Qiom. 
di  Batt.,  1893.  Montesano  studirte  speciell  die  invöl/utorischen 
Transformationen. 

Ein  besonderer  Fall  ist  die  Transformaiion  durdi  recipröke 
Badien  vectoren  oder  Inversion  (vergl.  Kap.  17,  §  l),  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Winkel  erhalten  bleiben. 


Soll  die  Transformation  nicht  für  den  ganzen  Bamn,  son- 
dern nur  für  zwei  in  den  beiden  Bäumen  enthaltene  Flächen 
F{x)  ==  0  und  0(1/)  =  0  birational  sein,  so  ist  nicht  erforder- 
lich, dass  die  Flächen  des  linearen  Systems 

4 

1 
n^  —  1  Punkte  gemeinschaftlich  haben;   es  ist  nur  nöthig,   dass 
alle  Flächen  dieses  Systems,  welche  durch  einen  Pu/nkt  von  JP  =  0 
gehen,  sich  nicht  gleichzeitig  auf  dieser  Fläche  schneiden. 

Es  gilt  auch  hier  das  Theorem,  welches  als  eine  Erweiterung 
des  Biem an n 'sehen  anzusehen  ist,  dass  nämUch  das  Geschlecht 
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der  beiden  Flächen,  die  sich  ein-eindeutig  die  eine  in  die  andere 
transformiren  lassen,  das  nämliche  sein  m^iss.  Siehe  C  leb  seh, 
Compt  Bend.,  1868;  Maih,  Ann,,  2;  Cayley,  Math.  Ann,,  3; 
Noether,  Ann.  di  mat.,  (2),  5;  Math,  Ann.,  2,8;  Zeuthen, 
Math.  Arm.,  4;  Castelnuovo-Enriques,  Math.  Ann.,  48. 

Wie  bei  den  ebenen  Curven,  so  hat  man  auch  bei  den 
Flächen,  den  Untersuchungen  Noether 's  über  die  Zerlegung  der 
singulären  Punkte  entsprechend,  versucht,  ob  es  nicht  möglich 
sei,  durch  birationale  Transformationen  des  Raums  oder  der  Flächen 
eine  Fläche  mit  höheren  Singularitäten  auf  eine  solche  mit  nur 
gewöhnlichen  Singularitäten  zurückzuführen.  Mit  diesem  Problem 
haben  sich  in  verschiedenem  Sinn  Noether,  Math.  Ann.,  29; 
Berl.  SUzwngsber.,  1888;  Del  Pezzo,  Bend.  Palermo,  2,  3;  Segre, 
Ann.di  mat.,  (2),  25;  Pannelli,  ib.,  25;  Levi,  ib.,  26;  G.  Kobb, 
Journ.  de  Liouv.,  1892  beschäftigt,  üeber  das  ähnliche  die 
Raumcurven  betreffende  Problem  sehe  man  Poincare,  Compt. 
Bend.,   108,    1888;    Pannelli,   Bend.  Ist.  Lomb.,    1893  nach. 

Ein  specieller  Fall  der  birationalen  Transformation  der 
Flächen  ist  die  sogenannte  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Ebene. 
Wie  oben  bereits  angegeben  wurde,  nennt  Cremona  eine  Fläche, 
die  sich  auf  die  Ebene  abbilden  lässt,  ein  Homaloid. 

Soll  sich  eine  Fläche  auf  die  Ebene  abbilden  lassen,  so 
muss  sie  vom  numerischen  Geschlecht  jp^  =  0  sein.  Ausführlicheres 
über  diesen  Satz  findet  man  in  Kap.  13,  §  7. 

Eine  ausreichende  Bedingwng  für  die  Möglichkeit  der  Ab- 
bildimg einer  Fläche  auf  eine  Ebene  besteht  darin,  duss  sie  eine 
einfach  u/nendliche  Schar  rationaler  Curven  besitze,  welche  auf  der 
FViche  von  einem  Büschel  anderer  Flächen  gesclmitten  werden. 
Noether,  Gott.  Nachr.,  1870;  Math.  Ann.,  3.  üeber  weitere 
Sätze  siehe  Kap.  13,  §  7. 

Es  liege  eine  Fläche  S  von  der  Ordnung  n  vor,  und  die 
homogenen  Coordinaten  ihrer  Punkte  mögen  sich  durch  die  Formeln 

Xi  =  fi{y^,  y^,  y^,  (i  =  1,  2,  3,  4) 

ausdrücken  lassen,  worin  die  f  rationale  homogene  Functionen 
m*®'  Ordnung  seien;  wir  wollen  femer  annehmen,  man  könne 
die  Verhältnisse  zwischen  den  y  umgekehrt  mittelst  dieser  Formeln 
als  rationale  Funktionen  der  x  darstellen.  Man  sagt  alsdann, 
die  Fläche  S  sei  auf  die  Ebene  abbildbar»,  weil  bei  der  Inter- 
pretation der  y  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  einer 
Ebene  die  vorstehenden  Formeln  eine  ein-eindeutige  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten  der  Ebene   und   der  Fläche  S  feststellen. 
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4 
1 

«j  einfache  Punkte,  «g  Doppelpunkte,  a^  dreifache  Punkte,  etc. 
gemeinschaftlich  haben,  so  besteht  die  Belatum: 


n  =  wr  —  «1  —  4  «2  —  9  «8  —  *  *  *  • 

Nennt  man  p^  das  Geschlecht  eines  ebenen  Schnitts  der 
Fläche,  d  die  Ordnung  der  Doppelcurve  derselben  Fläche,  r  die 
Ordnung  der  Cuspidalcurve,  so  gilt  die  Beziehung: 

(n  -  1)  (n  -  2)  , 

Pi  = 2^ d  —  r  = 

_  {m  -  1)  (m  -  2) 

= «2  —  öcc^  —  ba^ . 

Ueherdies  besteht  die  Ungleichheit: 

(m  +  l)(m+2)  ^  . 

Aus  diesen  Relationen  folgt: 

m 

Pi'^n  —  2 , 
d  +  r^^^-%^^-'^. 

Die  Flächen  2^^  und  5*®'  Ordnwng  lassen  sich  offenbar 
immer  auf  die  Ebene  abbilden.  Bei  den  Flächen  2*®'  Ordnung 
braucht  man  nur  von  einem  ihrer  Punkte  aus  die  Punkte  auf 
die  Ebene  zu  projiciren,  und  für  die  Flächen  3*®'  Ordnung  (siehe 
Kap.  11)  genügt  es,  zwei  ihrer  Geraden  zu  betrachten,  die  sich 
nicht  schneiden,  und  dann  von  einem  beliebigen  Punkt  einer 
Ebene  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  beiden  Geraden  der 
Fläche  trifft;  sie  wird  die  Fläche  noch  in  einem  anderen  Punkt 
treffen,  der  ein-eindeutig  dem  Punkt  der  Ebene  entspricht. 

Um  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche  4*®'  Ordnung  mit 
Doppelkegelschnitt  (siehe  Kap.  12,  §  6)  geometrisch  zu  con- 
struiren,  kann  man,  wie  folgt,  verfahren: 

Wir  betrachten  von  den  16  Geraden  der  Fläche  eine 
solche  g,  welche  den»Doppelkegelschnitt  schneidet.  Durch  einen 
Punkt  P  einer  Ebene  und  durch  g  wird  eine  Ebene  gelegt, 
welche  den  Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkt  schneidet, 
welcher,  mit  P  verbunden,  eine  Gerade  liefert,  die  den  Doppel- 
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kegelscbnitt  und  g  trifft  und  daher  die  Fläche  in  noch  einem 
Punkt  Q  schneidet;  die  Zuordmmg  zwischen  P  mid  Q  ist  ein- 
eindeutig. 

Falls  die  Fläche  4*®'  Ordnung  eine  Doppelgerade  hat  (siehe 
Kap.  12,  §  8),  kann  analog  verfahren  werden,  wenn  man  be- 
achtet, dass  alsdann  auf  der  Fläche  Kegelschnitte  existiren, 
welche  die  Doppelgerade  schneiden. 

Bei  den  Flächen  5*®'  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht  schneiden- 
den Doppelgeraden  (siehe  Kap.  13)  lässt  sich  eine  ähnliche 
geometrische  Construction  ausführen,  wie  bei  den  Flächen  3*®' 
Ordnung. 

Besitzt  die  Fläche  5*®'  Ordnung  eine  Doppelcurve  3*®*^ 
Ordnung,  so  kann  man  offenbar  die  Sehnen  der  Curve 
gter  Orcbiung,  welche  die  Fläche  in  einem  weiteren  Punkt 
sclineiden,  zu  prqjicirenden  Strahlen  nehmen.  Analog  ist  die 
Construction,  wenn  die  Curve  3*®'  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt 
und  eine  Gerade  zerfällt,  welche  den  Kegelschnitt  in  einem 
Punkt  schneidet,  oder  in  drei  Gerade,  von  denen  eine  die  beiden 
anderen  trifft.  Die  Fälle,  in  denen  die  Curve  3*®'  Ordnimg  eben 
wäre,  oder  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfiele,  welche 
den  Kegelschnitt  nicht  trifft,  oder  auch  in  drei  sich  nicht  schnei- 
dende Gerade,  sind  unmöglich. 

Man  beachte  jedoch,  dass  bei  allen  diesen  Abbildungen  Aus- 
nahmestellen auftreten,  an  denen  die  Abbildung  aufhört,  ein- 
deutig umkehrbar  zu  sein. 


Die  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Ebene  lässt  sich  zum 
Studium  der  auf  diesen  Flächen  gezogenen  Curven  benutzen.  Die 
ältesten  Untersuchungen  in  dieser  Hinsicht  beziehen  sich,  wie  man 
wohl  sagen  darf,  auf  die  stereographische  Projection  imd  all- 
gemein auf  alle  Projectionen,  die  man  zur  Herstellung  der  geo- 
graphischen Karten  erdacht  hat. 

Das  Verebnen  der  Flächen  2*®'  Ordnung  wurde  von  Plücker, 
Crelle,  34,  1847;  Chasles,  Compt  Eend.,  1861;  Cayley,  Biil. 
Mag,,  22,  1861  durchgeführt,  welche  sich  dessen  zur  Unter- 
suchung der  Curven  auf  einer  Fläche  2*®'  Ordnung  bedienten. 
Siehe  auch  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2  und  weiter  unten, 
Kap.  10,  §  1. 

Die  ebene  Abbildung  der  Flächen  3*®'  Ordnung  untersuchten 
Cremona,  Crelle,  69  und  Clebsch,  Crelle,  65;  die  der  Flächen 
4*®'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  oder  doppelter  Geraden  und 

Pascal,  Bepertorium.  II.  16 


n 
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die  der  Flächen  5*®'  Ordnung  mit  Doppelcurve  3*®'  Ordnung 
Clebsch,  Crelle,  69;  Math.  An fi,,  1;  Korndörfer,  üfa^Ä.  Ann,, 
1,  4;  Frahm,  ib.,  7. 

Ebene  Abbildungen  schliesslich  der  rationalen  Begelfläcben 
studirten  Cremona,  Ann.  di  mat,  1;  Armenante,  Ann.  di 
mat,  4,  1870,  Clebsch,  Math.  Ann.,  2,  5;  Noether,  ib.,  2. 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche  nicht  speciell  alge- 
braisch, sondern  beliebig  ist,  lässt  sich  das  Problem  des  Ver- 
ebnens  der  ganzen  Fläche  oder  eines  Theils  derselben  nach 
den  Methoden  der  DiflFerentialgeometrie  behandeln.  Siehe  weiter 
imten,  Kap.  16. 

Wie  in  der  Ebene,  so  lassen  sich  auch  im  Raum  mehrdeutige 
Transformationen  betrachten  (vergl.  Kap.  5,  §  5,  S.  161).  Von 
Arbeiten  darüber   citiren   wir   De  Paolis,   Mem.  Lincei,  1885. 


Kapitel  X. 
Ranmcnrven  verschiedener  Ordnungen. 

§  1.  Die  Curven  auf  den  Flächen  2*^'  Ordnung.     Die 

sphärischen  Curven. 

Wie  wir  in  dem  letzten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels 
gesagt  haben,  lassen  sich  die  auf  einer  Fläche  2*®'  Ordnung 
liegenden  Curven  mit  Hülfe  der  Abbildung  dieser  Flächen  auf 
die  Ebene  leicht  studiren.  Projicirt  man  von  einem  Punkt  P 
der  Fläche  2*®'  Ordnung  (welcher  auch  ein  unendlich  femer 
Pimkt  sein  kann)  die  Punkte  der  Fläche  auf  eine  Ebene,  z.  B. 
auf  die  Berührungsebene  an  die  Fläche  in  dem  2*®^  Schnittpunkt 
O  des  durch  P  gehenden  Durchmessers  mit  der  Fläche,  so  erhält 
man  eine  ebene  Abbildimg  der  Fläche,  die  man  der  Analogie 
mit  der  Abbildung  der  Kugel  wegen,  stereograpMsche  Projedion 
nennen  kann. 

Die  auf  den  beiden  durch  P  gehenden  Erzeugenden  der 
Fläche  2*®'  Ordnung  gelegenen  Punkte  haben  sämmtlich  ihre 
Projection  in  denselben  beiden  unendlich  fernen  Punkten  P^,  Pg» 
welche  Fundamentalpunkte  heissen;  die  Gerade  P1P2,  welche  in 
diesem  Fall  die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  wird  Ftmäamental- 
gerade  genannt. 

Die  Gesammtheit  aller  Geraden  der  Fläche  2*®'  Ordnung 
projicirt  sich  in  zwei  Strahlenbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  P^ 
und  Pg  liegen. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Fläche  2*®'  Ordnung  ein  Coordi- 
natensystem  festsetzen. 

Wir  wählen  den  Punkt  0  zum  Coordinatenanfang  und  die 
beiden  Geraden,  in  welchen  die  Berührungsebene  in  0  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  schneidet,  zu  Axen  OX,  OY.*)     Es  sei  Ä  ein 

*)  Will  man  diese  Constructionen  in  dem  reellen  Gebiet  aus- 
führen, so  braucht  man  nur  anzunehmen,  die  Fläche  sei  ein  Hyperboloid. 

16* 
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eines  Durchmessers  zu  sein  brauchen,  und  das  Fundamental- 
tetraeder  der  Coordinaten  habe  die  Punkte  F,  0,  P^,  P^  zu  Ecken, 
wobei  Pj  und  P^  die  beiden  Fundamentalpunkte  in  der  Be- 
rührungsebene an  die  Fläche  in  0  bezeichnen. 

Die  Glekhimg  der  Fläche  2^^  Ordnung  hat  die  Gestalt 

wenn  die  Ebenen  x^  =  0,  x^  =  0,  Xq  =  0,  x^  =  0  bez.  die 
Ebenen  POP^,  POP^,  OP^P^,  ^^1^2  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  J^,  Ig,  §3  die  homogenen  Coordir 
naten  des  Punkts  (in  der  Ebene 'OP^JPg),  in  welchen  sich  ein 
Punkt  der  Fläche  2*®'  Ordnung  projicirt,  so  erhält  man  die 
Formeln 

Xy^lX^',X^'.  X^  =  Sj  §3  I  §2  «3  •  31 52  •  38  • 
X        X 

Die  Grössen  — ,  —  kann  man  zu  Coordinaten   des  Punkts 

•{''1  «Z'a 

auf  der  Fläche  wählen,  Cayley,  CoU.  Math,  Pap,,  5,  p.  70;  sie 
kommen  schliesslich  auf  die  Hyperboloidencoordinaten  Plücker's 
hinaus. 

Jede  ebene  Curve  auf  der  Fläche  2^^  Ordnung  projicirt 
sich  in  einen  Kegelschnitt,  welcher  mm  Kreis  tvird,  ivenn  P  ein 
Kreis-  oder  Nahelpwnkt  der  Fläche  2^^  Ordnu/ng  und  0  der  dior 
metral  gegenüberliegende  PunJd  ist.  Alle  diese  Kegelschnitte  sind 
einander  ähnlich  tmd  ähnlich  gelegen;  ihre  Asymptoten  sind  den 
beiden  Axen  OX,  OY  parallel,  in  welchen  die  Berührungsebene 
in  0  die  Fläche  2^^  Ordnung  schneidet. 

Eine  Curve  w*®'  Ordnung  auf  der  Fläche  2^^  Ordnung,  welche 
nicht  durch  P  geht,  ivird  in  eine  ebene  Curve  w*®'  Ordnung 
projicirt. 

Geht  die  Curve  m-mal  durch  den  Punkt  P,  so  ist  die  Pro^ 
jedion  von  der  Ordnung  n  —  m. 

Jede  Curve  n^^  Ordmmg  auf  der  Fläche  2^^  Grads  schneidet 
jede  Erzeugende  des  einen  Systems  Je- mal  u/nd  jede  Erzeugende 
des  anderen  k'-mal,  so  dass  h  -^  Ic  =  n  ist;  die  Projedion  dieser 
Curve  geht  dann  k-mal  durch  P^  und  k'-mal  durch  Pg.  Die 
beiden  Zahlen  k,  k'  charakterisiren  die  Gattung  (Spedes)  der 
Curven  w*®'  Ordnung  auf  der  Fläche  2^^  Grads,  Diese  Gattung 
pflegt  man  daher  mit  dem  Symbol  [k,  ä']  zu  bezeichnen. 

Wenn  dne  der  Zahlen  k,  k'  Null  ist,  so  zerfällt  die  Curve 
in  die  Gesammthdt  von  n  Geraden  der  Fläche  2^^  Ordnung, 
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Betrachtet  man  die  beiden  Gattungen  von  Curven  [k,  A:'] 
und  \]c,  k]  als  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden,  so  gilt 
der  Satz: 

Auf  jeder  Fläche  ^*®'  Ordnung  gibt  es  — - —  veiscMedene 

Gattungen  (Species)  von  eigentlichen,  d.  h.  nicht  zerfallenden  Curven 


n 


n^^^  Ordnung  hei  ungeradem  n  und  -^  verschiedene  Gattungen  hei 
geradem  n. 

Der  vollständige  Schnitt  der  Fläche  2^^  Ordnung  mit  einer 
allgemeinen  Fläche  w*®'  Ordnung  (d,  h,  ohne  singulare  Funkte) 
ist  von  der  Ordnung  2  m  wnd  der  Gattung  \m,  m']. 

Durch  kk'  -\-  k  -\-  k'  auf  der  Fläche  2^^  Ordnung  heliebig 
gegebene  Funkte  lässt  sich  nur  eine  einzige  Curve  von  der  Gattung 
[k,  Ä']  legen. 

Zwei  Curven  von  den  Gattungen  [/c,ä;']  und  \k^,kf\  schneiden 
sich  in  kk^  -f-  k'k^  Funkten. 

Jede  Curve  von  der  Gattung  [k,  fc'],  tvelche  6  Doppelpunkte 
mtd  1  Spitzen  besitzt,  berührt 

2k\k—l)  —  28  —  ^l 

Erzeugende  des  ersten  Systems  und 

2k{k'—l)  —  28  —  ^1 

Erzeugende  des  zweiten. 

üeber  die  Singularitäten  und  charakteristischen  Zahlen  der 
Curven  auf  den  Flächen  2*®'  Ordnung  siehe  Kap.  9,  §  4. 

Auf  der  Fläche  ^*®'  Ordnung  gibt  es  keine  anderen  eigent- 
lichen Curven  ^*®'  Ordnung,  als  die  ebenen  Schnitte,  welche  den 
Typus  [1,  1]  haben. 

Es  existiren  keine  anderen  eigentlichen  Curven  8^^  Ordnung 
als  die  vom  Typus  [1,  2]  oder,  was  dasselbe  ist,  [2,  1];  es  sind 
die  Baumcurven  5*®'  Ordnung. 

Es  gibt  zwei  verschiedene  Familien  von  Curven  4^^  Ord- 
nung, die  durch  [2 ,  2]  (Curven  4*®'  Ordnung  1^^  Spedes)  und  [1,3] 
(Curven  4**'  Ordnung  2^^  Species)  dargestellt  werden. 

Durch  Verallgemeinerung  der  stereographischen  Projection 
der  Kugel  wurde  zuerst  Chasles  zur  Abbildung  der  Flächen 
2ter  Qrdimng  auf  ^ing  Ebene  geführt,  Ann.  de  Ger  gönne,  18,  19; 
Apergu  histoi\,  1837,  p.  219,  Anm.  Das  Studium  der  Curven 
auf  der  Fläche  2*®'  Ordnung  unternahm  Plücker  in  zwei  Auf- 
sätzen, Crelle,  34,  p.  341,  360.  Mit  demselben  Gegenstand 
beschäftigten  sich  Cayley  in  einem  kurzen  Artikel,  PÄi/.  Mägaz., 
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22,  1861;  Coli  Math.  Pap.,  5,  p.  70  und  Chasles,  Compt.  Eend., 
1861.     Siehe  auch  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2,  p.  414  u.  ff. 


Specielle  Fälle  dieser  Untersuchungen  betreffen  die  stereo- 
graphische Projection  der  Kugel  und  die  sphärischen  Curven, 
insbesondere  die  sogenannten  sphärischen  Kegelschnitte.  Die 
stereographische  Projection  der  Kugel  ist  schon  seit  den  Zeiten 
der  alten  Griechen  bekannt;  ihre  wichtigste  Eigenschaft  besteht 
in  der  sogenannten  conformen  {winkeltreuen)  Al)hildimg\  d.  h.j  der 
Winkel,  den  zwei  sphärische  Curven  miteinander  bilden,  ist  dem 
Winkel  üirer  ebenen  Frqjectionen  gleich,  wenn  man,  wie  oben, 
das  Projectionscentrum  in  einen  Punkt  P  der  Kugel  legt  und 
die  Projectionsebene  parallel  zur  Berührungsebene  in  P  annimmt, 
oder  speciell  die  Berührungsebene  in  dem  Punkt  0,  der  P  dia- 
metral gegenüber  liegt,  zur  Projectionsebene  ninmit. 

Diese  Eigenschaft  scheinen  Hooke  und  Moivre  gefunden 
zu  haben,  siehe  Halley,  Phil.  Trans.,  1696;  jedoch  glauben 
auch  Einige,  sie  sei  schon  1587  Mercator  bekannt  gewesen; 
vergl.  A.  Breusing,  Das  Verebnen  der  Kugeloberfläche  etc., 
Leipzig,  1892;  spätere  Untersuchungen  sind  von  Lambert,  Euler, 
Lagrange,  Gauss,  etc.;  siehe  Chasles,  Äpergu  hist,  p.  219  u. 
235.  Deutsche  von  W angerin  besorgte  Ausgaben  der  Arbeiten 
von  Lambert,  Euler,  Lagrange  u.  Gauss  über  Kartenprojection 
sind  in  Ostwald's  Klass.  der  ex.  Wiss.,  Nr.  54,  55,  93  erschienen. 

Jeder  ebene  Schnitt  der  Kugel  projicirt  sich  in  einen  Kreis. 

Die  Projection  des  Pols  der  Schnittebene  ist  das  Centrum 
des  Kreises,  in  welchen  der  ebene  Schnitt  projicirt  wird.  Theorem 
von  Chasles.    Siehe  Hachette,  Geom.  ä  3  dim.,  Paris,  1817. 

Die  Coordinaten  auf  der  Kugel  imd  die  sphärischen  Kegel- 
schnitte (Schnitte  der  Kugel  mit  Kegeln  2*®'  Ordnung)  haben 
Chasles,  Mem.  de  Belgique,  6;  Gudermann,  Grelle,  6;  Möbius, 
Werke,  2;  etc.  studirt.  Eine  ausführliche  Darstellung  ihrer 
Theorie  findet  man  bei  Hesse,  Vorl.  über  analytische  Geom.  d. 
JRaumes,  3.  Aufl.,  Leipzig  1876,  p.  51  und  Salmon-Fiedler, 
Analst.  Geom.  d.  Baumes,  1,  3*®  Aufl,,  p.  340  u.  ff. 

Ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist  eine  Eaumcurve  4*®'  Ordnung 
und  1*®'  Species  (vergl.  §  3);  er  ist  der  Schnitt  der  Kugel  mit 
einem  Kegel  2*®^  Grads,  dessen  Spitze  in  dem  Centrum  der  Kugel  liegt. 

Bei  jedem  sphärischen  Kegelschnitt  ist  das  anharmonische 
Verhältniss  der  vier  Strahlen,  welche  einen  variabelen  Pmikt  der 
Curve  mit  vier  festen  Punkten  derselben  Curve  verbinden,  constant. 
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wenn  man  unter  dem  cmharmonischen  Verliältniss  der  vier  (nicht 
in  einer  Ebene  liegenden)  StraJilen  das  der  vier  Ebenen  versteht, 
welclie  sie  vom  Mitteljmnkt  der  Kugel  aus  prcjiciren;  diese  Eigen- 
schaft ist  der  für  die  ebenen  Kegelschnitte  geltenden  analog. 

Bei  einem  sphärischen  Kegelschmtt  steht  das  Product  der 
Sinus  der  Normalen,  die  sich  von  einem  Funkt  der  Kugel  nmh  zivei 
Bogen  den  Kegelschnitt  berührender  grösster  Kreise  ziehen  lassen, 
zu  dem  Quadrat  des  Sinus  der  Normalen,  welche  von  demselben 
Pwnkt  aus  auf  den  Bogen  des  dwrch  die  beiden  Berührwngspu/nkte 
gehenden  grössten  Kreises  gefällt  tvird,  in  constantem  Verhältniss. 

Legt  man  durch  das  Centrum  der  Kugel  die  beiden  Kreis- 
schnittebenen des  Kegels  2*®^  Grads  (die  ihn  in  Kreisen  schneiden), 
so  heissen  die  diesen  Ebenen  auf  der  Kugel  entsprechenden  grössten 
Kreise  die  dem  sphärischen  Kegelschnitt  zugehörigen  cycUschen  Kreise. 

Wenn  ein  grösster  Kreis  den  sphärischen  Kegelschnitt  in 
zwei  Punkten  P  und  Q  wnd  die  cyklischen  Kreise  in  A  und  JB 
schneidet,  so  ist  ÄP=  BQ  und  es  gilt  insbesondere: 

Der  Bogen  jedes  grössten  Kreises,  welcher  den  Kegelschnitt 
berührt  und  zwischen  den  beiden  cyclischen  Kreisen  enthalten  ist, 
wird  von  dem  Berührungspunkt  halbirt, 

§  2.   Die  Baumcurven  3^'  Ordnung. 

Zwei  Flächen  2*®'  Ordnung,  die  eine  Gerade  gemeinschaft- 
lich haben,  schneiden  sich  in  einer  Restcurve,  welche  eine  Maum- 
curve  5*®'  Ordnung  ist. 

Benutzen  wir  dieselben  Bezeichnungen,  wie  in  Kap.  9,  §  4, 
für  die  charakteristischen  Zahlen  und  die  Singularitäten  der 
Raumcurven,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe: 


«  =3, 

»»  —  3, 

r   -4, 

i/  —  1, 

h   -1, 

a;  —  0, 

y  —0, 

a  =0, 

ß  -0, 

(?  — 0, 

H  —  O, 

w  —  0, 

V   —0, 

i>  —  0, 

woraus  sich  die  Sätze  fonnulieren  lassen: 

Die  Baumcurve  5*®'  Ordntmg  ist  eine  Curve  4**'  Classe  vom 
Geschledit  Null;  ihre  Osculationsdeveloppabele  ist  4*®'  Ordnung 
und  5*^'  Classe, 
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Durch  einen  beliebigen  FuyM  des  Baums  gehen  eme  einzige 
Sehne  und  drei  Osctdationsebenen  an  die  Curve  5*®'  Ordnung» 

Jede  beliebige  Ebene  des  Baums  enthält  eme  und  nur  eine 
Gerade,  in  icelcher  sich  zwei  Osculationsebenen  der  Curve  5*®'  Ord- 
nu/ng  schneiden. 

Die  Prcjedion  der  cubischen  Baumcurve  auf  irgend  eine 
Ebene  ist  eine  Plancurve  5*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt. 

Jede  Baumcurve  5*®'  Ordnung  kann  man  sich  auf  einer 
Fläche  2^^  Ordnung  aufgetragen  denken;  sie  trifft  die  Erzeugen- 
den des  einen  Systems  in  je  einem  Funkt  und  die  Erzeugen- 
den des  anderen  Systems  in  je  zwei  Punkten.  Siehe  oben,  §  1. 
Daraus  folgt: 

Auf  einer  Fläche  2^^  Ordnung  kann  m>an  sich  zwei  ver- 
schiedene Systeme  von  Curven  5*®'  Ordnung  aufgetragen  denken, 
je  nachdem  diese  Curven  die  Erzeugenden  des  1*^  Systems  in  je 
einem  oder  je  zwei  Punkten  (Und  mithin  die  des  2^^  in  je  zwei 
oder  je  einem  Punkt)  schneiden. 

Zwei  Curven  5*®'  Ordmrng  von  verschiedenen  Systemen  treffen 
sich  in  fünf  Punkten  und  zwei  solche  Curven  desselben  Systems  in 
vier  Punkten. 

Wenn  zwei  Flächen  2^^  Grads  sich  in  einer  Curve  5*®'  Ord- 
nung und  mithin  aux^h  in  einer  Geraden  schneiden,  so  gehört  diese 
letztere  auf  jeder  der  beiden  Flächen  2^^  Grads  dem  System  an, 
dessen  Erzeugende  von  der  Curve  5*®'  Ordnung  in  je  zwei  Punkten 
geschnitten  tverden. 

Durch  fünf  beliebig  auf  einer  Fläche  2^^  Grads  gegebene 
Punkte  gehen  zwei  auf  dieser  Flädie  liegende  Curven  5*®'  Ord- 
mmg  (für  jedes  der  beiden  Systeme  eine,  siehe  oben). 

Durch  sechs  beliebig  im  Baum  gegebene  Punkte  geht  immer 
eine  Curve  3^^  Ordnung. 

Um  diese  Curve  3*®'  Ordnung  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  den  Kegel  2*®'  Ordnung  zu  construiren,  dessen  Spitze  in  einem 
der  sechs  Punkte  liegt,  und  der  durch  die  übrigen  fünf  geht, 
und  dann  ebenso  einen  zweiten  Keg^l  2*®'  Ordnung,  dessen 
Spitze  in  einem  anderen  der  sechs  Punkte  liegt,  und  der  durch 
die  übrigen  fünf  geht.  Die  beiden  Kegel  schneiden  sich  in  der 
Geraden,  welche^  die  beiden  Spitzen  verbindet,  und  in  einer  Curve, 
welche  die  gesuchte  Curve  3*®'  Ordnung  ist. 

Eine  Baumcurve  5*®'  Ordnung  ist  der  Ort  der  Pwnkte,  welche 
den  Tripeln  sic^i  entsprechender  Ebenen  dreier  zu  einander  pror 
jectiver  Ebenenbüschel  gemeinschaftlich  sind. 
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Die  Osculationsdeveloppäbele  einer  Baumcurve  3^^  Ordnwng 
lässt  sich  als  die  Enveloppe  der  Ebenen  ansehen,  welche  durch 
die  Tripel  sich  entsprechender  Fumkte  dreier  projectiver  Punktreihen 
gehen. 

Eine  Ausartung  der  Baumcurve  5*®'  Ordnung  mit  einem 
einzigen  scheinbaren  Doppelpmikt  ist  die  Gesammtheit  eines 
Kegelschnitts  imd  einer  Geraden,  welche  so  im  Ramn  gelegen 
sind,  dass  die  Gerade  den  Kegelschnitt  nur  in  einem  Punkt 
schneidet. 

Verschiedene  Eigenschaften  der  Curven  3^^  Ordnung. 
Die  vier  Ebenen,  welche  durch  eine  variabele  Sehne  der  Curve 
wnd  durch  jeden  von  vier  festen  Pu/nJden  derselben  Curve  gehen, 
stehen  in  constantem  anharmoniscJiem  Verhältniss. 

Vier  feste  Osculationsebenen   der  Curve   werden   von    einer 
beliebigen  Geraden,  die  der  Schnitt  zweier  Osculationsebenen  ist, 
in  vier  Funkten  getroffen,  welche  in  constantem  anharmonischem 
Verhältniss  stehen. 

Insbesondere: 
•       Die  vier  Ebenen,  tvelche  eine  Tangente  an   die   Curve  mit 
vier  festen  Fu/nkten  der  Curve  verbinden,  behalten  bei  dem  Varii- 
ren  der  Tangente  dasselbe  anharmonische  Verhältniss  bei. 

Die  vier  Funkte,  in  welchen  vier  Osculationsebenen  durch 
eine  variabele  Tangente  geschnitten  werden,  liegen  in  constantem 
anharmonischem  Verhältniss. 

Wenn  sieben  Funkte  1 ,  2 ,  . . . ,  7  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung gegeben  sind,  so  schneiden  sich  die  Ebenen 

712  und  745, 

723  und  756, 

734  und  761 

in  drei  Geraden  einer  Ebene,  welche  durch  eine  feste  Sehne  der 

Curve  geht,  wenn  die  ersten  sechs  Funkte  fest  liegen  bleiben  und 

nur  der  Funkt  7  seine  Lage  ändert.     Cremona. 

Gegeben  sind  zwei  durch  dieselben  fO/nf  Funkte  gehende 
Curven  dritter  Ordnung;  die  Sehnen  der  ersten,  welche  durch 
Funkte  der  zweiten  gehen,  schneiden  alle  Sehnen  der  zweiten,  die 
durch  Funkte  der  ersten  gehen. 

Die  Osculationsebenen  dreier  Funkte  1,  2,  3  der  Curve  5*®' 
Ordnwng  schneiden  sich  in  einem  Funkt  (4)  der  Ebene  12  3. 

Die  Berührungspunkte  der  drei  von  einem  Funkt  (4)  aus 
an  die  Curve  5*®'  Ordnung  gezogenen  Osculationsebenen  liegen  in 
derselben  Ebene^  tvie  der  Funkt  (4).     Chasles. 
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JXe  Scknittgerade  von  Oscülationsehenen^  welche  in  der  Ebene 
12  3  liegt,  ist  die  harmonische  JPölare  des  Punktes  4  in  Bezug 
auf  das  Dreiseit  (1  2  3)*). 

JHe  durch  den  Funkt  4  gehende  Sehne  der  Curve  5*®'  Ord- 
nung ist  die  harmoniscJie  Polargerade  der  Ebene  12  3  in  Be- 
zug auf  das  Drei  flach  der  drei  Osculationsebenen**). 

Vier  Punkte  einer  Curve  5*®'  Ordmmg  büden  ein  Tetraeder 
nnd  ein  zweites  Tetraeder  wird  durch  die  Osculationsebenen  in 
den  vier  Punkten  bestimmt;  jedes  der  beiden  Tetraeder  ist  dem 
hinderen  zu  gleicher  Zeit  eingesclirieben  und  umschrieben,  Möbius, 
Crelle,  3,  p.  273. 

Das  Theorem  von  Chasles  zeigt,  dass  durch  eine  ge- 
-wiindene  Curve  3*®'  Ordnung  eine  besondere  Zuordnung  zwischen 
den  Punkten  und  Ebenen  im  Baum  derart  festgesetzt  wird,  da^s 
jedem  Punkt  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein 
in  ihr  liegender  Punkt  entspricht.  Diese  Zuordnung  ist  eine 
polare  oder  involutorische  Dualität  und  zwar  speciell  diejenige, 
die  wir  auf  S.  44  NuUpölarität  oder  Ntdlsystem  genannt  haben. 
Siehe  Möbius,  Statik,  Leipzig,  1837,  1,  p.  151  und  Grelle,  10, 
p.  317.  Der  Punkt  und  die  ihm  entsprechende  Ebene  heissen 
Pol  und  Polarebene. 

Die  Sehne  der  Curve  5*®'  Ordnung,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Pol  P  geht  und  die  in  der  Polarebene  von  P  liegende 
Gerade,  in  tvelcher  sich  zwei  Osculationsebenen  der  Curve 
schneiden,  sind  zwei  in  der  Nullpolarität  sich  entsprechende 
Gei'ade,  

Verschiedene  Constructionen  der  Curven  5*®'  Ordnung.  Die 
Probleme,  deren  Lösimg  wir  hier  angeben,  betreffen  die  Con- 
struction  der  gewundenen  Curven  3*®'  Ordnung,  wenn  gewisse 
Bedingungen  gegeben  sind,  denen  sie  genügen  sollen. 

1.  Gegeben  sind  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  der  Curve; 
die  Curve  zu  construiren. 

Man  lege  durdi  (12)  eine  beliebige  Ebene  cc  und  bestimme 
die  Schnitte 


*)  Unter  harmonischer  Polaren  s  eines  Punktes  S  (des  harmoni- 
schen Pols  von  s)  in  Bezug  auf  ein  Dreiseit  versteht  man  die  Gerade, 
welche  die  Seiten  eines  Dreiseits  ABC  in  drei  Punkten  A\  B\  C 
so  schneidet,  dass  die  Strahlenpaare  SA,  SÄ-,  SB,  SB';  SC,  SC  in 
Involution  stehen.     Siehe  oben  das  letzte  Theorem  auf  S.  58. 

*•)  Jeder  wird  leicht  selbst  die  Definition  der  harmonischen 
Polaren  in  der  vorigen  Anmerkung  auf  den  Fall  des  Dreiflachs  aus- 
dehnen können. 
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[«,  (345)]  =  a,  [«,  (456)1  =  ^' 

[(23),  (561)]  =4,  [(61),  (234)]  =  5, 

[a,  (B4)]  =  C,  [«,  (^5)1  =  D, 

[(CD) ,a]  =  E,  [(CD),  b]  =  F; 

der  Punkt 

[{IE),  (21^)]  =  P 

geliört  der  Curve  3^  Ordnung  an. 
Oder  auch: 
Man  bestimme 

[«,  (45)]  =  G, 

[lAG]  =  (S,         [2BG]  =  y, 

03,  (34)]  =  H,     [y,  (56)]  =  K; 

die  drei  Ebenen 

schneiden  sich  in  einem  Ptmkt  der  Curve  5*®'  Ordnung,  welcher 
selbstverständlich  der  in  der  Ebene  a  liegende  dritte  Funkt  der 
Curve  ist, 

2.  Gegeben  sind  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  und  eine  Secante 
(a);  die  Curve  3*®'  Ordnung  zu  construiren. 

Man  lege  durch  die  Secante  (a)  eine  beliebige  Ebene  a, 
welche  die  Ebenen 

[123],  [124],  [134],  [234] 

in  vier  Geraden  schneidet,  die,  mit  (a)  zusammen  genommen^ 
einen  sie  berührenden  Kegelschnitt  bestimmen;  die  Ebene  a  schneidet 
ferner  die  Ebenen 

[123],  [125],  [135],  [235] 

in  vier  anderen  Geraden,  welche  mit  (a)  zusammen  einen  weiteren 
Kegelschnitt  festlegen;  die  beiden  Kegelschnitte  haben  zu  gemein- 
schaftlichen Tangenten  (a)  und  [et,  (123)].  Der  Schnittptmkt  der 
beiden  anderen  gemeinschaftlichen  Tangenten  ist  ein  Punkt  der 
Curve  5*®'  Ordnu/ng. 

3.  Gegeben  sind  vier  Punkte  und  zwei  Secanten;  die  Curve 
zu  construiren.  Dieses  Problem  hat  entweder  keine  oder  unend- 
lich viele  Äuftösungen. 

4.  Gegeben  sind  drei  Punkte  und  drei  Secanten;  die  Curve 
ßter  Ordnung  zu  construiren. 

Es  genügt,  die  drei  Ebenenbüschel  zu  bärachten,  welche  die 
drei  Secanten  zu  Axen  haben,  und,  zwischen  den  Ebenen  der  drei 


§  2.   Vier  Species  von  cubischen  Raumcurven.  253 

Büschel  eine  projcctive  Zuordnung  derart  herzustellen^  dass  sich 
die  Ebenen,  welche  durch  jeden  der  drei  gegebenen  Brnikte  gehen, 
einander  entspred^en;  die  Funkte  der  Curve  sind  als  Schnitte 
von  drei  beliebigen  anderen  sich  entsprechenden  Ebenen  bestimmt 

5.  Gegeben  zwei  Punkte  Ä,  B  und  yier  Secanten  a,  a',  2>,  V\ 
die  Curve  zu  construiren. 

Man  ziehe  die  Gerade,  welche  durch  Ä  geht  und  die  Geraden 
a,  a'  schneidet,  u/nd  die  Gerade,  welche  A  enthält  und  b,  V 
trifft;  diese  Geraden  seien  c,  c';  alsdann  ziehe  man  ebenso  die 
Geraden  d,  d' ,  weiche  durch  B  gehen  imd  a,  d  bez.  b,  b'  treffen. 
Der  Schnitt  der  Ebenen  [cd]  und  [c'dr\  sei  l;  die  beiden  Hypei- 
boloide 

[aa'l],  [bb'l] 

schneiden  sicJi  in  der  gesuchten  Curve  5*®'  Ordnung, 

6.  Dctö  Problem,  die  Curve  3*®'  Ordnung  zu  construiren, 
Vielehe  durch  einen  Punkt  geht,  und  fünf  gegebene  Gerade  zu 
Secanten  hat,  lässt  ebenfalls  immer  eine  Lösung  zu. 

7.  Dagegen  hat  das  Problem,  die  Curve  3*®'  Ordnung  zu 
construiren,  von  welcher  sechs  Secanten  gegeben  sind,  im  All- 
gemeinen sechs  Auflösungen, 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  diese  Aufgaben  auf  die  oben 
citirten  Werke  von  Schröter,  Cremona  und  Sturm. 


VerscJüedene  Species  von  Curven  5*®'  Ordnung,  In  derselben 
Art,  wie  die  Kegelschnitte  je  nach  der  Realität  oder  Nicht- 
realität  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  unterschieden  werden,  so 
lassen  sich  analoge  unterschiede  auch  bei  den  gewundenen  Curven 
3ter  Qrclnxiiig  feststellen: 

1)  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  die  Curve  in  einem 
einzigen  reellen  Punkt  schneidet,  so  ergibt  sich  die  cubiscJie 
Ellipse',^ 

2)  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  drei  reelle  Punkte  der 
Curve  enthält,  die  cubische  Hyperbel^ 

3)  wenn  speciell  von  diesen  drei  reellen  Punkten  zwei  zu- 
sammenfallen, die  cubische  parabolische  Hyperbel] 

4)  und  wenn  schliesslich  diese  drei  Pimkte  sämmtlich  zu- 
sammenfallen, d.  h.  also,  die  imendlich  ferne  Ebene  eine  Oscu- 
lationsebene  ist,  die  cubische  Parabel. 

Dur  dl  jede  cubische.  Hyperbel  gehen  drei  hyperbolische  reelle 
Cylinder  ^  Grads, 


"^ 
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Durch  die  cübische  EUipse  geht  ein  einziger  reeller  Cylinder 
zweiten  Grads,  welcher  elliptisch  ist. 

Durch  die  cübische  parabolische  Hyperbel  gehen  awei  reelle 
Cylinder  2^^  Grads,  von  denen  der  eine  hyperbolisch,  der  andere 
parabolisch  ist 

Durch  die  cübische  Parabel  geht  nur  ein  reeller  Cylinder 
^ten  Q.fQ^g  r^Yi^  dicscT  ist  parobolisch. 

Nennt  man  die  reelle   Tangente   (im  Endlichen)   an   einen 
unendlich  fernen  Punkt  der  Curve  Asymptote,  so  gelten  die  Sätzer 
Die  cübische  Ellipse  hat  nur  eine  Asymptote, 
Die  cübische  Hyperbel  hat  deren  drei. 
Die  cübische  parabolische  Hyperbel  hat  eine  einzige  Asymptote. 
Die  cübische  Parabel  hat  überhaupt  keine. 


Die  gewundenen  Curven  3*®'  Ordnung  wurden  zuerst  von 
Möbius  studirt,  Barycentr,  Calcul,  1827,  p.  120;  Grelle,  10^ 
dann  von  Chasles,  Apergu  hist,  Note  33;  Journ.  de  Liouville, 
2,  1854;  Compt  Bend.,  45.  Auf  sie  folgten  Seydewitz, 
Grunerfs  Archiv,  10;  Hesse,  Grelle,  26;  Schröter,  ib.,  56; 
V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geom,  der  Lage,  3,  1860,  p.  298 — 311; 
Cremona,  Ann,  di  mat,  (l),  1,  2,  5;  Grelle,  58,  60,  63;  Noiii\ 
Annales  etc.,  1,  2*®  Ser.;  R.  Sturm,  Grelle,  79,  80,  86;  Müller, 
Math,  Ann.,  1. 

Andere  Untersuchungen  über  die  Raumcurven  3*®'  Ordnung 
speciell  auch  die  Anwendung  der  Theorie  der  Invarianten  der 
binären  Formen  auf  dieses  Studium  findet  man  bei  Beltrami,  Ist, 
Lomb.,  1868;  R.  Sturm,  1.  c;  Voss,  Math,  Ann,,  13;  D'Ovidio,. 
Acc.  Torino,  32,  1879;  Giorn.  di  Batt,,  17;  Gollect,  math,  in  me- 
moriam  D.  Ghelini,  Mediolani  1881;  Pittarelli,  Giorn,  di 
Batt.,  17;  Gerbaldi,  Mem.  Torino,  1880. 

Von  Werken,  die  sich  mit  den  Raumcurven  3*®'  Ordnung 
beschäftigen,  citiren  wir  Salmon-Fiedler,  An.  Geom,  d.  Baum,, 
2  und  Schröter,  Theorie  der  Gber flächen  2^^  Grdnung  und  der 
Baumcurven  5'®'  Ordnung,  Leipzig  1880,  der  ausführlicher  auf 
sie  eingeht.  Vergleiche  auch  die  Schrift  von  Drach,  Einleitung 
in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte,  Leipzig  1867. 

§  3.    Die  Raumcurven  4*®'  Ordnung  1*®'  Speeies. 

Jede  Raumcurve  4*®'  Ordnung  1*®'  Speeies  ist  der  voll- 
ständige Schnitt  zweier  Flächen  2^^  Grads;  sie  schneidet  auf 
jeder   von   ihnen  jede   Erzeugende   des   einen   Systems   in    zwei 
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Funkten  und  jede  Erzeugende  des  anderen  Systems  ebenfalls  in 
zwei  PimMen\  siehe  §  1.  ^ 

Die  Charakteristiken  für  diese  Curve  sind,  wenn  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die   beiden  Flächen  J2^^  Grads  beliebig  seien: 

w  =  4,  m=  12, 

.     r  =8,  g  =SS, 

h  =2,  X  =  16, 

y  =S,  of  =  16, 

(3=0,    a=o, 

H=0,     (0  =  0, 

V  =  0,    p  =  1, 

Wenn  dagegen  die  beiden  Flächen  ^^^  Grads  in  einem  Punkt 
eine  gewöhnliche  Berührung  haben,  so  erhält  die  Curve  4*®'  Ord- 
mmg  einen  Doppelpunkt,  und  ihre  Charakteristiken  sind: 

r  n  =  4:,  m=  6, 

r  =  ß,  ^  =  6, 

h  =  2,  X  =  6, 

y  =  A,  a  =  4, 

ß  =0,  G=0, 

H==l,  (0  =  0, 

V  =0,  p  =0, 

Haben  die  beiden  Flächen  2^^  Grads  in  einem  Funkt  eine 
stationäre  Berührwng,  so  besitzt,  die  Curve  4*®'  Ordnung  eine 
Spitze;  ihre  Charakteristiken  werden 

n  =  4,  m=  4, 

r  =6,  g  =2, 

h  =2,  X  =  2, 

y  =2,  cf  =  1, 

^=1,  G=0, 

H=0,  (0  =  0, 

V  =0,  p  =0. 

Degenerationen  der  Eaumcurve  4**'  Ordnung  i*®'  Species  sind: 

1.  Eine  ebene  Curve  3*®'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche 
so  im  Baum  liegt,  dass  sie  die  Curve  in  einem  einzigen  Punkt 
schneidet. 

2.  Eine  Raumcurve  3*®'  Ordnung  und  eine  ihrer  Sehnen. 
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V 

3.  Zwei  Kegelschnitte,  die  so  im  Baum  liegen,  dass  sie  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  haben. 

Aus  dem  Satz  über  die  Anzahl  der  Kegel  2*®^  Grads,  welche 
in  einem  Büschel  von  Flächen  2^^  Grads  existiren,  folgt: 

Durch  jede  Curve  4*®'  Ordnung  i*®'  Spedes  gelten  vier  Kegel 
ä^  Grads,     Poncelet. 

Eine  Curve  4^'  Ordnung  i*®'  Species  Tiann  keine  dreifcuihe 
Secante  haben. 

Jede  Ebene  des  Ebene^ibüschds,  welches  zur  Äxe  eine  Sehne 
oder  Tangente  der  Curve  4*®'  Ordnung  i*®'  Species  hat,  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindu/ngslinie  die  Erzeugende 
einer  Fläche  2'^^  Grads  ist,  auf  welcher  die  Curve  4^'  Ordnung 
vollständig  liegt. 

In  einem  solchen  Büschel  gibt  es  vier  Berührungsebenen  an 
die  Curve  4^^  Ordnung, 

Acht  beliebig  im  Baum  gegebene  Funkte  bestimmen  eine  Curve 
4*®'  Ordnu/ng  i*®'  Species, 

Zwei  auf  derselben  Fläche  2'^^  Grads  gelegene  Curven  4^^ 
Ordnung  i*®'  Species  scJmeiden  sich  in  acht  Funkten. 

Solche  acht  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  sich  drei 
Plächen  2*®^  Grads  schneiden;  sind  sieben  von  ihnen  gegeben,  so 
lässt  sich  der  noch  fehlende  durch  lineare  Construdion  bestimmen; 
sie  bilden  eine  Gruppe  von  acht  associirten  Funkten;  durch  sie 
gehen  unendlich  mele  Curven  4*®'  Ordnung.  Siehe  z.  B.  Hesse, 
Grelle,  26;  Reye,  ib.,  100;  Zeuthen,  ib.,  99;  Acta  math,  12,  etc. 

Durch  sechs  Funkte  ei/ner  Gi'uppe  von  acht  associirten  Funkten 
lege  man  die  Baumcurve  5*®'  Ordntmg;  die  durch  die  beiden 
übrigen  Funkte  gehende  Gerade  ist  eine  Sehne  der  Curve  5*®' 
Ordnung;  und  umgekehrt:  acht  Funkte  einer  Curve  4*®'  Ordnung, 
welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  sind  acht  associirte  Funkte, 

Durch  fünf  Funkte  einer  Curve  4*®'  Ordnung  i*®'  Species 
ziehe  man  alle  möglichen  Flächen  2"^^  Grads,  welche  die  Curve 
in  noch  drei  Funkten  schneiden.  Die  Ebene  dieser  drei  Funkte 
geht  durch  einen  festen  Funkt  der  Curve, 

Man  habe  auf  einer  Curve  4*®'  Ordnung  zivei  Gruppen  von 
acht  associirten  Funkten,  im  Ganzen  also  16  Funkte;  wenn  es 
nun  möglich  ist,  acht  von  ihnen  so  auszuwählen,  dass  sie  eine  neue 
Gruppe  associirter  Funkte  bilden,  so  liefern  auch  die  übrigen  acht 
eine  Gruppe  associirter  Funkte, 

Man  zietie  drei  Ebenen^  tvelche  die  Curve  4*®'  Ordnung  in 
den  Funkten 
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Äi,  J5i,  Ci.  D^; 

•^^f    ■"%>    ^2'    -^2» 
-^8'    -^Z*    ^3*    -^8 

schneiden;  die  Ebenen  A^A^A^,  B^B^B^,  C^C^C^,  D^D^B^ 
treffen  dann  die  Curve  in  weiteren  vier  Punkten,  welche  in  einer 
Ebene  liegen. 

Die  vier  Ebenen,  welche  in  vier  in  einer  Ebene  gelegenen 
Punkten  osctdiren,  schneiden  die  Curve  in  vier  Punkten  einer 
Ebene.     Reye. 

Es  gibt  auf  der  Curve  4*®'  Ordnu/ng  Tripel  von  Pu/nkten 
A^,  A^,  A^,  die  mit  der  Eigenschaft  begabt  sind,  dass  die  drei 
in  ihnen  oscülirenden  Ebenen  sich  in  einem  Punkt  S  der  Curve 
sdineiden,  durch  welchen  auch  die  Ebene  A^A^A^  geht.  Der 
Punkt  S  heisst  Begleitpu/nkt  (Satellit)  des  Tripels. 

Man  habe  eine  Curve  4*®'  Ordnung  auf  einer  FläcJie  ^*®*^ 
CrTods;  die  drei  Punkte  B^,B^,B^,  in  denen  die  durch  A^,  A^,  A^ 
gehenden  Erzeugenden  desselben  Systems  die  Curve  4*®'  Ordnung 
zum  zweiten  Mal  schneiden,  bilden  ebenfalls  ein  Tripel. 

Es  sei  0  ein  Punkt  der  Curve  4*®'  Ordnung;  die  drei 
Punkte,  in  denen  die  drei  Ebenen  0A^A2,  OA^A^,  OA^A^  die 
Curve  wieder  treffen,  bilden  auch  ein  Tripel. 

Bie  drei  Punkte,  in  denen  die  drei  bez.  durch  A^,  A^,  A^ 
und  durch  eine  Secante  oder  durch  eine  Tangente  der  Curve  4*®^ 
Ordnung  gehenden  Ebenen  die  Curve  von  Neuem  schneiden, 
machen  uneder  ein  Tripel  aus. 

Um  for  eine  gegebene  Curve  4*®'  Ordnung  ein  Tripel  von 
Punkten  zu  constnüren,  kann  man  auf  die  folgende  Art  ver- 
fahren: Man  nimmt  einen  Punkt  S  der  Curve  als  Begleitpunkt 
an,  und  projicirt  dann  die  Curve  4*®'  Ordnung  von  S  aus  auf 
eine  Ebene  in  eine  Curve  3*^'  Ordnung  5  die  durch  S  und  eine 
der  Inflexionsgeraden  der  cuhischen  Plancurve  gehende  Ebene 
schneidet  die  Curve  4*®'  Ordnung  in  den  drei  Punkten  eines 
Tripels. 

Wir  haben  oben  gesagt,  dass  es  in  dem  Ebenenbüschel, 
dessen  Axe  eine  Sehne  der  Curve  4*®'  Ordnung  ist,  vier  Be- 
ruhrungsebenen  an  die  letztere  gibt;  wir  wollen  die  vier  Be- 
rührungspunkte ein  Punktequadrupel  nennen. 

Bas  anharmonische  Verhältniss  dieser  vier  Ebenen  des 
Büschels  bleibt  beim  Variiren  der  Sehne,  welche  die  Axe  des 
Büschels  ist,  constant;  oder  auch: 

Pascal,  Bepertoriiim.  II.  17 
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Das  anharmonische  VerhMimss  der  vier  Punkte,  in  welchen 
die  Tangenten  in  den  vier  .  Punkten  eines  Quadrupels  die  dem 
Quadrupel  zugehörige  Sehne  schneiden,  ist  constant 

Die  durch  eine  Sehne  der  Curve  und  durch  je  einen  der 
vier  Punkte  eines  Quadrupels  gehenden  Ebenen  schneiden  die 
Curve  in  vier  Punkten,  die  ihrerseits  ein  Quadrupel  bilden. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders,  welches  die  vier  Punkte 
eines  Quadrupels  zu  Eckpunkten  hat,  schneiden  die  Curve  in  vier 
Punkten  eines  zweiten  Quadrupels,  die  eben  die  vier  Punkte  sind, 
in  denen  die  Cürve  von  den  vier  Osculationsebenen  in  den  Punkten 
des  ersten  Quadrupels  getroffen  wird. 

Es  gibt  auf  der  Curve  4*®'  Ordnung  24  Punktepaare  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Osculationsebene  in  dem  einen  Punkt 
des  Paares  durch  den  anderen  Punkt  des  Paares  geht,  und  um- 
gekehrt. 

Man  hat  auch  die  Configuration  der  16  Berührungspunkte  der 
stationären  Ebenen  der  Osculationsdeveloppabelen  mit  der  Curve 
4*«'  Ordnung  studirt,  d.  h.  der  16  Punkte  der  Curve  4*«'  Ord- 
nung, in  welchen  die  Osculationsebene  eine  Berührung  3*®'  Ord- 
nung mit  der  Curve  hat. 

Diese  16  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  den 
vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders,  d.  h.  des  Tetraeders,  welches 
die  Spitzen  der  vier  durch  die  Curve  4*®'  Ordnung  gehenden  Kegel 
zu  Eckpunkten  hat. 

Jede  Ebene,  welche  durch  drei  dieser  16  Punkte  geht,  ent- 
halt auch  einen  vierten  von  ihnen,  der  übrigens  mit  einem  der 
drei  in  Betracht  gezogenen  zusammenfallen  kann.  Man  erhält 
so  116  Ebenen. 

Die  16  Punkte  lassen  sich  durch  die  Symbole  {i,j)  dar- 
stellen, worin  i,j  =  0,  1,  2,  3  sind,  imd  diejenigen  vier  Punkte 
liegen  in  einer  Ebene,  für  welche  die  Summe  der  ersten  Indices 
und  die  der  zweiten  Indices,  jede  für  sich,  ^  0  (mod.  4)  sind. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Baumcurve  4*®'  Ordnung 
i*®'  Species  lassen  sich  durch  elliptische  Functionen  eines  Para- 
meters ausdrücken'^  man  kann  insbesondere 

X  =p{u),     y  =  p\u),     z  =  p\u) 

setzen,  worin  p  die  bekannte  elliptische  Function  von  Weierstrass 
bedeutet.  Vergl.  Bepert.  1,  Kap.  16,  §  4.  Vier  Punkte  in  einer 
Ebene  sind  alsdann  diejenigen,  für  welche  die  Summe  der  vier 
Argumente  ^  0  (mod.  2a),  2©')  ist. 
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Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  wurde  die  ßaumcurve  4*®' 
Ordnung  1*®'  Species  von  Harnack,  Math.  Ann.,  12;  Lange, 
jyissert.,  Dresden,  1882  und  Schlömilch's  Zeitschr.,  28  studirt; 
siehe  auch  Halphen,  Fonct  ellipt,  2,  p.  449  u.  ff. 

Die  Raumcurve  4*®'  Ordnung  1*®'  Species  untersuchte  Chas- 
les,  Campt  Bend,,  52,  54;  Reye,  Ann.  di  maf.,  2;  Gegen- 
bauer, Wien.  Berichte,  93;  Ameseder,  ib.,  37,  abgesehen  von 
den  anderen  bereits  oben  citirten  Autoren.  Wir  verweisen  auch 
auf  Schröter,  Grundmge  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 
Baumcurve  4*®'  Ordnung  1^^  Species,  Leipzig  1890,  worin  man 
noch  viele  andere  Angaben  findet. 

Zu  dieser  Species  von  Curven  4*®'  Ordnung  gehören  auch 
die  sphärischen  Kegelschnitte,  von  denen  in  §  1   die  Rede  war. 

§  4.    Raumcurven  4*®'  Ordnung  2*®'  Species. 

Die  Raumcurve  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  ist  als  diejenige 
Curve  4*®'  Ordnung  definirt,  durch  welche  nur  eine  einzige  Fläche 
2*«"  Grads  geht. 

Wenn  eine  Fläche  2*^"^  Grads  und  eine  Fläche  3*®^  Grads 
eine  ebene  Curve  2*®'  Ordnung  (zwei  Gerade  in  einer  Ebene 
oder  einen  Kegelschnitt)  gemeinschaftlich  haben,  so  ist  im  All- 
gemeinen der  übrig  bleibende  Schnitt  eine  Curve  4**^^  Ordnung 
1*®'  Species;  die  Curve  4**'  Ordnung  2*®'  Species  ist  dagegen  der 
Restschnitt  einer  Fläche  2*®'  und  einer  3*®'  Ordnung,  welche 
zwei  windschiefe  Gerade  gemeinschaftlich  haben. 

Man  erhält  auch  eine  Curve  4*®'  Ordnung  2*®'  Species,  wenn 
die  Flächen  2*®'  imd  3*®'  Ordnung  eine  einzige  Gerade  gemein- 
schaftlich haben,  welche  für  die  cubische  Fläche  doppelt  ist. 

Die  allgemeine  Fläche  3*®'  Ordnung  kann  man  durch  eine 
windschiefe  Regelfläche  ersetzen;  d.  h.: 

Jede  Ctirve  4*®'  Ordnung  ä^^  Species  lässt  sich  als  der 
Schnitt  einer  Fläche  2^^  Grads  wnd  einer  windschiefen  cuhischen 
Fläche  ansehen,  welche  eine  Sehne  der  Curve  zur  Boppeldirectrix 
hat     Cremona. 

Jede  Curve  4*®'  Ordnung  2^^  Species  kann  als  der  Ort  der 
Punkte  hetr achtet  werden,  die  den  sich  entsprechenden  Eigenen 
dreier  projectiver  Büschel  gemeinschaftlich  sind,  von  welchen  das 
erste  einfach,  das  zweite  doppelt  involutorisch  imd  das  dritte  zu 
dem  zweiten  homographisch  ist.     Cremona. 

Die  Projection  der  Curve  4*®'  Ordnimg  ^*®'  Species  auf  eine 
Fhene  ist  im  Allgemeinen^  eine  Curve  4*®"*  Ordnung,   6^^  Classe, 

17* 
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mit   drei   Doppelptmkfen ,   vier   Boppeltcmgewten   und    sechs    In- 
flexionspimkten. 

Wenn  das  Centrum  der  Projection  auf  der  Gwrve  liegt ,  so 
erhält  man  eine  Curie  5*®'  Ordnum^g  und  4*®'  Clause. 

Durch  die  Curve  4*®'  Ordnung  2^^  Species  gehen  vier  Kegel 
5*®'  Ordnung  und  5*®'  Classe. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  die  Curve  4*®'  Ordnung 
2*®'  Species  sind: 

w  =  4,  m=  6, 

r  =  ß,  g  =  ß, 

h  =3,  X  ==  ß, 

y  =4:,  a  =  4, 

ß=0,  G=0, 

H=  0,  (0  =  0, 

V  =0,  p  =0. 

Alle  Erzeugenden  des  einen  der  beiden  Systeme  auf  der 
Fläche  zweiten  Grads  werden  von  der  Curve  4*®'  Ordnung  in 
drei  Punkten,  und  alle  diejenigen  des  anderen  Systems  in  einem 
einzigen  Punkt  geschnitten;  siehe  §  1;  daraus  folgt: 

Die  Curve  lässt  ein  einfach  miendliches  System  von  drei- 
fachen Secanten  zu. 

Es  gibt  vier  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  an  die  Cwve 
die  Curve  noch  einmal  schneidet 

Die  Curve  kann  speciell  eine  oder  auch  zwei  stationäre  Tan- 
genten oder  lineare  Inflexionen  (t?  =  1,  2)  haben,  was  bei 
Curven  4*®'  Ordnung  1*®'  Species  nicht  der  Fall  sein  kann. 

Die  charaMeristischen  Zahlen  für  diese  specieUen  Fälle  sind: 

w  =  4,  m=  5, 

r  =  6,  g  =  4:, 

h  =3,  X  =  5, 

y  =  4,  a  =  2, 

(3=0,  G=0, 

H=0,  (0  =  0, 

V  =1,  p  =^0 
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und 

n  =  4,     »»=4, 

r  =  6.,  ^  =  3, 

h  =  S^  X  =  4:, 

^  =  4,  «  =  0, 

ß=0,  G=0, 

H=0,  0  =  0, 

V  =2,  p  =0. 

Degenerationen  der  Eaumcurve  4*®'  Ordnung  ^*®'  Species  sind: 

1.  Eine  Baumcurve  5*®'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche 
sie  in  einem  einzigen  Punkt  schneidet. 

2.  2kcei  Kegelschnitte,  welche  einen  eineigen  Punkt  gemein- 
schaftlich  haben. 

Das  anharmonische  VerhäMniss  der  vier  Ebenen,  welche  durch 
mer  Punkte  der  Curve  und  durch  eine  beliebige  dreifache  Secante 
der  Curve  gehen,  bleibt  beim  Variiren  der  dreifachen  Secante  con- 
stcmt.  Man  kann  es  daher  das  anharmonische  Verhaltniss  der 
vier  Punkte  der  Curve  4*®'  Ordnwng  nennen. 

Auf  einer  Fläche  2*®°  Grads  kann  man  zwei  Systeme  von 
Curven  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  aufzeichnen^  je  nachdem  diese 
Curven  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  (das  1*®  System)  in 
je  einem  und  die  des  anderen  Systems  (das  2*®  System)  in  je 
drei  Punkten  treffen  oder  umgekehrt. 

Zwei  Curven  4**"  Ordnung,  welche  verschiedenen  Systemen 
angehören,  schneiden  sich  in  zehn  Punkten  und  zwei  Curven  des- 
selben Systems  in  sechs  Punkten. 

Eine  Curve  4^  Ordnung  i*®'  Species  und  eine  solche  2^^ 
Species,  welche  auf  derselben  Fläche  2^^  Grads  beschrieben  sind, 
treffen  sich  in  acht  Punkten. 

Eine  Eaumcurve  5*®'  Ordnung  und  eine  Curve  4*®'  Ordnung 
2^^  Species,  die  auf  derselben  Fläche  2^^  Grads  aufgetragen  sind, 
und  von  weichen  jede  dieselbe  Erzeugende  der  Fläche  in  einem 
einzigen  Punkt  trifft,  schneiden  sich  in  fünf  Punkten. 

Wenn  dagegen  die  Curve  5**"  Ordnung  dieselbe  Erzeugende 
in  zwei  Punkten  und  die  Curve  4*®'  Ordnung  in  nur  einem 
Punkt  trifft,  so  haben  die  beiden  Curven  sieben  Punkte  gemein- 
schaftlich. 

Durch  acht  beliebige  Punkte  des  Baums  gehen  vier  Curven 
4**'  Ordnung  2^^  Species. 
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Durch  sieben  Punkte  auf  einer  Fläche  2^^  Grads  lassen 
sich  zwei  Curven  4*®'  Ordnung  2^^  Species  ziehen,  die  auf  dieser 
Fläche  2^  Grads  liegen. 

Von  einem  Punkt  P  der  Curve  aurS  können  drei  Osculations- 
ebenen  an  die  Curve  gezogen  werden;  die  drei  Berührungs- 
punkte liegen  in  einer  durch  P  gdienden  Ebene,  welche  die 
harmonische  Polarebene  der  durch  P  gezogenen  dreifachen  Secante 
in  Bezug  auf  das  Breiflach  der  drei  Osculationsebenen  ist,  lieber 
die  Definition  der  harmonischen  Polarebene  siehe  die  Anm.  zu 
§  2  dieses  Kapitels. 

Variirt  man  den  Punkt  P,  so  hüllt  die  Ebene  der  drei  Be- 
rührungspu/nkte  einen  Kegel  2^^  Ordnung  em.     Cremona. 

Man  nennt  diejenigen  Sehnen  der  Curve,  durch  welche  sich 
zwei  Osculationsebenen  von  der  Beschaffenheit  an  die  Curve  legen 
lassen,  dass  die  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  der  Sehnen 
mit  der  Curve  sind,  Hauptsehnen,     Bertini. 

Es  gibt  drei  Hauptsehnen ;  sie  schneiden  sich  in  demselben  Punkt, 

Durch  einen  Punkt  des  Baums  gehen  drei  Sehnen  der 
Curve  Qi  =  3);  wenn  man  nun  durch  diesen  Punkt  und  durch 
die  sechs  Tangenten  an  die  Curve  in  den  sechs  Schnittpirnkten 
mit  den  Sehnen  Ebenen  legt,  so 

berühren  diese  sechs  Ebenen  denselben  Kegel  2^^  Ordnung. 

Es  gelten  ferjj^er  die  Sätze: 

Die  sechs  von  einem  Punkt  an  die  Curve  gezogenen  Oscu- 
lationsebenen berühren  denselben  Kegel  2"^^  Grads, 

Bie  acht  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt  des  Baums 
sich'  nach  den  Berührtmgspunkten  der  vier  durch  diesen  Punkt 
gelegten  Boppeltangentialebenen  ziehen  lassen,  sind  Erzeugende 
eines  Kegels  ä^^  Grads, 

Bie  Osculationsebenen  der  Curve  berühren  eine  Fläche  2^^ 
Grads,  deren  Tangentialebenen  die  Curve  in  vier  eine  äquianhar- 
monische  Gruppe  bildenden  Punkten  schneiden,  Biese  Fläche  2^^ 
Grads  ist  in  die  Osculationsdeveloppahele  der  Curve  eingeschrieben, 
Cremona. 

Bie  Ebenen,  welche  die  Curve  4*®'  Ordnung  in  vier  eine 
harmonische  Gruppe  bildenden  Punkten  schneiden,  hüllen  eine 
Steiner* sehe  Fläche  (4^^  Ordnung  und  5*®'  Clause),  siehe  Kap.  12, 
§  9,  ein,  welche  der  Osculationsdeveloppäbelen  der  Curve  4*®'  Ord- 
nung eingeschrieben  ist,     Cremona. 

Wir  wollen  das  Büschel  von  Ebenen  betrachten,  dessen  Axe 
eine  Gerade  ist,  welche  die  Curve  4**'  Ordnung  in  zwei  Punkten 
schneidet;  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  beiden  anderen  Punkte 
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verbindet,  in  denen  eine  jede  Ebene  die  Curv'e  4*®'  Ordnung 
trifft,  ist  eine  tcindschiefe  Begelfläche  5*®'  Ordmmg,  deren  Doppel- 
diredrix  die  Axe  des  Ebenenbüschels  ist. 

Aus  den  Tabellen  im  Anfang  dieses  Paragraphen  ersieht 
man,  dass  die  Curve  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  vier  stationäre 
Osculationsebenen  hat  (a  =  4);  nun  gelten  die  Sätze: 

Die  vier  Tangenten  in  den  vier  stationären  Punkten  (wir 
nennen  die  Berühiningspunkte  der  stationären  Ebenen  stationäre 
Funkte)  liegen  auf  demselben  Hyperboloid, 

Die  vier  stationären  Punkte  gehören  der  Knotencurve  (6^' 
Ordnung)  der  Osculationsdeveloppahelen  an  (Kap.  9,  §  1);  in 
ihnen  sind  die  stationären  Ebenen  zugleich  auch  Osculationsebenen 
an  die  Knotencurve. 

Die  Knotencurve  hat  ebenfalls  vier  stationäre  Punkte  und 
keine  anderen  mehr  fauchen  Punkte;  sie  ist  der  Schnitt  äner  Fläche 
^'®'  mit  einer  Fläche  5*®'  Ordnung,  welche  in  vier  Punkten  eine 
stationäre  Berührung  haben. 

Die  Curve  4*®'  Ordnung  2^^  Species  schneidet  die  entsprechende 
Knotencurve  in  acht  Punkten,  von  welchen  vier  die  stationären 
Punkte  der  Curve  4*®'  Ordnung  und  die  übrigen  vier  die  statio- 
nären Punkte  der  Knotencurve  sind. 


Die  Existenz  der  Curven  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  haben 
Salmon  und  Cayley  nachgewiesen,  Cambr.  Math.  Journ.,  5, 
1850,  später  Steiner,   Flächen  3^""  Grades,  Crelle,  53,  1857. 

Die  erste  bedeutende  Arbeit  über  den  Gegenstand  ist  von 
€remona,  Äcc.  Bologna,  1861  oder  Ann.  di  Tortolini,  4;  dann 
folgten  Emil  Weyr  mit  vielen  Beiträgen,  Math.  Ann.,  4;  Wien. 
Berichte,  1871,  75,  76,  78;  Bertini,  Ist.  Lomb.,  1872;  Arme- 
nante,  Giorn,  di  mat.,  11,  12;  ßohn,  Leipz.  Ber.,  1890/91  und 
viele  Andere. 

Bez.  der  Curve  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  hat  Study,  Leipz. 
Berichte,  1886  gefunden,  dass,  wenn  ein  Punkt  des  Raums  ge- 
geben ist,  auf  der  Curve  eine  Involution  4*®*'  Ordnung  und  1*®' 
Stufe  bestimmt  ist;  ein  specieller  Fall  dieser  Involution  war 
schon  Bertini  (1.  c.)  bekannt.  Sie  ersetzt  gewissermassen  das 
Fehlen  jener  anderen  Involution,  die  auf  den  rationalen  Raum- 
curven  von  der  Ordnung  n  >  4  existirt.     Siehe  §  6. 

Die  sogenannte  Theorie  der  Osculanten  steht  in  Verbindung 
mit  der  Theorie  dieser  Involutionen.  Vergl.  J olles,  Theor.  der 
Osculanten,  Aachen,  1886;  Stahl,  Crelle,  101,  104. 
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Ausführlichere  historische-  und  Literaturnachweise  findet  man 
in  der  Vorrede  zu  einer  neueren  Arbeit  Berzolari's  über  diesen 
Gegenstand,  Ann,  di  maf,,  20.  Berzolari  bewies,  dass  die  m 
Bede  stehende  Involution  die  apolare  derjenigen  ist,  die  man 
durch  Schnitte  der  Cwrve  mit  den  durch  den  gegebenen  Funkt 
gehenden  Ebenen  erhält, 

lieber  die  weiter  oben  (S.  260,  261)  besprochenen  speciellen 
Fälle,  in  denen  die  Gurve  stationäre  Tangenten  besitzt,  siehe  Cre- 
mona,  Bend.  Ist,  Lomb.,  1868;  Appell,  Compt  Rend,  1876;  etc^ 


§  5.  Die  Batuncurven  5^®%  6^'  eto.  Ordnung. 

Die  Curven  5*®'  Ordnung, 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (siehe  Kap.  9,  §  3),  gibt  es 
drei  Familien  von  Eaumcurven  5*®'  Ordnung,  eine  mit  4  schein- 
baren Doppelpunkten  und  vom  grössten  Geschlecht  2,  die  andere 
mit  5  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  grössten  Geschlecht  1 
und  die  dritte  mit  6  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  Ge- 
schlecht 0.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Curven  keine 
wirklichen  Singularitäten,  d.  h.  wirkliche  Doppelpunkte,  Spitzen, 
etc.  haben  dürfen. 

Wir    wollen    diese    Curven    mit   JRg^  B^\  B^^    bezeichnen. 

Durch  jede  Baumcurve  5*®'  Ordnung  gehen  unendlich  viele 
Flächen  5*®'  Ordnung, 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  B^^  sind: 

r  =12,  X  =  48, 

w=  21,  y  =  32, 

h  =  4,  a  =  32, 
g  =  156. 

Die  übrigen  charakteristischen  Zahlen  sind  Null, 

Von  jedem  Punkt  der  Curve  B^^  geht  eine  dreifache  Secante 
der  Curve  aus. 

Die  Curve  ist  der  theüweise  Schnitt  einer  Fläche  ^^  und 
einer  Fläche  5*®'  Ordnung,  welche  eine  die  Curve  dreimal  schnei- 
dende Gerade  gemeinschaftlich  haben. 

Der  Ort  der  dreifachen  Seccmten  der  Curve  ist  die  Fläche 
2^^^  Grads,  auf  welcher  die  Curve  liegt. 

Es  eoßistiren  acht  Punkte  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
in  ihnen  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  die  Curve  auch  sonst 
noch  treffen  (A  =  8,  vergl.  Kap.  9,  §  4). 
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Es  gibt  96  Punkte,  in  denen  sich  drei  nicht  tmendlic^i  nahe 
liegende  Tangenten  schneiden  {dreifache  Punkte  der  Knotencurve 
der  Developpabelm). 

Es  gibt  72  Osctdationsebenen,  welche  die  gegebene  Curve 
noch  anderswo  berühren. 

Die  Curve  M^  hat  keine  vierfachen  Secanten, 

Die  Curve  B^*  kann  man  sich  aus  drei  projectiven  Büscheln 
entstanden  denken,  von  denen  das  eine  aus  Flächen  2^^  Ordnung 
und  die  beiden  anderen  aus  Ebenen  bestehen;  die  Fläche  2^^  Ord- 
nung, welche  durdi  B^  geht,  wird  durch  die  Schnitte  der  sich 
entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  erzeugt, 

B^^  kann  auch  definirt  werden  als  der  ^teilweise  Sdinitt 
zweier  Flächen  5**'  Ordnu/ng,  welche  ausserdem  eine  Baumcufve 
4*®'  Ordmmg  i*®'  Species  gemeinschafüich  haben,  Biese  letztere 
Curve  trifft  B^^  acJit  mal. 


Die  charakteristischen  Zahlen  für  B^^  sind: 

r  =  10, 
m=  15, 
h  =5, 
g  =  70, 
X  =  30, 

g  =  20, 

«  =  20. 

Diese  Curve  lässt  sich  als  der  partieUe  Schnitt  zweier  Flächen 
5**'  Ordmmg  ansehen,  welche  sich  ausserdem  in  einer  Curve  4**' 
Ordnung  2*^'  Species  treffen. 

Von  jedem  Punkt  der  Curve  kann  man  zwei  dreifacfte  Se- 
canten  durch  sie  ziefien. 

Es  gibt  10  Tangenten  der  Curve,  welche  sie  ausserdem  noch 
anderswo  schneiden. 

Es  existiren  30  Osculaiionsebenen,  tvelche  die  gegebene  Curve 
noch  anderswo  berühren. 

Es  gibt  40  Schnittpunkte  von  drei  nicht  unendlich  nahen 
Talenten  an  die  gegebene  Curve, 

Der  Ort  der  dreifachen  Secanten  von  B^^  ist  eine  Begelfläche 
5*®'  Ordnung, 

jRj^  hat  keine  vierfadie  Seccmte, 
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Die  charakteristischen  Zahlen  für  B^  sind: 

»•=8,      . 
m=  9, 
Ä  =  6, 

a;  =  16, 
^  =12, 
a  =  8. 

Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  drei  dreifache  Secanten, 

JEs  gibt  12  Tangenten,  .weiche  die  Curve  noch  sonstivo 
schneiden. 

Es  existiren  12  Osculationsehenen ,  welche  die  Curve  auch 
sonst  noch  berühren. 

Es  gibt  acht  Funkte,  in  welchen  sich  drei  nicht  unendlich 
nahe  Tangenten  der  Curve  schneiden. 

Die  Curven  B^^  unterscheiden  sich  in  zicd  Species,  welche 
dadurch  churdkterisirt  werden,  dass  die  erste  eine  einzige  vierfach 
schneidende  Gerade  enthält,  während  die  andere  deren  unendlich 
viele  besitzt,  die  eine  Fläche  2^^°^  Grads  bilden. 

Jede  E^^  der  ersten  Species  lässt  sich  als  Ort  des  Punkts 
ansehen,  welcher  den  sich  entsprechenden  Ebenen  dreier  pro- 
jectivcr  Büschel  gemeinschaftlich  ist,  von  denen  zwei  doppelt  und 
das  dritte  einfach  involutorisch  sind. 

Die  B^^  der  zweiten  Species  kann  als  Ort  des  Punkts  auf- 
gefasst  werden,  in  welchem  sich  die  entsprechenden  Ebenen  dreier 
projectiver  Büschel  schneiden,  von  denen  zwei  einfach  und  das 
dritte  dreifach  involutorisch  sind. 

Jede  B^  der  ersten  Species  ist  der  theilweise  Schnitt  zweier 
Flächen  3^  Ordnung,  welche  ausserdem  noch  eine  Baumcurve 
5*®'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Baumcurve  nicht 
schneidet,  gemeins(ßiaftlich  haben;  oder  auch  der  theilweise  Schnitt 
zweier  Begel flächen  5*®'  Ordnung,  welche  ausserdem  eine  Doppel- 
gerade  tmd  zwei  andere  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  von  denen 
die  eine  die  Doppelgerade  schneidet  und  die  andere  nicht. 

Die  jRg^  der  zweiten  Species  ist  der  partielle  Schnitt  einer 
Fläche  2^^  Grads  mit  einer  Begelfläche  4*®'  Ordnung,  welche  eine 
vierfache  Secante  von  B^^  zur  dreifachen  Geraden  hat. 

Die  dreifachen  Secanten  einer  B^  der  ersten  Species  bilden 
eine  Begelfläche  8*®'  Ordnu/ng,  für  tvelche  Br^^  dreifach  tmd  die 
vierfache  Secante  von  B^^  vierfache  Gerade  ist. 
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Von  dem  Standpunkt  der  Classification  der  Raumcurven 
darf  man  die  zweite  M^^  nicht  als  Repräsentantin  einer  von  der 
ersten  B^^  verschiedenen  Familie  ansehen,  sondern  als  speciellen 
Fall  von  ihr.  Siehe  darüher  Ralphen,  Journ.  de  Vilcole  polyt, 
52,  p.  12. 

Die  Curven  5*"  Ordnung  untersuchte  zuerst  Cayley,  Compt 
Bend,,  54,  58,  1862,  1864;  Coli  Math,  Pap,,  5,  p.  15,  24; 
später  R.  Sturm,  Synthetische  Untersuchungen  über  Flädien  5*®' 
Ordn.,  Leipzig  1867,  da,  wo  er  die  Curven  studirt,  die  auf  der 
Fläche  3*®'  Ordnung  liegen;  dann  folgten,  bez.  der  JB5®,  Bertini, 
Collect  math,  in  memoriam  D.  Chelini,  Mediolani,  1881;  Ber- 
zolari,  Mem,  Lincei,  1893  und,  bez.  der  B^\  Emil  Weyr, 
Wiener  Berichte,  90,  2.  Abth.,  1884,  p.  206;  92,  2.  Abth.,  1885, 
p.498;97,2.Abth.,1889,p.592undMontesano,i4cc.JVapo?i,1888. 


Curven  6^^  Ordnung. 
^  Es  gibt  fünf  Familien  von  Raumcurven  6*®'  Ordnung,  welche 
durch  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  charakterisirt 
werden.  Siehe  Kap.  9,  §  3.  Durch  jede  von  ihnen  geht  immer 
eine  Fläche  5*®'  Ordnung.  Die  wichtigste  ist  vom  Geschlecht  4 
imd  der  vollständige  Schnitt  einer  Fläche  J2^^  mit  einer  Fläche 
S*^  Ordnung.  Diese  Curve  ist  speciell  ftir  die  Theorie  der 
Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  4  von  Bedeutung;  sie 
leistet  dieser  Lehre  dieselben  Dienste,  wie  die  ebene  Curve 
4*®'  Ordnung  den  AbeFschen  Functionen  vom  Geschlecht  3. 
Die  diarahteristischen  Zahlen  für  diese  Curve  sind: 

r  =  18, 

m=36, 

h  =  6, 

^7=531, 

X  =  126, 

y  =96, 

a  =  60. 

Durch  jeden  ihrer  Punkte  geJien  ztvei  dreifache  Secanten 
(die  beiden  Geraden  der  Fläche  3^^  Grads,  auf  welcher  sie  liegt). 

Die  Anzahl  der  Ta/ngenten,  die  auch  sonst  noch  schneiden, 
beträgt  24, 

Die  Anzahl  der  Osculationsebenen ,  die  sonst  noch  berühren^ 
ist  324, 

Die  Osculationsdeveloppabele  hat  480  dreifache  Punkte, 
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Die  Curve  besitzt  120  dreifache  Tangentialebenen  und  kann 
selbstverständUch  keine  vierfa>che  Secante  haben. 

Man  hat  angefangen,  die  Confignration  der  120  dreifachen 
Tangentialebenen  der  Raumcurve  6*®'  Ordnung  und  der  360  zu- 
gehörigen Berührungspunkte  zu  studiren.  Diese  Configuration 
ist  für  das  Geschlecht  p  =s  4.  als  eine  Erweiterung  dessen  zu 
betrachten,  was  die  Configuration  der  28  Doppeltangenten  der 
ebenen  Curve  4**'  Ordnung  für  das  Geschlecht  p  =  3  ist. 

Die  360  Beruhrungspmüde  der  Curve  6^^  Ordnwng  mit 
Hiren  dreifachen  Tangentialebenen  liegen  zu  je  12  auf  32130 
Flächen  2^  Grads, 

Diese  Flächen  2^  Grads  lassen  sich  in  Paare  vereinigen 
und  es  gibt  acht  verschiedene  Arten  solcher  Paare;  ein  Pamr  ei'ster 
Art  ist  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  dass  vier  andere  der 
Flächen  2^^  Grads  existiren,  welche  jede  der  beiden  gegebenen 
Flächen  in  6  Pwnkten  (auf  der  Curve  6^^  Ordnung)  treffen, 
und  dass  es  ferner  16  andere  Flächen  2^^  Grads  gibt,  welche 
eine  der  beiden  Flächen  des  Paars  in  6  Punkten  u/nd  die  andere 
nur  in  drei  Pwnkten  (auf  der  Curve  6^^  Ordmmg)  schneiden, 
während  dagegen  Flächen  2^^  Grads,  welche  die  entgegengesetzte 
Eigenschaft  hätten,  nicht  existiren.  Wie  ma/n  sieht,  besitzt  also 
dieses  Paar  eine  gewisse  Asymmetrie, 

Wir  begnügen  uns  mit  diesen  Hinweisen;  Näheres  findet 
man  bei  Pascal,  Bend.  lAncei,  1.  Sem.,   1893  p.  204  u.  239. 

Wenn  man  zwei  Wurzel/n  der  Glddiumg  kennt,  von  welcher 
die  Bestimmu/ng  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der  Ba/um- 
curve  ^'  Ordnung  abhängt,  so  zerfallen  die  übrigen  118  in 
54  -f-  64  und  die  Gleichu/ng  der  64  hat  zur  Besolvente  die 
Gleichung  der  54,  welche  sich  ihrerseits  nach  Auflösung  einer 
Gleichung  27*^  Grads,  welche  keine  Besolventen  niedrigeren  Grads 
hat,  in  27  quadratische  Factoren  zerlegen  lässt. 

Kennt  ma/n  drei  Wurzel/n,  so  hängt  das  Problem  noch  von 
einer  Gleichwng  27*^  Grads  ab,  welche  keine  Besölvepien  niedri- 
geren Grads  hat.  Dieses  Theorem  ist  dem  Satz  über  die  28 
Doppeltangenten  der  ebenen  Curve  4*®'  Ordnung  oder  der  27 
Geraden  der  Flache  3*®'  Ordnung  analog.  Siehe  Pascal,  Bend, 
Lincei,  1.  Sem.,  1893,  p.  120. 

Mit  den  Raumcurven  6^^  Ordnung  befassten  sich:  Clebsch, 
Grelle,  63;  Baule,  Dissert.  Göttingen,  1872;  Emil  Wejr,  Wiener 
Berichte,  99,  2.  Abth.,  1890,  p.  932;  100,  2.  Abth.,  1891,  p.  457; 
Noether,  Grelle,  93;  London,  Math.  Ann,,  45;  Petot,  Compt 
Bend,,  102,  etc.  
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Was  die  Curven  7*®'  Ordnung  anlangt,  so  verweisen  wir  auf 
Eduard  Weyr,  Wien.  Ber.,  69,  2.  Abth.,  1874,  p.  399;  von 
der  Curve  9*®'  Ordnung,  welche  der  vollständige  Schnitt  zweier 
Flächen  5*®'  Ordnimg  ist  (d,  h.  die  Basiscurve  eines  Büschels 
cubischer  Flächen)^  geben  wir  hier  die  charakteristischen  Zahlen 
an.     Sie  sind: 

r  =  36, 

wi=81, 

h  =  18, 

g  =  3006 , 

X  =  576, 

y  =  504, 

«  =  144, 

p  =  10. 

Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  11  dreifache  Secanten, 

Es  gibt  144  Tangenten,  die  noch  sonst  schneiden  und  2160 
Osculutionsebenen,  die  noch  andersivo  berühren. 

Es  existiren  3360  dreifache  Tangentialebenen. 

Die  verschiedenen  Degenerationen  dieser  Curve,  des  Schnittes 
zweier  Flächen  3*®'  Ordnung,  sind  sämmtlich  bei  R.  Sturm  an- 
gegeben, Flächen  3.  Ordn.,  Leipzig  1867. 

§  6.    Die  rationalen  Baumeurven. 

Die  Curven  vom  Geschlecht  Null  heissen  rationcü  oder  auch 
unicursah  Man  hat  ihre  allgemeinen  Eigenschaften  festgestellt. 
Wir  geben  im  Folgenden  einige  der  elementarsten  Sätze,  die 
sich  speciell  auf  ihre  charakteristischen  Zahlen  beziehen.  Selbst- 
verständlich wird  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  keine  singulären 
Punkte  besitzt. 

Bie  OsciilcUionsdeveloppäbele  einer  rationalen  Baumcurve  w*®' 
Ordnung  ist  von  der  Ordnung  2(n  —  l). 

Es  gibt  (n  —  1)^  Gerade,  die  zwei  willkürliche  Gerade 
treffen  und  die  Curve  in  zwei  Punkten  schneiden. 

Eine  bewegliche  Gerade,  welche  eine  feste  Gerade  trifft  uml 
die  Curve  zioeimdl  schneidet,  beschreibt  eine  windschiefe  Fläche 
von  der  Ordnung  (n  —  1)^  für  welche  die  feste  Gerade  vielfach  von 

der  Ordnung- -^ und  die  gegebene  Curve  vielfach  von 

der  Ordnung  n  —  \  ist,  und  weiche  2  (w  —  l)  (m  —  2)  CuspidaJ- 
punkte  hat,  die  auf  der  rationalen  Curve  liegen. 
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Die  rationale  Curve  hat  offenbar 

(n  —  1)  (n  —  2) 

scheinbare  Doppelpunkte. 

Durch  jeden   ihrer  Punkte  gehen -^ dreifache 

Secanten, 

_       ...  (n  —  2)  (n  —  3)«  (n  —  4)     .     .    ,      _,        , 
Es  gibt-- vierfache  Secanten. 

Die  von  den  dreifachen  Secanten  gebildete  windschiefe  Fläche 

ist  von  der  Ordnwng 

(n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3) 

"      —  "       ■ ' '  '  ■  ■■■■—■ — , a 

3 

Die  Glasse  der  Curve  ist  die  3(n  —  2)*®. 
Durch  jeden  Funkt  der  Curve  gehen  3(n — .3)  in  anderen 
Fu/nkten  oscuUrende  Ebenen. 

Durch  jeden  Funkt  des  Baums  gehen 

2(n  —  2)(n  —  S) 

Doppeltangentialebenen. 

Durch  jeden  Funkt  der  Curve  gehen 

2(w  — 3)(w  — 4) 

in  zwei  anderen  Funkten  berührende  Ebenen. 

Jede  Tangente  wird  von  2{n  —  3)  anderen  Tangenten  ge- 
troffen. 

Die  Curve  hat  4c(n  —  3)  stationäre  Ebenen. 

Es  gibt  6  (n  —  3)  (w  —  4)  Osculationsebenen,  die  auch  sonst 
noch  berühren. 

Es  existiren  2(n  —  2)  (n  —  3)  Tangenten,  welche  die  Curve 
noch  sonstwo  schneiden. 

Die   Curve  hat  — ^-^— r — — Bitangentiälebenen. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  rationalen  Curven  betrifft 
die  auf  diesen  Curven  existirende  sogenannte  Fu/ndamental- 
involution: 

Die  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  eines  Punkts  der  Curve  lassen 
sich  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  A  mittelst  der 
Eelationen 

n 

Xi  =  ax, 

-.  n 

X2  ==  Ox, 

n 

X^  =  CXf 

x^  =  dx 
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ausdrücken,  worin  unter  «",&?,•••  in  symbolischer  Bezeichnung 
binäre  Formen  n^^  Grads  verstanden  werden.  Man  construirt 
nun  die  n  —  3  Formen  w*®"  Grads,  die  zu  jeder  der  vier  ge- 
gebenen und  mithin  zu  jeder  beliebigen  Form  des  durch  diese 
vier  Formen  individualisirten  Systems  apolar  sind.     Siehe  Kap.  2. 

Das  durch  die  »  —  3  so  gebildeten  Formen  individualisirte 
lineare  System  stellt  dann  eine  Involution  (siehe  Kap.  2)  von 
Gruppen  von  n  Pimkten  auf  der  gegebenen  Cur  vre  dar.  Man 
hat  also: 

Auf  der  gegebenen  rationalen  Curve  existirt  eine  Involution 
w**'  Ordnung  und  {n  —  4)*®'  Stufe,  deren  Gruppen  von  n  Punkten 
apolar  zu  allen  Gruppen  von  n  Punkten  sind,  die  von  einer  be- 
liebigen Ebene  des  Baums  auf  der  Curve  ausgeschnitten  werden. 

Diese  Involution  hat  Stahl  fundamental  genannt. 

Für  w  =  4  reducirt  sich  die  Involution  offenbar  auf  eine 
Gruppe  von  nur  4  Punkten.  Bei  der  (rationalen)  getcundenen 
Curve  4*^'  Ordnung  .2*®'  Spedes  ivird  diese  Gruppe  von  vier 
Punkten  durch  die  vier  Berührungspunkte  der  stationären  Oscu- 
lationsebenen  gebildet  (siehe  §  4).  In  diesem  Fall  treten  jedoch 
noch  andere  Involutionen  auf,  die  im  Allgemeinen  Study  ge- 
funden hat,  wie  schon  in  §  4  gesagt  wurde. 

Zum  Studium  der  Fundamcntalinvolution  auf  den  rationalen 
Curven  ist  besonders  Stahl  zu  empfehlen,  Grelle,  104;  Mat^. 
Ann.,  40.  Andere  Arbeiten  über  die  rationalen  Curven  sind  von 
Emil  Weyr,  Giom.  di  Batt,,  9;  Ann,  di  mat,  4;  Grelle,  74;  Ist 
Lomb.,  1882;  Prag.  Berichte,  1882,  etc.;  Korndörfer,  Math. 
Ann.,  3;  Brill,  ib.,  36;  etc.  Berzolari,  Ann.  di  mat,  21 
dehnt  einige  der  vorstehenden  Betrachtungen  auf  die  rationalen 
Curven  in  einem  Raum  von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dimen- 
sionen aus. 


Kapitel  XI. 
Die  Flächen  3*«^  Ordnung. 

§  1.   Allgemeines.     Die  Flächen  mit  Doppelpunkten. 

Geometrische  Erzeugung. 

Die  allgemeine  Fläche  5*®'  Ordnwng  ist  von  der  12^^  Classe. 
Dei'  aus  einem  beliebigen  Ptmkt  des  Raums  beschriebene  Ta/n- 
gentenkegd  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^^  Ordnung 
und  besitzt  sechs  Büclckehrkanten ,  aber  keine  eigentliche  Doppel- 
kernte.     Die  parabolische  Curve  ist  von  der  12^^  Ordnwng. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  allgemeinen  Fläche  5'®'  Ord- 
nung enthält  19  nidit  homogene  Coefficienten, 

Auf  einer  allgemeinen  Fläche  5*®'  Ordnung  gibt  es  27  Gerade. 

Wenn  eine  Fläche  5*®'  Ordnung  eine  Doppellinie  hat,  so 
kann  diese  nur  eine  einzelne  Gerade  sein;  in  diesem  Fall  ist 
jedoch  die  cubische  Fläche  eine  Regelfläche. 

Bei  einer  soldien  Fläche  5*®'  Ordnu/ng  gibt  es  auf  der 
Doppelgeraden  zwei  u/niplanare  Pu/nkte  (siehe  Kap.  9,  §  4);  die 
anderen  sind  biplcmar. 

Eine  Fläche  5*®'  Ordnung  kann  höchstens  vier  Doppelpunkte 
haben. 

Eigentliche  abwickelbare  Flächen  3^^  Ordnung  gibt  es  nidit, 
sondern  nur  uneigentliche,  tvie  die  Kegel  und  Gylinder  3^^ 
Ordnung. 

Wir  lassen  hier  eine  Classification  der  verschiedenen  Arten 
von  Flächen  3*®'  Ordnung  mit  singulären  Punkten  und  von  Regel- 
flächen 3*®'  Ordnung  folgen.  Von  diesen  letzteren  gibt  es  nur 
ztvci  Species. 

Diese  Classification  hat  Cayley,  Phil.  Trans.,  1869  voll- 
ständig durchgeführt;  die  Fälle  (5),  (7),  (ll),  (15),  (20)  waren 
schon  vorher  von  Schlaefli,  Phil.  Trans.,  1863  untersucht 
worden.     Die  Regelflächen  3*®'  Ordnung  wurden  noch  früher  von 
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Cremona,  Ist  Lombardo,  1861;  Cr  die,  60  studirt.  Man  sehe 
auch  eine  Arbeit  von  Em.  Weyr  nach,  Geom.  der  räumL  Er- 
Zeugnisse,  Leipzig,  1870. 

(In  den  folgenden  Tabellen  bezeichnen  wir  mit  den  Sym- 
bolen m(i),  m(^\  . . .,  v^^\  v^^\  . . .  homogene  Funktionen  1*^,  2*«'* . . . 
Grads  in  x^,  x^,  x^). 


liEofende 
Nummer 


Beschaffenheit  der  Singularität 


Glasse 


Gleichung  der  Fläche 


3 


Ohne  singulare  Punkte. 


Ein  konischer  Punkt. 


Ein  biplanarer  Punkt. 


Zwei  conische  Punkte. 


Ein  biplanarer  Punkt 
derart,  dass  der  Schnitt 
der  beiden  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  ange- 
hört. Er  ist  als  die  Yec- 
einiffung  zweier  conischer 
Punkte  anzusehen. 


Ein  conischer  Punkt  und 
ein  biplanarer  Punkt. 


Ein  biplanarer  Punkt, 
wie  in  Fall  (6),  aber  unter 
der  Voraussetzung,  dass 
die  Berührungsebene  an 
die     Fläche     längs     der 

Pascal,  Bepertorinm.  n. 


12 


10 


9 


8 


u^*^x^  +  wW  =  0. 
Der  conische  Punkt  ist 

•C«    ssa  Xa  ^-^  tC«  — —  V. 


Der  biplanare  Punkt  ist 

so*    ^^"  *^9   '^^  *^S    ""*"  "' 


Man  nehme  in  der  Glei- 
chung unter  (2)  an,  wC«),  wC«) 
enthalten  x^  nur  im  ersten 
Grad. 


Wird  der  Gleichung 
unter  (3)  die  reducirte 
Form 

Äj  Xf  x^  +  ^^'^  *=  ö 
gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  (6),  wenn 
man  z.  B.  annimmt,  u^^^ 
enthalte  rcg*  nicht.  Die 
Tangentenebenen  sind 

a?!  =  0 ,  ajj  =  0. 


Die  Gleichung  in  diesem 
Fall  erhält  man  aus  (4) 
durch  die  Annahme,  der 
Coefficient  von  x^  zerfalle 
in  zwei  Factoren. 


Eine     reducirte     Glei- 
chung für  diesen  Fall  lautet 

'v*    o»*    or*      I    0*    t*   *— i—  IT   '  1*    — 
»t-l  »*'8  •*'4  ^  »*'i  •*'s     T^  •*'2    **'8 

—  a^i*  =  0. 

18 
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Laufende 
Nummer 

Beschaffenheit  der  Singularität 

Classe 

Gleichung  der  Fläche 

Schnittgeraden  der  beiden 
Tangentenebenen  mit  einer 
der  letzteren  zusanmien- 
falle.    Diese  Singularität 
ist    als    die  Vereinigung 
eines    konischen    Punkts 
mit  einem  biplanaren  Punkt 
anzusehen.     Die    Berfih- 
rungsebene  längs  der  Ge- 
raden schneidet  die  Fläche 
in  der  zweimal  gezählten 
Geraden    selbst    und    in 
einer  anderen  von  ihr  ver- 
schiedenen Geraden. 

6 

Der  biplanare  Punkt  ist 

^1  =  ^j  —  ^s  —  ö 

mit  den  Tangentenebenen 
0^1— 0,  a;,  =  0;    die   Be- 
rührungsebene   in   einem 
Punkt  der  Schnittgeraden 
dieser  Ebenen  ist  immer 
X.  —  0  und  schneidet  die 
Fläche  in  der  zweimal  zu 
rechnenden  Geraden 

aj^  «*  rcj  =  0 

und   in    der    nur   einmal 
gezählten 

ajj  =  iCg  =  0. 

8 

Drei  konische  Punkte. 

Tn  der  Gleichung  unter 
(2)  nehme  man  an,  wW^mW 
enthalten  x^ ,  x^    nur   im 
ersten  Grad. 

9 

Zwei  biplanare  Punkte. 

6 

Man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, die  Gleichung  in 
Fall  (3)  enthalte  x.  nur  im 
ersten  Grad  und  der  Coef- 
ficient  von  x^  zerfalle  in 
zwei  Factoren. 

10 

Ein     konischer    Punkt 
und  ein  biplanarer  Punkt 
von  der  Art,  wie  in  Fall  (6). 

6 

Man  setze  in  Fall  (5) 
voraus,  t«(')  enthalte  auch 
rCj*  nicht. 

11 

Ein  biplanarer   Punkt, 
wie  in  Fall  (7),  aber  mit 
der  neuen  Eigenheit,  dass 
die  Berührungsebene  längs 
der  Geraden   die   Fläche 
in  derselben  dreimal  ge- 
zählten Geraden  schneidet. 
Man  sagt  in  diesem  Fall, 
die   Gerade    oscvlire   die 
Fläche.   Der  Punkt  ist  als 
die  Vereinigung  von  drei 
conischen  Punkten  anzu- 
sehen. 

6 

Die  reducirte  Gleichung 
lautet: 

•*'!  Xa  Xa      '    1        X-t    Xm             1        Xm 

—  ax^^^O. 
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Liaufende 
Nummer 

Beachaffenheit  der  Singularität 

Glasse 

Gleichung  der  Flftche 

12 

Ein  nniplanarer  Punkt. 

6 

(X,  +X^+  X^)*X^  + 

—Y~  Xt  Xa  X^  ä^^  U. 

13 

Ein    gewöhnlicher    bi- 
planarer  Pankt  und  zwei 
conische  Punkte. 

5 

+  x,)-0. 

14 

Ein    biplanarer  Punkt, 
wie  in  Fall  (7),  und  ein 
conischer  Punkt. 

5 

XiX^X^+X^X^^+X^*X^—0. 

15 

Ein  nniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 
gentenebene in  ihm   die 
Fläche  längs  drei  Geraden 
schneidet,  von  denen  zwei 
Zusammenfolien. 

6 

X^^X^+X^^Xj^  +  X^X^^—O. 

16 

Vier  konische  Punkte. 

4 

x^x^x^  +aj,a;8^4  + 
+  ÄjOy^iCj  -|-  x^x^ x^  =  0. 

17 

Zwei  biplanare  Punkte 
und  ein  conischer  Punkt. 

4 

^1  ^^8  +  ^1  ^4*+  ^4* ""  Ö- 

18 

Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(6),    nnd    zwei    conische 
Punkte. 

4 

«1  «J,  a?4  +  (^i  +  ^»)«8  *— Ö- 

19 

Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(11),    und   ein    conischer 
Punkt. 

4 

•Cj  Xm  Xa  "y"   Out  Xm      "^  (Z/a      *^^    V . 

20 

Ein  nniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 
gentenebene  in   ihm  die 
Fläche  längs  drei  zusam- 
menfallenden     Geraden 
schneidet. 

4 

X^      Xm    "^   X\  X»       — J—  ä/a       —    V. 

21 

Drei  biplanare  Punkte. 

3 

Man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, die  Gleichung  im 
Fall  (9)  enthalte  auch  o?. 
nur  im  ersten  Grad  und 
der  Coef&cient  von  x^  zer- 
falle in  zwei  Factoren. 

In  dem  speciellen  Fall, 
in  welchem  den  drei  bi- 
planaren  Punkten  zu  je 
zweien  eine  gemeinschaft- 

18* 
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Laufende 
Nummer 

1 ^ 

Beschaffenlieit  der  Singularität 

Glasse 

Gleichung  der  Fl&che 

3 

liehe  Berührungsebene  ent- 
spricht, lautet  die  redu- 
cirte  Gleichung  der  Fläche : 

3Ut           1      ftü«  »*/•  M/^   ^~~  Vr» 

22 

Eine  Doppelgerade, 
deren  Punkte  bis  auf  zwei 
uniplanare  sämmtlich  bi- 
planar  sind.    Die  Fläche 
ist  eine  Begelfiäche.    Sie 
wird   von   einer  Geraden 
erzeugt,  die  an  zwei  an- 
deren (Directricen)  derart 
hingleitet,   dass   die   auf 
ihnen  entstehenden  Punkt- 
reihen projectiv  sind,  und 
die  eine  der  letzteren  ein- 
fach, die  andere  doppelt  in- 
Yolutorisch  ist.  Die  zweite 
Directrix  ist  die  Doppel- 
gerade. 

Die    Doppelgerade    ist 

x^  =  0,  ajj  =  0. 

Die  Directricen  sind  die 
Geraden 

x^  —  0,  oj,  —  0 
und 

a?,  =  0 ,  a;^  =  0. 

23 

Eine  Doppelgerade,  in 

deren  /^iplanaren           \ 
\oder  uniplanaren/ 
Punkten  eine  Berührungs- 
ebene    immer      dieselbe 
bleibt.  Diese  Fläche  lässt 
sich  als  Grenzfall  der  vori- 
gen ansehen,  wenn  die  bei- 
den Directricen  sich  unbe- 
grenzt einander  zu  nähern 
suchen.    Ueber    ihre  Er- 
zeugung siehe  Salmon- 
Fiedler,l.c.,p.  370.  Man 
pflegt  sie  die  Cayley*sche 
Begel fläche  5**'  Ordmrng  zu 
nennen. 

3 

Die   Ebene  rc^  =  0   be- 
rührt die  Fläche  in  jedem 
Punkt  der  Doppeleeraden 
x^=x^'^0  und  schneidet 
die  Fläche  längs  der  näm- 
lichen dreimcS  gezählten 
Geraden.    Die  zweite  Be- 
rührungsebene umhüllt  ein 
Hyperboloid 

^1  ^s  -{-  x^x^^  0. 

Wir  lassen  hier  femer  eine  Tabelle  der  charakteristischen 
Zahlen  für  die  allgemeine  Fläche  3*®'  Ordnung  und  für  einige  der 
in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Flächen  folgen. 

Die  in  der  ersten  Zeile  stehenden  Zahlen  beziehen  sich 
auf  die  laufenden  Nummern  der  in  der  vorigen  Tabelle  auf- 
geführten Flächen;  über  die  Bedeutung  der  in  der  ersten  Colunme 
stehenden  Buchstaben  verweisen  wir  auf  Kap.  9,  §  1. 
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AUge- 

meine 

Fläche 

(2) 

(3) 

w 

(6) 

(8) 

(9) 

(12)  (13)  (16) 

(17) 

(21) 

(22) 

koniRche 
PnnUe 

0 

1 

0 

2 

1 

3 

0 

0 

2 

4 

1 

0 

biplanare 
Punkte 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

2 

0 

1 

0 

2 

3 

— 

uniplanare 
Punkte 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

a^o' 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

4 

d 

0 

1 

0 

2 
6 

1 

3 

0 

3 

2 

4 

1 

0 

0 

X 

6 

6 

7 

7 

6 

8 

6 

7 

6 

8 

9 

3 

n' 

12 

10 

9 

8 

7 

6 

6 

6 

6 

4 

4 

3 

3 

X 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

3 

5' 

27 

16 

9 

7 

3 

3 

0 

3 

1 

3 

0 

0 

1 

AT 

216 

106 

36 

21 

3 

3 

0 

3 

0 

3 

0 

0 

0 

f 

45 

16 

6 

3 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

9 

27 

16 

9 

7 

3 

3 

0 

3 

1 

3 

0 

0 
0 

1 

c' 

24 

18 

16 

12 

10 

6 

8 

6 

4 

0 

2 

0 

Ä' 

180 

96 

84 

38 

24 

6 

24 

7 

2 

0 

0 

M. 

2 

0 

0 

r 

30 

24 

18 

17 

12 

9 

8 

7 

5 

0 

0 

0. 

6 

12 

12 

12 

10 

9 

6 

8 

6 

4 

0 

2 

0 
0 

0 

? 

54 

30 

18 

13 

6 

3 

0 

3 

1 

0 

0 

0 

Ueber  die  Anzahl  und  Configuration  der  auf  den  Flächen 
gter  Ortung  mit  Doppelpunkten  gelegenen  Geraden  siehe  weiter 
unten  §  3. 


Die  verschiedenen  geometrischen  Erzeugimgsarten  der  Flächen 
ßter  Ordnung  sind  die  folgenden: 

Man  habe  zwei  Trieder  A  und  5;  jede  Ebene  des  ersten 
schneidet  jede  Ebene  des  zweiten;  somit  erhält  man  im  Ganzen 
neun  Gerade;  durch  einen  Punkt  P  des  Baimis  wird  eine  Ebene 
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gelegt,  welche  die  neun  Geraden  in  neun  Punkten  trifft;  durch 
diese  neun  Punkte  und  durch  P  geht  immer  eine  Curve  3*®'  Ord- 
nung. Der  Ort  dieser  Curve,  wewn  man  die  Lage  der  durch  P 
gelegten  Ebene  auf  alle  mögliche  Art  ändert,  ist  eine  allgemeine 
durch  P  und  die  netm  Geraden  gebende  Fläche  3^^  Ordnimg, 
Steiner,  Berl.  Äk,,  1856;  Crdle,  53. 

Gegeben  sind  zwei  prqjective  Büschel,  das  eine  von  Flächen 
S^^  Ordmmg,  das  andere  von  Ebenen;  der  Ort  der  Schnittcurve 
der  sich  ent^echenden  Elemente  ist  eine  Fläclie  3^'  Ordmmg.  (id.) 

Ins  Besondere: 

Der  Ort  der  Kegelschnitte,  in  welchen  jede  Fläche  2^^  Ord- 
mmg eines  Büschels  von  der  Polarebene  eines  Punkts  P  in  Be- 
zug auf  sich  selbst  geschnitten  wird,  ist  eine  Fläche  5*®'  Ord- 
nu/ng,    (id.) 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  dreien  sich  entsprechenden 
Ebenen  dreier  projectiver  Netze  von  Ebenen  gemeinschaftlich  sind, 
ist  eine  Fläche  5*®'  Ordnung,  Grassmann,  Grelle,  49;  Schröter, 
Grelle,  62. 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  m  Bezug  auf  alle  Flächen 
^ten  Q^Q^s  ^fi^ßß  Netzes  ist  eine  Fläche  5*®'  Ordnung,    Steiner. 

Der  Ort  des  Schnittpunkts  dreier  Polarebenen  aller  Punkte 
einer  anderen  Ebene  in  Bezug  auf  drei  Flächen  2^^  Grads,  die 
nicht  demselben  Büschel  angehören,  ist  eine  Fläche  5*®'  Ord- 
mmg,   (id.) 

Man  habe  sechs  Ebenenbüschel  a,b,  c;  a^,b^,  c^  und  die 
drei  Axen  der  drei  ersten,  ebenso  wie  diejenigen  der  drei  letzten, 
mögen  sich  nicht  schneiden;  man  stelle  eine  projective  Beziehung 
zwischen  a  und  a^,  b  imd  5^,  c  imd  c^  her  imd  betrachte  eine 
Ebene  %  und  in  ihr  einen  Punkt  P,  durch  den  drei  Ebenen  der 
ersten  drei  Büschel  gehen;  diesen  3  Ebenen  entsprechen  drei 
Ebenen  der  zweiten  drei  Büschel.  Der  Ort  des  Schnittpunkts 
dieser  letzten  drei  Ebenen,  wenn  sich  P  in  7t  bewegt,  ist  eine 
Fläche  5*®'  Ordnung,  F.  August,  Dissert,  BerUn,  1862;  Eudolf 
Sturm,  Fläch.  3,  Ordn,,  Leipzig  1867,  p.  44. 

Eine  Fläche  3*®'  Ordnung  mit  einem  konischen  Punkt  wird 
auf  die  folgende  Art  erzeugt  (Salmon): 

Die  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  rotiren  um  vier  Punkte, 
während  die  drei  Kanten  einer  Seitenfläche  sich  ia  drei  festen 
Ebenen  bewegen;  der  Ort  des  gegenüberliegenden  Eckpmikts  be- 
schreibt eine  cubische  Fläche,  für  welche  der  Schnittpunkt  der 
drei  festen  Ebenen  Doppelpunkt  ist.  Dieses  Theorem  ist  ein 
specieller  Fall  des  Grassmann'schen. 
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Es  seien  Ä^^  JL^,  -äj,  Ä^  vier  Punkte  einer  Ebene  und 
A^%  A^^  A^\  AI  ihre  Projectionen  von  einem  Punkt  P  aujs  auf 
vier  gegebene  Ebenen;  der  Ori  des  Punkts  F,  für  welchen  die 
vier  Punkte  A  m  derselben  Ebene  liegen^  ist  eine  cubische  Fläche 
mit  vier  Boppdpmikten ,  welche  die  JEckpimkte  des  aus  den  vier 
gegebenen  Ebenen  gebildeten  Tetraeders  sind,  R.  Sturm,  1.  c, 
p.  381. 

Diese  Fläche  mit  vier  konischeti  Punkten  (4%  Classe)  wurde 
zuerst  von  Cayley,  1844,  Joum.  de  lAouville,  9  studirt;  man 
nennt  sie  desshalb  wohl  auch  die  Cayley'sche  Fläche,  Sie  ist 
von  besonderem  Interesse,  weil  sie  die  reciproke  Polare  der  Steiner'- 
sehen  Fläche  ist.  Siehe  Kap.  12,  §  8.  Sie  wurde  auch  von 
Eckhardt  in  der  weiter  unten  citirten  Arbeit  und  von  Anderen 
untersucht. 

Fällt  man  von  einem  Ptmkt  der  öayley'schen  Fläche  Lothe 
auf  die  vier  Seitenflächen  des  von  den  Doppelpunkten  bestimmten 
Tetraeders,  so  liegen  die  Fusspwnkte  dieser  Lothe  in  einer  Ebene. 

Diese  Eigenschaft  gab  Veranlassung  zu  einer  Construction, 
die  ein  specieller  Fall  der  oben  angegebenen  ist. 

Beltrami  kam  bei  dem  Studium  einiger  stereometrischer 
Eigenschaften  zu  den  folgenden  einfachen  Sätzen  über  die  in  Eede 
stehende  Fläche  (Giorn.  di  Batt.,  1): 

Die  Mittelpunkte  der  28  Sir  ecken,  die  durch  die  Centren 
der  8  in  ein  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugeln  bestimmt  werden, 
liegen  auf  einer  Fläche  5*®'  Ordnung,  welche  die  sechs  Kanten 
dieses  Tetraeders  vollständig  enthält.  Diese  Fläche  ist  die  Cayley'- 
sche und  ihre  vier  konischen  Punkte  sind  die  Eckpunkte  des 
Tetraeders. 

Die  vier  der  Fläche  5'®'  Ordmmg  umschriebenen  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Eckpmikten  des  Tetraeders  liegen,  sind 
Kegel  2^^  Ordmmg  und  sdineiden  sich  zu  je  zweien  in  sechs 
ebenen  Kegelschnitten.  Die  Ebene  des  Schnitts  der  beiden  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Endpunkten  einer  Kante  liegen,  geht  dwrch 
die  gegenüberliegende  Kante  und  ist  der  Berührungsebene  an 
die  Fläche  längs  dieser  Kante  harmonisch  oonjugirt  in  Bezug 
auf  die  beiden  Seitenflächen  des  Tetraeders,  die  sich  in  dieser 
Kante  schneiden.  Femer  gehen  die  6  Ebenen  der  6  Kegel- 
schnitte durch  einen  und  denselben  Punkt. 
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Von  den  ältesten  Studien  über  die  Fläche  3*®'  Ordnung  sind 
speciell  die  von  Cayley  und  Salmon,  Cambr,  ma/th,  J(mm.,  4, 
1849;  Sylvester,  ib.,  6,  1851;  Steiner,  1.  c;  Grassmann, 
1.  c.  und  F.  August,  Dissert,  Berlin  1862  hervorzuheben. 

Besonders  wichtig  waren  die  späteren  Arbeiten  von  Cre- 
mona,  Cr  die,  68  und  von  B.  Sturm,  die  von  der  Berliner  Akademie 
1866  prämürt  wurden.  Von  R.  Sturm  sind  auch  die  synthetischen 
Uiü€rsuchwnge%  über  Flächen  8^^  Ordnung j  Leipzig  1867;  femer 
ist  ein  grosser  Theil  der  deutschen  üebersetzung  der  Teoria  deUe 
superficie  von  Cremona,  die  Curtze,  Berlin  1870  besorgt  hat, 
diesen  Flächen  gewidmet; 

Mit  speciellen  cubischen  Flächen  oder  solchen  mit  singulären 
Funkten  beschäftigten  sich  unter  Anderen:  Cayley,  JPhü,  Trans., 
1869;  Schläfli,  ib.,  1863;  Clebsch,  Math.  Ann.,  4;  Gott. 
Nachr.,  1872;  Eckardt,  Math.  Ann.,  5,  10;  Kohn,  Wien.  Btr., 
96,  1887;  etc. 

Die  ßegelflächen  3*®'  Ordnung  studirten  Cayley,  Phil.  Mag., 
1862,  1864;  Fhü.  Trans.,  1864;  Cremona,  Ist.  Lomh.,  1860; 
CreUe,  60;  Em.  Weyr,  Geom.  d.  räuml.  Emeugn.,  Leipzig  1870; 
Pittarelli,  Giorn.  di  Batt.,  32. 

Auch  in  der  Geom.  d.  Bawmes,  2  von  Salmon-Fiedler 
imd  in  der  Geom.  der  Lage  von  Reye  wird  die  Theorie  der 
cubischen  Flächen  ausfiihrlich  behandelt. 

Eine  reiche  Sammlung  von  Gypsmodellen  der  verschiedenen 
Formen  der  Flächen  3*®'  Ordnung  hat  der  Verlag  von  L.  Brill 
in  Darmstadt  (jetzt  im  Besitze  von  Schilling  in  Halle)  heraus- 
gegeben; siehe  seinen   CatcAog  math.  ModeUe,  Darmstadt  1892. 

§  2.   Bas  Sylvester'sohe  Pentaeder.     Die  Hesse'sohe  oder 
Kemfläche  der  Fläche  3^'  Ordnung. 

Der  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläclie  3^^  Ord/nu/ng  ohne 
singulare  Punkte  kann  man  die  Form 

a^Zi»  +  a,X,^  +  ajX,»  +  a^X/  +  a,X^^  =  0 

geben,  worin  X^  =  0,  X^  =  0,  •  •  •,  Xg  =  0  die  Gleidiungen 
von  fünf  Ebenen  sind,  die  ein  sogenanntes  Sylvester'sches  Pen- 
taeder bilden.  Wie  man  weiss,  besteht  zwischen  den  fonf  X 
immer  eine  homogene  lineare  identische  Eelation;  man  kann  nun 
selbstverständlich  immer  voraussetzen,  die  Constanten,  welche  in 
die  Gleichungen  der  Ebenen  X  eintreten,  seien  derart  gewählt, 
dass  die  homogene  lineare  Relation,  welche  zwischen  den  linken 
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Seiten  der  Gleichungen  der  fcbif  Ebenen  besteht,  sich  auf  die  ein- 
fache Form 

5 

^X,  =  0 

1 

reducirt. 

Man  kann  den  Satz  also  auch  so  aussprechen: 

Der  Gleichung  der  cvMschen  Fläche  lässt  sich  die  Gestalt 

5 

^a^X^  =  0     (Fentaedergleidiung) 

1 

geben,  wobei  zwischen  den  X  die  identische  Relation 

6 

J^Xi  =  0     besteht 
1 

Dieser  sehr  wichtige  Satz  wurde  zuerst  von  Sylvester 
ohne  Beweis  aufgestellt,  Cambr.  maffi.  Joum,,  6,  1851,  p.  198, 
später  von  0  leb  seh,  Grelle,  59  streng  bewiesen;  darauf  folgten 
dann  die  Arbeiten  von  Gordan^  Math,  Ann,,  5  und  Reye, 
CreUe,  78. 

Die  Gleichung  der  Eesse'schen  Fläche  (Kernfläche)  der- 
jenigen CfMschen  Fläche,  deren  Gleichung  die  vorstehende  Gestalt 
hat,  lautet: 

a^Xj    '    a,X,    '    ajZ«    '    a^X^    '    a^X^ 

Die  Hesse'sche  und  Steiner'sche  Fläche  einer  Fläche  5*®' 
Ordnung  sind  identisch  (siehe  Kap.  9,  §  5)  und  von  der  4*®" 
Ord/nu/ng, 

Die  Punkte  der  Hesse^schen  Fläche  entsprechen  sich  daher 
zu  je  zweien  derart,  dass  die  polare  Fläche  2^^  Grads  eines 
Punkts  der  Hesse'schen  Fläche  in  Bezug  auf  die  cübische  Fläche 
ein  Kegel  ist,  dessen  Spitze  in  einem  anderen  Punkt  der  Hesse'- 
schen Fläche  Hegt, 

Diese  Zuordnung  ist  reciprok. 

Die  Gerade,  welche  zwei  sich  entsprechende  Punkte  der  Hesse'- 
schen Fläche  verbindet,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Polarebenen 
ihrer  Punkte  dt^ch  eine  feste  Gerade  gehen,  welche  Doppeltangente 
der  Hessischen  Fläche  ist,  d.  h.  sie  in  zwei  Pu/nkten  berührt. 

Die  Hessen  sehe  Fläche  besitzt  10  Doppelpunkte  u/nd  10  Gerade; 
die  ersten  sind  zu  je  dreien  auf  10  Geraden  verfheilt  und  diese 
gehen  zu  je  dreien  durch  die  zehn  Punkte, 
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Diese  10  Funkte  imd  10  Geraden  sind  die  Ecken  tmd 
Kanten  des  Sylvester' sehen  Pentaeders  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Fläche  5*®'  Ordnung. 

Die  Polarfläche  2^  Grads  (in  Bezug  auf  die  Fläche  3^' 
Ordnung)  eines  der  10  Doppelpunkte  der  Hessen  sehen  Fläche  zer- 
fällt in  zwei  Ebenen,  deren  Schnitt  auf  der  Hesse* sehen  Fläche  liegt 
un^  eine  der  erwähnten  10  Geraden  ist;  die  beiden  Ebenen  sind 
in  Bezug  auf  die  beiden  durch  diese  Geraden  gehenden  Seitenflächen 
des  Pentaeders  harmonisch  conjugirt. 

Durch  dieses  Theorem  wird  eine  Zuordnung  zwischen  den 
10  Punkten  und  10  Geraden  hergestellt. 

Der  Schnitt  (12^^  Ordnung)  der  cuibischen  Fläche  mit  ihrer 
Hesse*schen  Fläche  ist  für  beide  Flächen  eine  parabolische  Curve. 
R.  Sturm. 

Die  der  Fläche  5*®'  Ordnung  längs  der  parabolischen  Curve 
umschriebene  Developpabele  ist  auch  der  Hesse'söhen  Fläche  um- 
schrieben. 

Jede  Gerade  der  Fläche  5*®'  Ordnung  berührt  die  Hesse' sehe 
Fläche  doppelt. 

Die  Bestimmung  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse' sehen  Fläche 
hängt  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  10^^  Grads  ab,  die 
ihrerseits  wieder  von  der  Lösung  einer  Gleichung  5*®^  Grads  ab- 
hängig ist.  Siehe  Clebsch,  Grelle,  49;  Salmon-Fiedler,  1.  c, 
§§  298,  299. 

Ueber  die  Configuration  der  Ebenenpaare,  welche  die  polaren 
Flächen  2*®^  Grads  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'schen  Fläche 
darstellen,  und  der  Geraden,  in  welchen  diese  Paare  sich  schneiden, 
etc.  gibt  es  ein  Clebsch'sches  Theorem  (1.  c),  das  von  E.  Sturm 
und  Salmon-Fiedler  reproducirt  und  vervollständigt  wurde. 

Wenn  man  in  der  Pentaedergleichung  der  Fläche  S***  Ord- 
nung annimmt,  alle  a  seien  gleich  1,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

während  zwischen  den  X  die  Relation 

^Xi  =  0     besteht. 

Die  durch  die  vorstehende  Gleichung  dargestellte  Fläche 
wurde  von  Clebsch  Diagonalfläche  genannt.    Math.  Ann,,  4. 

Betrachtet  man  in  jeder  der  fünf  Seitenflächen  'des  Penta- 
eders das  du/rch  die  übrigen  vier  Seitenflächen  bestimmte  Vierseit 
und  von  diesem  die  drei  Diagonalen,  so  liegen  die  15  sich  so 
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ergebenden  Diagonalen  auf  der  Clehsch'schen  Fläche,  Daher 
kommt  der  Name  Biagonalfläche. 

Die  Fläche  hat  mithin  15  Gerade,  die  zu  je  dreien  10  mal 
durch  einen  Punkt  gehen  und  5  mal  in  einer  Ebene  liegen. 

Alle  FwMe  der  Diagonalfläche  sind  hyperbolisch  (siehe 
Kap.  9,  §  1)  mit  Ausnahme  der  10  Echpunkte  des  Pentaeders, 
welche  der  Fläche  angehören  und  parabolische  Punkte  für  sie 
sind.     Klein,  Math,  Ann,,  6. 

Der  redle  Theil  der  parabolischen  Gurve  reducirt  sich  auf 
diese  10  isolirten  Punkte  allein. 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Clebsch'schen  Fläche  (ausser 
den  15  Diagonalen)  büden  eine  Doppelsechs.     Siehe  §  3. 

Eine  Fläche,  die  zwischen  der  allgemeinen  Fläche  3*®'  Ord- 
nung und  der  Diagonalfläche  ihre  Stellung  hat,  ist  die  Cayley'sche, 
Phü,  Mag.,  1,  1864: 

a,V  +  a^Xa»  +  5(^3*  -f  ^4'  +  ^5')  =  0. 

Sie  hat  drei  dreifache  Tangentialebenen,  die  durch  eine 
Gerade  gehen  und  drei  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 

Studien  über  das  Pentaeder  hat  auch  ßodenberg,  Math, 
Ann,,  14;  Disseri.,  Göttingen,  1874  gemacht.  Sonstige  Unter- 
suchungen findet  man  bei  Cremona  und  Anderen;  siehe  weiter 
unten  §  3. 

Als  Erweiterung  eines  Satzes  über  die  cubischen  Plancurven 
lässt  sich  das  folgende  von  Clebsch  gefundene  Theorem  an- 
sehen, Grelle,  63: 

Die  Polarebene  eines  Punktes  P  einer  Fläche  5*®'  Ordnung 
in  Bezug  auf  ihre  Hesse'sche  Fläche  schneidet  die  in  P  die 
cubische  Fläche  berührende  Ebene  in  einer  Geraden,  welche  die 
Jnflexionsgerade  des  Schnitts  dieser  Ebene  mit  der  Fläclie  3^^ 
Ordnung  ist. 

Die  Envdoppe  der  Ebenen,  welche  die  cubische  Fläche  in 
harmonischen  Gurven  5**'  Ordnung*)  schneiden,  ist  eine  Fläche 
6*^^  Glasse,  und  die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  sie  in  äqui- 


*)  Unter  harmonischen  Gurven  5**'  Ordnung  versteht  man  die- 
jenigen, ffir  welche  das  anharmonische  Verhältniss  (d.  h.,  das  con- 
stante  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten,  die  sich  von 
einem  beliebigen  Punkt  der  Curve  3*«'  Ordnung  an  diese  Curve  ziehen 
lassen),  vergl.  Kap.  7,  §  1,  gleich  —  1  ist.  Ebenso  sind  äquianhar- 
monische  Gurven  5**"  Ordnung  diejenigen,  bei  welchen  dieses  Verhält- 
niss den  Werth  —  s  (der  Cubikwurzel  aus  —  1)  hat.  Siehe  auch 
Kap.  7,  §  3. 
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ahharmonischm  Ciirven  5*®'  Ordnung  treffen,  eine  Fläche  4**' 
Classe.  Diese  beiden  Flächen  sind  in  die  Developpäbelen  der 
stationären  Ebenen  eingeschrieben,  d,  h.  m  die  der  Fläche  5*®' 
Ordnimg  längs  der  parabolischen  Curve  umschriebene  Devdoppäbele. 

Unter  den  Ebenen,  welche  die  cuMsche  Fläche  in  äqui- 
a/nharmonischen  Curven  5*®'  Ordnung  schneiden,  gibt  es  10,  die 
dvf/rch  einen  Doppdptmkt  der  Hesse^schen  Fläche  und  durch  die 
ihm  entsprechende  Gerade  gehen. 

Ueber  andere  Eigenschaften  der  Hesse'schen  Fläche  der 
Fläche  3*®'  Ordnung  siehe  speciell  Cremona  und  R.  Sturm,  1.  c. 
Die  Hesse'sche  Fläche  der  Hesse'schen  Fläche  einer  Fläche  3.  0. 
behandelt  G.  Bauer,  Äbh,  der  Mündi.  Akad.^  1883. 


§  3.   Die    Geraden   der   Fllk^he    3^'  Ordnung.     Die    drei- 
fachen Tangentialebenen.     Die  Folsechsflache  Oremona's. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben,  besitzt  eine  aUgemeine  Fläche 
5*®'  Ordnung  27  Gerade, 

Jede  Ebene,  welche  durdi  eine  dieser  Geraden  geht,  ist  eine 
Doppeltangentialebene  der  Fläche;  ihre  Berührungspunkte  sind  die 
beiden  Punkte,  in  denen  die  Gerade  den  Kegelschnitt  schneidet,, 
welcher  der  Bestschnitt  der  Ebene  mit  der  Fläche  ist. 

In  jedem  dieser  Ebenenbüschel  gibt  es  5  Ebenen,  für  welche 
ein  solcher  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade   zerfäUt;   diese  Ebenen 

sind  dann  dreifache  Tangentialebenen  der  Fläche;  die  Anzähl  der 

5  •  27 
letzteren  beträgt  daher  — - —  =  45. 

Durch  jede  Gerade  gehen  5  der  45  dreifachen  Tangential- 
ebenen und  jede  dreimal  berührende  Ebene  geht  selbstverständlich 
durch  drei  Gerade. 

Jede  Gerade  der  Fläche  berührt  die  parabolische  Curve  der 
Fläche  in  zwei  Punkten. 

Die  Punkte,  in  denen  die  durch  eine  feste  Gerade  der 
Fläche  gehenden  Doppeltangentialebenen  die  Fläche  berühren,  bilden 
auf  der  Geraden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiden 
Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  die  parabolische  Curve  berührt. 

Aus  einem  der  vorstehenden  Theoreme  folgt  auch: 

Jede  Gerade  schneidet  10  andere  Gerade  der  Fläche  und 
die  übrigen  16  nicht.  Es  gibt  135  Schnittpunkte  der  Geraden 
der  Fläche. 

Zwei  Gerade  a,  b,  welche  sich  nicht  treffen,  werden  von  den- 
selben fünf  Geraden  geschnitten;  von  den  übrigen  20  gibt  es  fünf. 
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welche  nur  a,  tmd  fünf,  welche  nur  b,  und  zehn,  welche  weder  a 
noch  h  treffen. 

Es  exisHren  216  mndschiefe  Geradenpaare  (welche  sich  nicht 
treffen). 

Drei  Gerade,  welche  sich  nicht  schneiden,  werden  von  drei 
anderen  Geraden  getroffen,  die  einander  ebenfäUs  nicht  schneiden 
und  es  gibt  sechs  weitere  Gerade,  die  keine  der  drei  gegebenen 
Geraden  treffen. 

Die  drei  windschiefen  Geraden  und  die  anderen  drei  wind- 
schiefen, welche  die  ersteren  schneiden,  bilden  eine  sogenannte 
Doppeldrei  (Sturm). 

Es  gibt  360  Doppddreie. 

Vier  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden,  werden  von  zwei 
Geraden  getroffen  und  von  drei  anderen  nicht  getroffen. 

Es  gibt  zwei  Arten  von  Systemen  von  fünf  Geraden,  die 
sich  nicht  schneiden  (windschiefe  Quintupel),  die  Quintupel  erster 
Art  werden  dadurch  charaMerisirt ,  dass  eine  sechste  Gerade 
existirt,  welche  keine  der  Geraden  des  Quinttypeis  schneidet;  für 
die  der  zweiten  Art  gibt  es  dagegen  eine  solche  sechste  Gerade 
nicht.    Es  existiren  432  Quintupel  i*®'  Art  tmd  216  ä^""  Art. 

Es  gibt  72  windsdiiefe  Sextupel  d.  h.  Systeme  von  sechs 
Geraden,  welche  sich  zu  je  zweien  nicht  schneiden;  windschiefe 
Systeme  von  mehr  als  sedis  Geraden  existiren  nicht. 

Die  72  windschiefen  Sextupel  lassen  sich  in  Paare  ver- 
einigen, welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn 

a^,  a^,  a^,  a^,  a^,  a^^ 

\*  h>  h'  ^4'  h*  h 

die  Geraden  der  beiden  Sextupel  bezeichnen,  jede  Gerade  a,-  die 
Gerade  b^  nicht  trifft,  dagegen  jede  andere  Gerade  b  trifft  und 
umgekehrt.  Ein  solches  Paar  hat  Schläfli  eine  Doppelsechs 
genannt.     Es  gibt  mithin  36  Doppelsechse. 

Zwei  Doppdsechse  haben  4  oder  6  Gerade  gemeinsdiafUiöh. 

Zwei  dreifaxihe  Tangentialebenen,  welche  keine  Geraden  der 
Fläche  gemeinsam  haben,  bestimmen  eme  dritte  Ebene,  welche  mit 
ihnen  in  demselben  Verhältniss  steht  derart,  dass  die  9  in  den 
drei  Ebenen  enthaltenen  Geraden  sich  noch  auf  eine  andere  ein- 
zige Art  in  drei  anderen  Ebenen  vereinigen  lassen;  von  diesen 
beiden  Tripeln  von  Ebenen  sagt  man,  sie  bilden  ein  Paar  con- 
jugirter  (St  ein  er 'scher)  Trieder. 

Es  gibt  120  Paare  conjugirter  Trieder. 
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Die  15  Geraden,  welche  von  den  27  übrig  bleiben,  wenn 
man  die  12  Geraden  einer  Doppelsechs  wegnimnd,  liegen  zu  je 
dreien  in  16  Ebenen,  welche  zu  je  sechs  10  Paare  conjugirter 
Trieder  bilden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  zwei  conjugirte  Trieder,  da  sie  sich 
in  neun  Geraden  der  Fläche  schneiden  und  jedes  von  ihnen  eine 
degenerirte  Fläche  3*®'  Ordnung  darstellt,  einen  Büschel  cuhisch^r 
Flächen  hestimmen,  denen  die  gegehene  angehört. 

Wenn 

A  =0,  B  =0,  C  =  0-, 

A'=o,  jB'=o,  cr=o 

die  Gleic^tmgen  der  Ebenen  zweier  conjugirter  Trieder  sind,  so 
hat  die  Gleichung  der  Fläche  den  Typus 

Jedem  Paar  conjugirter  Trieder  entsprechen  zwei  andere  der- 
art, dass  der  Complex  der  drei  Paare  aUe  27  Geraden  der 
Fläche  enthält  Es  gibt  40  solche  Complexe  von  drei  Paaren 
conjugirter  Trieder. 

Die  geometrische  Construction  der  27  Geraden  der  Fläche 
wird  auf  die  folgende  Art  (Salmon,  Sturm)  ausgeführt: 

Man  nimmt  vier  Gerade  b^,  b^,  b^,  b^  an,  welche  sich  nicht 
schneiden  und  nicht  demselben  Hyperboloid  angehören,  zieht  die 
beiden  Geraden  a^,  a^,  die  sich  nicht  treffen,  dagegen  die  vier 
ersteren  schneiden;  b^  sei  eine  Gerade,  welche  nur  a^  und  nicht 
ag  trifft  und  mit  keiner  Gruppe  von  drei  unter  den  vier  b  ge- 
wählten Geraden  auf  demselben  Hyperboloid  liegt;  b^  femer  sei 
eine  ähnliche  andere  Gerade,  die  aber  nur  Og  und  nicht  a^ 
schneidet.  Auf  a^  wählt  man  nun  vier  Punkte  willkürlich  und 
drei  Pimkte  auf  jeder  der  fünf  Geraden  \,  bg,  b^,  b^,  b^.  Die 
Fläche  3^^^  Ordnimg,  welche  durch  diese  19  Punkte  geht,  enthält 
alle  construirten  Geraden  a,b,  sie  enthält  ferner  auch  die  Gerade 
a^,  die  mit  a^  das  Paar  von  Geraden  büdet,  welche  das  Quadrupel 
b^,  b^,  b^,  bß  schneiden,  und  die  überdies  mit  a^  das  Paar  von 
Geraden  büdet,  welche  das  Quadrupel  bi,b^,\,  b^  schneiden. 
Constniirt  man  auf  ähnliche  Art  die  Geraden  a^,  a^,  a^,  welche 
bez.  die  Geraden  der  Quadrupel 

h'  h^  h>  ^6?  h*  h'  h*  ^6?  h^  h^  h*  h 

treffen,  so  ergeben  sich  im  Ganzen  12  auf  der  Fläche  5*®'  Ord- 
nung liegende  Gerade,  welche  eine  Doppelsechs  bilden. 
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Die  übfigen  15  Geraden  erhält  ma/n  als  die  15  Sc^nitOmien 
der  Ebenen 

{afij)     und     (ajh^), 

(wobei  i  und  j  von  einander  verschieden  sind). 


Die  SubsütuUonengruppe  der  27  Geraden  der  Fläche  5**' 
Ordnung  ist  von  der  Ordntmg  6172. 

Die  BesUmmung  dieser  27  Geraden  hängt  von  der  Auf- 
lösung einer  Gleichung  ah,  welche  keine  Resolventen  niedrigeren 
Grads  hat;  kennt  man  jedoch  eine  der  Wuredn  dieser  Gleidiungy 
d.  h.  eine  der  27  Geraden,  so  trennen  sich  die  übrigen  Wurzeln 
in  10  -{-  16  und  die  Gleichung  der  zweiten  16  hat  zur  Besol- 
vente die  Gleichung  der  ersten  10,  welche  ihrerseits  durch  die 
Auflösung  einer  aUgemeinen  Gleichung  5*®^  Grads  in  fünf  quadror 
tische  Fadoren  zerfällt. 

Kennt  man  noch  eine  Wurzel  von  den  16,  d,  h.  sind  im 
Ganzen  zwei  Gerade  bekannt,  die  sich  nicht  schneiden,  so  hängt 
die  Kenntniss  der  übrigen  wieder  von  einer  allgemeinen  Gleichung 
5*^  Grads  ab  (Jordan). 

Die  Gleichung  der  27  Geraden  wurde  studirt  von:  C  leb  seh, 
GöU.  Abh.,  14,  1868,  1869;  Jordan,  Traite  des  Substit,,  Paris 
1870,  p.  310,  368;  Sylvester,  Proc.  London  maih.  Soc,  2, 
p.  155;  Klein,  Journ,  de  Liouvüle,  4,  1887,  p.  169;  Burkhardt, 
GöU,  Nachr.,  1892.  

Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  eine  gewisse  von  Cre- 
mona,  Math.  Ann.,  13  gefundene  Beziehung  zwischen  den 
windschiefen  Doppelsechsen  und  dem  Sylvester 'sehen  Pentaeder 
darzulegen.  Wir  denken  uns,  der  Gleichung  der  Fläche  3*®' 
Ordnung  sei  die  Form 

gegeben,  worin  die   Y^  =  0  sechs  Ebenen  darstellen  und  es  sei 

Man  kann  zeigen,  dass  sich  die  Gleichung  der  Fläche  als- 
dann in  die  Form 

(r,+r,)(r,+r,)(Y,+r,)+(r5+re)(re+r^(r,+r5)=o 

bringen  lässt  und  selbstverständlich  auch  in  alle  anderen  dieser 
Form   analogen,  die   aus   ihr  durch  beliebige  Vertauschung  der 
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Indices  abgeleitet  werden  können.  Man  erhält  daher  so  viele 
Gleichungen,  als  es  Arten  gibt,  sechs  Elemente  in  zwei  Gruppen 
von  je  3  Elementen  zu  yertheilen,  d.  h.  also  10. 

Die  15  Ebenen  IT^  +  F^.  ^  0  sind  dreifache  Tcmgential- 
ebenen  der  Fläche  tmd  sind  zu  je  sechsen  die  Ebenen  zweier  bez. 
derselben  Fläche  conjugirter  Trieder. 

Die  sechs  Ebenen  ri  =  0  bilden  ein  sogenanntes  Polsechs- 
flach  oder  polares  Hexaeder  (Cremona). 

Die  10  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  JPölsechs- 
flachs;  d,  h.  z.  B,  die  Punkte 

Y^  =  o,  Y^  =  o,  r5  =  o   und    r^  =  o,  r6  =  o,  y^  =  o 

sind  Paare  sich  auf  der  Hesse'schen  Kernfläche  (vergl.  §  2)  ent- 
sprechender Punkte.  Daher  fuhrt  das  Hexaeder  den  Namen 
polar  \  denn  die  correspondirenden  Punkte  der  Kemfläche  sind 
derart,  dass  der  Polarkegel  des  einen  Punkts  in  Bezug  auf  die 
Fläche  3*®'  Ordnung  seine  Spitze  in  dem  anderen  Punkt  hat. 

Die  gegenilberUegenden  Ecken  des  Polsechsflmhs  sind  auch 
die  Ecken  zweier  conjugirter,  aus  den  dreifachen  TangenHälebenen 
der  Fläche  5*®'  Ordnung  gebildeter  Trieder. 

Offenbar  schneiden  sich  die  drei  dreifachen  Tangentialebenen 

r,  +  r,  =  0, 
r.  +  r^  =  0, 
r,  +  r„=o, 

worin  h,  k,  i,j,  l,  m  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  3, 4,  5, 6 
darstellen,  in  derselben  Geraden  der  Fläche.     Daraus  folgt: 

Die  15  dreifachen  Tangentialebenen  Y^  -f-  Yj  =  0  gehen 
durch  15  Gerade  der  Fläche.     Mithin: 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Fläche  bilden  eine  Doppelsechs 
(siehe  oben);  daraus  ergibt  sich,  dass  jedem  Polsechsflach  eine 
Doppelsechs  entspricht  und  umgekehrt. 

Es  gibt  36  Polsechsflache. 

Bemerkenswerth  ist  das  folgende  Theorem: 

Zwei  Pdlsechsflache  bestimmen  zwei  ihnen  eingeschriebene 
developpäbele  Flächen  5*®'  Glosse;  diese  letzteren  haben  fünf 
Tangentialebenen  gemeinschafflAch ,  tvelche  ein  Sylvester' sches  Pen- 
taeder bilden. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Beziehungen  zwischen 
dem  Pentaeder  imd  den  Hexaedern  findet  man  bei  Beltrami, 
Hend.  Ist.  Lomb.,  1879  und  Franz  Meyer,  Äpölarität,  etc., 
Tübingen  1883. 
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Jede  Fläche  5*®'  Ord/nwng  mJt  einem  Doppelpunkt  enthalt  6 
durch  diesen  Boppelprmkt  gehende  Gerade  und  15  andere  Gerade; 
jede  der  ersten  6  ist  als  die  Vereinigtmg  von  zwei  Geraden  an- 
zusehen; mifhin  gibt  es  auch  15  dreifach  berührende,  durch  den 
Doppelpunkt  gehende  Ebenen  und  15  andere  Ebenen,  welche  durch 
die  übrigen  15  Geraden  gelten. 

Die  Configuration  dieser  letzten  15  Ebenen  und  15  Geraden 
ist  der  Configuration  der  15  Geraden  (wnd  der  von  ihnen  ge- 
bildeten Ebenen)  ähnlich,  welche  übrig  bleiben^  wenn  man  von  den 
27  Geraden  die  12  einer  Doppelsechs  hinwegnimmt 

Mit  dieser  Configuration  in  Verbindung  mit  den  Configu- 
rationen  der  Pascal'schen  Sechsecke  (siehe  Kap.  3,  §  2)  hat  sich 
-Gremona,  Mem,  Lincei,  1876,  1877  beschäftigt. 

Die  Fläche  5*"  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  besitzt 
eine  Gerade,  welche  die  beiden  Doppelpunkte  verbindet,  8  Gerade^ 
die  durch  einen  von  ihnen  gehen,  und  7  andere  Gerade. 

Jede  Fläche  5*®'  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  enthält 
drei  Gerade,  welche  die  drei  Doppelpunkte  zu  je  zweien  ver- 
binden, 6  durch  einen  von  ihnen  gehende  Gerade  und  drei  andere 
Gerade. 

Jede  cubische  Fläche  mit  4  Doppelpunkten  enthält  6  Gerade, 
die  durch  zwei  von  ihnen  gehen  und  drei  andere  Gerade,  die 
durch  keinen  der  Doppelpunkte  gehen. 


Mit  den  Geraden  der  Fläche  3*®'  Ordnung  haben  sieh  zuerst 
Cayley  und  Salmon,  Cambr.  ma&h.  Journ.j  4  und  Steiner, 
Grelle,  53  beschäftigt.  Auf  sie  folgten:  Schläfli,  Quart.  Joum., 
2;  E.  Sturm,  Flächen  5*®'  Ordn.,  Leipzig  1867;  Math.  Ann.,  23 
lind  Affolter,  Grunerfs  Archiv,  56,  welche  spedell  die  toind- 
schiefen  Systeme  von  Geraden  studirten,  dann  Schröter,  CreUe, 
62  und  Gremona,  Ist.  Lomb.,  1870,  1871-,  Grelle,  68. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Configuration  der  Geraden  und  der 
Ebenen,  wie  über  die  Polyeder,  die  sich  aus  ihnen  bilden  lassen, 
sind  von  Bertini,  Ann.  dimat,  12;  Pascal,  Ann.  di  mat^ 
20,  21;  Ist  Lomb.,  1892,  1893. 

Die  sogenannte  SchlaejWsche  Bezeichnung  für  die  27  Geraden 
ist  die  folgende: 

Die  Symbole 

a^,  02,  ü^,  Ö4,  a^,  a^\ 

\>  \>  \>  ^4'  \>  ^6 
Pascal,  Bepertorium.  IL  19 
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werden  für  die  Greraden  einer  Doppelsechs  benutzt,  wobei  jede 
Gerade  a,.,  wie  man  weiss,  keine  andere  a,  dagegen  alle  h  mit 
Ausnahme  von  h^  trifPt. 

Bezeichnet  man  femer  mit  c^j  die  Schnittgerade  der  Ebenen 

so  sind  diese  c^j  die  übrigen  15  Geraden.  Zwei  Gerade  c,  die 
einen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich  nich^  zwei  c, 
die  keinen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich*^  jede 
Gerade  a  (oder  h)  schneidet  eine  c,  wenn  der  Index  von  a  bez.  h 
einer  der  beiden  Indices  von  c  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  27  Geraden,  die  man  im 
Wesentlichen  auch  aus  der  vorstehenden  ableiten  kann,  besteht 
darin,  sie  einzeln  den  Geraden  entsprechen  zu  lassen,  welche  zu 
je  zweien  acht  Fundamentalpunkte  1,2,...,  8  verbinden^  wenn 
man.  von  diesen  Yerbindungsünien  eine,  z.  B.  (12),  weglässt. 
Man  betrachtet  dann  zwei  Gerade  als  sich  schneidend  oder  nicht, 
je  nachdem  sie  in  Verbindung  mit  (12)  ein  Theil  zweier  Funda* 
mentalfiguren  (Qtiadrupel,  guaterne-zero)  sein  können  oder  nicht, 
die  entweder  aus  vier  Geraden  wie  (12),  (34),  (56),  (78)  oder 
aus  vier  anderen  wie  (12),  (23),  (34),  (41)  bestehen. 

Man  beachte,  dass  die  Conäguration  der  Geraden  einer 
Fläche  mit  Doppelpunkten  studirt  werden  kann,  indem  man 
zwei  der  Punkte  dieser  Figur  sich  einander  nähern  lässt,  so  dass 
gewissermassen  auch  diese  Figur  Doppelpunkte  erhält. 

Um  femer  die  Configuration  der  reellen  einer  reellen  Fläche 
angehörigen  Geraden  zu  untersuchen,  genügt  es,  in  derselben 
Figur  zwei  der  Punkte  oder  vier  etc.  als  conjugirt  imaginär  vor- 
auszusetzen imd  daraus  die  nöthigen  Consequenzen  zu  ziehen. 
Vergl.  §  4, 

Das  Studium  der  Configuration  der  27  Geraden  mittelst 
dieser  Figur  ist  verwandt  mit  dem  der  28  Doppeltangenten  der 
Plancurve  4*®'  Ordnung.  Siehe  darüber  auch  Geiser,  Math, 
Ann,,  1. 

§  4.   Classifloation  der  reelldn  allgemeinen  Flächen 

3*«'  Ordnung. 

Die  reellen  Flächen  3*®'  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  lassen 
sich  in  Bezug  auf  die  Realität  oder  Nichtrealität  der  auf  ihnen 
gelegenen  Geraden  classificiren. 
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Man  erhält  fünf  Arten  solcher  Flächen,  nämlich: 

a)  Alle  Geraden  sind  reell;  auch  die  dreifach  berührenden 
Ebenen  sind  dann  sämmtlich  reell;  das  Pentaeder  ist  reell. 

b)  15  Oerade  und  15  Ebenen,  die  zu  je  dreien  durch  eine 
reelle  Oerade  gehen,  sind  reell.  Diese  15  Geraden  sind  die- 
jenigen, die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  den  27  Geraden  die 
12  einer  Doppelsechs  hinwegninmit. 

c)  7  Grerade  und  5  Ebenen  sind  reell  und  die  5  Ebenen 
gehen  sänountlich  durch  dieselbe  reelle  Gerade.  Vier  andere 
Grerade  sind  imaginär,  jede  yon  ihnen  geht  aber  durch  einen 
reellen  Punkt.  Solche  Gerade  heissen  pu/füctirt  (nach  August, 
Dissert,,  Berlin  1862;  auch  R.  Sturm,  Fläch.  3,  0.,  p,  242  ge- 
braucht diesen  Ausdruck). 

d)  3  Gerade  und  7  Ebenen  sind  reell;  die  drei  Geri^den 
liegen  in  derselben  Ebene;  durch  jede  von  ihnen  gehen  ausser 
dieser  Ebene  noch  andere  2  reelle  Ebenen.  Zwölf  Gerade  sind 
imaginär  und  punktirt. 

e)  3  Gerade  \md  13  Ebenen  sind  reell;  die  drei  Geraden 
liegen  in  derselben  Ebene;  durch  jede  von  ihnen  gehen  ausser 
dieser  Ebene  noch  4  andere  reelle  Ebenen.  Die  übrigen  24 
Geraden  sind  punktirt. 

Diese  Classification  rührt  von  Schlaf li  her,  Quo/rt.  Jaurn., 
2,  p.  55  und  110;  JPhü.  Trans.,  153,  p.  193,  der  auch  die 
Flächen  mit  singulären  Punkten  studirte.  Mit  demselben  Gegen- 
stand befassten  sich  auch  Cremona;  B.  Sturm,  1.  c;  Klein, 
Maüh.  Ann.,  6  und  Schläfli,  Arm.  di  mat,  5.  Analytisch  wurde 
die  Classification  auch  von  August,  1.  c.  durchgeführt. 

In  Zusammenhang  mit  den  Betrachtimgen  in  diesem  Para- 
graphen steht  das  Studium  der  Eigenschaften  der  Lage  und  der 
Form  der  cubischen  Flächen  der  verschiedenen  Arten.  Zeuthen, 
McUh.  Arm.,  8  benutzte  den  Satz,  dass  der  umfang  einer 
Fläche  3**'  Ordnimg,  die  von  einem  ihrer  Punkte  auf  eine 
Ebene  projicirt  wird,  eine  Curve  4*®'  Ordnung  ist,  um  eine  Art 
stereographischer  Projection  der  Fläche  auf  eine  Doppelebene, 
d.  h.  auf  zwei  superponirte  längs  des  Umfangs  der  Curve  4*®' 
Ordnung  vereinigte  Ebenen,  auszuführen  und  auf  diese  Art  diQ 
Lage  der  verschiedenen  reellen  Schalen  der  cubischen  Flächen 
zu  untersuchen.  Siehe  auch  seinen  Aufsatz  in  den  Math.  Ann., 
7,  p.  428  u.  ff. 
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§  5.   Ebene  Abbildungen  der  Flächen  3^  Ordnung. 

Es  lassen  sich  verschiedene  ebene  Abbildungen  der  cubischen 
Fläche  denken. 

Man  stelle  sich  eine  projective  (ein-eindeutige)  Zuordnung 
zwischen  drei  linearen  Systemen  3*®'  Stufe  von  Ebenen  und  dem 
Punktesystem  des  gewöhnlichen  Eaums  derart  vor,  dass  jeder 
Ebene  eines  Systems  eine  Ebene  in  jedem  der  beiden  anderen 
xmd  auch  ein  Punkt  P  des  Raums  entspricht  und  umgekehrt 
jedem  Punkt  P  des  Baums  drei  Ebenen,  in  jedem  der  3  Systeme 
eiüe,  entsprechen;  wewn  P  eme  Ebene  E  beschreibt,  so  beschreiben 
die  entsprechenden  Ebenen  drei  Netze  und  ihr  Schnittpunkt  eine 
allgemeine  Fläche  5*®'  Ordnung  (Grassmann,  siehe  §  1),  deren 
Ptmkte  also  auf  diese  Art  auf  der  Ebene  E  abgebüdet  werden. 

Alle  cubischen  Flächen,  wekhe  in  der  vorstehenden  Weise 
allen  Ebenen  des  Bamns  entsprechen,  gehen  du/rch  eine  imd  die- 
selbe Baumcurve  6^^  Ordnu/ng;  den  Punkten  dieser  Curve  ent- 
sprechen in  der  Bildebene  nicht  Punkte,  sondern  Gerade. 

Die  sechs  Pu/nkte,  in  denen  die  Curve  ö*®'  Ordnung  die 
Bildebene  schneidet,  entsprechen  6  Geraden  (a^, . . .,  a^)  der  Fläche 
5*®'  Ordnu/ng;  sie  wurden  von  Cremona,  Ftmdamentalpunkte 
der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  8^  genannt,  und  mit  den 
Ziffern  1,  2, . . .,  6  bezeichnet. 

Die  6  Kegelschnitte,  welche  durch  fimf  der  Fu/ndamenkH- 
punkte  gehen,  entsprechen  anderen  sechs  Geraden  (b^, .,.,  b^)  der 
cubischen  Fläche,  und  die  15  Geraden,  welche  die  6  Funda- 
mentalpunkte zu  je  zweien  verbinden^  entsprechen  den  übrigen 
15  Geraden  von  8^,  (c^,). 

Die  Geraden  (b^^,  .--fb^),  welche  den  6  Kegelschnitten  zu- 
geordnet sind,  und  die  Geraden  (a^, ...,  a^),  welche  den  6  Pumkten 
entsprechen,  bilden  eine  Schläßi'sche  Doppelsechs. 

Einer  ebenen  auf  8^  liegenden  Curve  5*®'  Ordnu/ng  ist  in 
der  Ebene  eme  durch  die  sechs  Fundamentalpu/nkte  gehende  Curve 
5**'  Ordnu/ng  zugeordnet. 

Dem  Kegelschnitt^  welcher  in  einer  durch  eine  Gerade  a 
gehenden  Ebene  enthalten  ist,  entspricht  eine  durch  die  6  Funda- 
mentalpunkte gehende  Curve  5*®'  Ordnung,  die  einen  von  diesen 
Punkten  zum  Doppelpunkt  hat. 

Dem  Kegelschnitt,  welcher  in  einer  durch  eine  Gerade  b  gehen- 
den Ebene  liegt,  ist  eine  durch  einen  Fundamentalpunkt  gehende 
Gerade  zugeordnet. 
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Dem  Kegelschnitt,  der  in  einer  dwrch  eine  Gerade  c^,  gehen- 
den JEhene  gelegen  ist,  entspricht  ein  durch  vier  Ftmdamentäl- 
ptmkte  mit  Ausnahme  von  r  und  s  gehender  Kegelschnitt. 

Der  gewundenen  Curve  von  der  Ordnung  3w,  welche  der 
Schnitt  von  8^  mit  einer  Fläche  »**'  Ordnung  ist,  entspricht  eine 
n  mal  durch  jeden  FundamentälptmJct  gehende  ebene  Curve. 

Einer  Geraden  der  Ebene  ist  auf  8^  ein  Kegelschnitt  oder 
eine  Baumcurve  5*®'  Ordnung  zugeordnet,  je  nachdem  die  Gerade 
durch  einen  Fundamentälpunkt  geht  oder  nicht. 

Einem  Kegelschnitt  der  Ebene  enispricht  auf  8^  eine  Ba/um- 
curve  vom  Geschlecht  0  und  der  Ordnung  4,  5  oder  6,  je  nach- 
dem der  Kegelschnitt  durch  2,  1  oder  0  Fundamenfcdpunkte  geht. 

Diese  Abbildung  rührt  von  C  leb  seh,  Grelle,  65  und  Cre- 
mona,  1.  c.  her.  Eine  andere  ebene  Abbildung  der  cubischen 
Fläche  hat  Clebseh^  Ma/th.  Ann.,  1  mitgetheilt;  es  ist  dieselbe^ 
von  der  am  Ende  des  §  7,  Kap.  9  die  Bede  war.  Siehe  auck 
Cayley,  London  maih.  8oc.,  3.  > 


Kapitel  XH. 
Die  Flächen  4*®^^  Ordnung. 

§  1.    AUgemeines.     Fläohen,  mit  Doppelpunkten  und 

Doppellinien. 

Die  allgemeine  Fläche  4*®'  Ordnung  ist  von  der  36^^  Glosse; 
die  Ordnung  des  ihr  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spitze  in  einem 
beliebigen  Punkt  des  Bawms  liegt,  ist  die  12^;  es  gibt  24:  Bück- 
Jcehrerzeugende  dieses  Kegels;  zwölf  von  ihnen  sind  doppelt 

Die  Ordnung  der  parabolischen  Cwrve  ist  die  32^. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  4*®'  Ordnung  hängt 
von  34  nicht  homogenen  Coeffidenten  ab. 

Di€  Fläche  4*®'  Ordnung  Jcann  nicht  mehr  als  16  Doppelr 
punkte  haben. 

Die  Fläche  kann^  ohne  eine  Begelfläche  m  sein,  eine  Doppel- 
gerade,  einen  Doppelkegelschnitt,  einen  Cuspidälkegdschnitt  (vergL 
Kap.  9,  §  4)  und  drei  Doppelgerade  besitzen,  die  sich  in  einem 
Punkt  schneiden  und  nicht  in  derselben  Ebene  liegen, 

Eine  Fläche  4*®'  Ordnung,  welche  zur  Doppeäinie  eine  nicht 
ebene  Linie  hat  (die  aber  nicht  die  Gesammtheit  von  drei  nidit  in 
einer  Ebene  liegenden  u/nd  sich  in  einem  Pu/nkt  treffenden  Geraden 
sein  darf),  ist  immer  eine  Begelfläche, 

Die  höchste  Singularität,  die  eine  Fläche  4^^  Ordmmg  haben 
kann,  ist  eine  dreifache  Gerade;  die  Fläche  ist  dann  fwthwendiger- 
weise  eine  Begelfläche, 

Wenn  die  Fläche  16  Doppelpunkte  hat,  so  ist  der  ihr  um- 
schriebene Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  der  Doppelpunkte  liegt, 
von  der  6*^  Ordnung  und  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Die  allgemeinen  Flächen  4**'  Ordnung  sind  noch  nicht  so 
eingehend  untersucht  worden,  wie  die  entsprechenden  cubischen 
Flächen.  Man  hat  sich  mehr  mit  den  speciellen  Flächen  4*®' 
Ordnung,  die  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  sind,  dass  sie 
Doppelpimkte  oder  Doppellinien  enthalten,  und  mit  den  Kegel- 
flächen 4*®'  Ordnung  beschäftigt. 
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Am  bemerkenswerthesten  von  den  bis  jetzt  studirten  Flächen 
4*®'  Ordnung  sind  die  folgenden: 

Die  Kummer 'sehe  Fläche,  welche  16  Doppelpunkte  enthält, 
die  eine  merkwürdige  Configuration  bilden;  femer  eine  andere 
Gattung  Yon  Flächen,  die  auch  zuerst  von  Kummer  imtersucht 
wurden,  und  die  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  sind,  unend- 
lich, viele  Kegelschnitte  zu  besitzen;  unter  ihnen  sind  hervor^ 
zubeben:  die  Fläche  4^  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  und  die 
Bömerfläche  Steiner 's;  schliesslich  die  Begelflächen,  von  denen  C  r  e  - 
mona  und  C  leb  seh  eine  vollständige  Classification  gegeben  haben. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  diese  verschie- 
denen Flächen,  jede  für  sich,  behandebi. 

Wir  geben  zunächst  hier  eine  Tabelle  der  charakteristischen 
Zahlen  der  allgemeinen  Fläche  4^  Ordnung,  der  Flächen  mit 
Doppelkegelschnitten,  mit  Guspidalkegelschnitten  imd  mit  12 
Doppel-  oder  Ejiotenpunkten.  Yergl.  Salmon-Fiedler,  Aimi. 
&eom.  d.  Baumes,  2,  §§  512 — 516. 
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§  2.   Die  Fläöhen  4^'  Ordnung  mit  Doppelpunkten. 

Bis  Existenz  eines  Doppelpunktes  ist  für  eine  Fläche  4*®' 
Ordnung  vier  einfachen  Bedingungen  gleichwerthig;  es  könnte 
daher,  weil  eine  solche  Fläche  yoü  ^4  Coefficienten  abhängt, 
scheinen,  als  ob  sie  höchstens  acht  mUkürlich  festgesetzte  Doppel- 
punkte enthalten  könnte;  man  erkennt  aber,  dass  dieseis  nicht 
möglich  ist,  und  dass,  wenn  eine  Fläche  4*®'  Ordmmg  mdit 
degenerirt  ist  und  acht  Doppelpwnkte  besitzt,  diese  in  einer  specidlen 
Configuration  zu  einander  stehen  müssen  und  dass  nu/r  sieben  von 
ihnen  willkürlich  sind.  Cayley,  Proe.  Land.  math.  Soc.,  3  =  CoU. 
math,  papers,  7,  p.  133;  femer  7,  p.  256  und  7,  p.  264. 

Von  den  Flächen  4*®'  Ordnimg  mit  Doppelpunkten  ist,  wie 
wir  schon  gesagt  haben,  die  Kummer 'sehe  Fläche  mit  16 
solchen  Punkten  von  besonderer  Bedeutung;  Cayley,  1.  c,  hat 
auch  die  Flächen  mit  einer  geringeren  Anzahl  yör  Doppel- 
punkten studirt,  während  Kummer  schon  vorher  auf  die  .mit 
11,  12,  13,  14,  15  Doppelpunkten  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
suchungen über  die  Strahlensysteme  oder  Congruenzen  2*®'  Ordnung 
(vergl.  Kap.  14)  aufmerksam  gemacht  hatte,  JBerl,  Äbh.,  1866. 
Die  Untersuchung  der  von  Kummer  behandelten  Flächengattungen 
ist  dann  von  Cayley  1.  c.  wieder  aufgenommen  worden. 

Um  die  Gleichung  einer  Fläche  4^^  Ordnung  mit  4  ge- 
gebenen Doppelpunkten  zu  erhalten,  legt  man  6  Flächen  2*®' 
Ordnung  X^  =*=  0,  . . .,  Zg  ^  0  durch  diese  Doppelpunkte;  eine 
homogene  Function  2^^^  Grads  der  X,  gleich  NuU  gesetzt,  steUf 
dann  eine  Fläche  4*®'  Ordnung  der  verlangten  Art  dar,  Sie 
enthält  18  unabhängige  Constante, 

Beträgt  die  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  5,  so  legt  man 
fünf  Flächen  2*®'  Ordnung  X^  =  0  durch  diese  Punkte;  eine  Form, 
die  in  den  X  vom  ^*®°  Grad  ist,  gleich  Null  gesetzt,  toird  dann 
die  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  den  fünf  Doppelpunkten  darstellen; 
sie  hat  14  Constanten. 

Wenn  sechs  Punkte  gegeben  sind,  so  lautet  die  Gleichung 
der  allgemeinen  Fläche  4*®'  Ordnung,  welche  diese  sechs  Punkte  zu 
Doppelpunkten  hat: 

\Xi,  Xjj,  X^,  X^)   -f-  l.J\X^,  Xg,  X^,  X4)  =0; 

sie  enthält  genau  10  Constante;  die  X^  =  0  sind  die  Glei- 
-chungen  von  vier  durch  die  gegebenen  sechs  Punkte  gehenden 
Flächen  ^*®'  Ordnung;  {X^,  X^,  X^,  X^y  stellt   eine  Form  2^ 
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Grads  in  den  X  dar  imd  J  die  Jäeobische  Fläche  des  Systems 
der  vier  Flächen  2^^  Ordnung. 

Von  den  Flächen  mit  sechs  Doppelpunkten  ist  diejenige 
besonders  bemerkenswerth,  deren  Gleichung 

J(X^,  X.^,  X3,  X4)  ^  0 

lautet,  die  also  die  Jacobf  sehe  Fläche  des  Systems  der  vier  Flächen 
2**'  Ordnung  ist. 

Sie  wird  die  Weddle'sche  Fläche  genannt,  weil  sie  dieser 
Autor  zuerst  untersucht  hat,  Cambr.  Journ,,  5,  1850,  tmd  ist 
der  Ort  der  Spitzen  der  Kegel  J2*^^  Ordnung,  welche  durch  sechs 
Punkte  des  Bckums  gehen. 

Die  Weddle'sche  Fläche  enthält  25  Gerade,  welche  die  sechs 
Ptmkte  eu  je  zweien  verbinden,  und  die  10  Geraden,  in  welchen 
die  durch  drei  der  Punkte  gehende  Ebene  die  Ebene  schneidet, 
welche  durch  die  drei  übrigen  Punkte  gelegt  wird. 

Der  Berührungskegel,  dessen  Spitze  m  einem  Bo^^pelpunkt 
Uegt^  schneidet  die  Fläche  in  den  fünf  Geraden,  welche  diesen  Punkt 
mit  den  übrigen  fünf  verbinden  tmd  in  der  Baumcurve  5*®'  Ord- 
nung, welche  durdh  die  sechs  Punkte  des  Baums  individualisirt  wird. 

Die  Weddle'sche  Fläche  wurde  auch  von  Cayley,  Compt. 
JRend.,  52,  1861;  Hierholz'er,  Math.  Ann.,  2,  4;  Hunyady, 
CreUe,  92;  Caspary,  Compt  Bend.,  1891;  etc.  studirt.  Sie  ist 
eine  Fläche,  deren  Ptmkte  Ooordinaten  haben,  die  sich  dur(^ 
hypereUiptische  Funktionen  zweier  Parameter  ausdrücken   lassen. 

Cayley,  Proc.  Lond.  ma£h.  Soc,  4  untersuchte  auch  andere 
Flächen,  deren  geometrische  Definition  analog  ist,  die  aber  nicht 
mehr  von  der  4***^  Ordnung  sind. 

Um  die  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche  4*®'  Ordnung 
mit  7  Doppelpunkten  aufzustellen,  legt  man  drei  Flächen  2^' 
Ordnung  Zi  =  0,  Zj  =  0,  Jfg  =  0  durch  diese  Doppelpunkte, 
bestimmt  dann  eine  Fläche  3*®'  Ordnung  r=«0,  welche  durch 
die  sämmtlichen  7  Punkte  geht  und  vier  von  ihnen  zu  Doppel- 
punkten hat  und  legt  schliesslich  die  Ebene  Z  =»  0  durch  die 
drei  übrigen.     Die  Gleicliung 

{X^,X^,X;f-^X'YZ  =  0 

enthält  sechs  Constanten  und  stellt  die  verlangte  Fläche  dar. 

Um  die  Gleichimg  der  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  acht  {nicht 
wiHkürlichefi)  Doppelpunkten  zu  erhalten,  kann  man  auf  die 
folgende  Art  verfahren:  man  betrachtet  drei  Flächen  2*®'  Ordnung 

Zj  =  0,  Xj  =  0,  X3  =  ö. 
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welche  sich  in  acht  Punkten  schneiden,  bildet  dann  eine  quadratische 
homogene  Function  der  drei  X  und  setzt  diese  Function  gleich 
Null.  Man  erhält  so  eine  Fläche  4*"  Ordmmg  mit  acht  auf 
drei  Flächen  2^^  Ordmmg  liegenden  JDoppelpimkten.  Sie  ist 
übrigens  nicht  der  allgemeine  Typus  einer  Fläche  4^  Ordnung 
mit  8  Doppelpunkten;  es  existirt  nach  Cayley  noch  em  a/nderer 
Ty^gus, 

Studien  über  die  zuletzt  genannten  Flächen  sind  yon  Oajley, 
Qlümi.  Journ,,  10,  p.  34;  11,  p.  111;  CoU,  Math.  Pap.,  7,  p.  304; 
8,  p.  25. 

Es  lassen  sich  dann  auch  Flächen  4^'  Ordnung  mit  9  und 
10  Doppelpunkten  au£Qnden,  von  denen  7  willkürlich  ge- 
wählt sind. 

Bemerkenswerth  aber  ist  der  Satz: 

Eine  Fläche  4**"  Ordmmg  kann  nicht  mehr  als  10  Doppel- 
pu/nkte  haben,  von  denen  7  unllkürlich  gewählt  sind. 

Eine  Fläche  4**'  Ordnung  mit  10  Doppelpunkten  ist  das 
sogenannte  Sgmmetroid,  dessen  Gleichung  auf  die  folgende  Art 
entsteht. 

Man  habe  10  lineare  Funktionen  der  Variabelen 

hl'  #13'  •••'  fu 

mit  den  Bedingungen  fj^  ^  f^j^  und  bilde  die  symmetrische 
Determinante 

hl'  112 >   /18'  /u 

fl2'  122'    129'  /24 

/18>  123'    fsS'  fzi: 

fw  12^'    /84'  fu 

Sie  liefert,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  des  Symmetroids. 

Die  Minoren  5*®'  Ordmmg  der  Determinante  ergehen,  gleich 
NuU  gesetzt,  cuUsche  Flächen,  die  10  Punkte  gemeinschafUich 
haben;  diese  Punkte  sind  die  Doppdpwnkte  des  Symmetroids. 

Der  dem  Symmetroid  'umschriebene  Kegd,  dessen  Spitze  in 
einem  Doppelpwnkt  liegt,  zerfällt  in  zwei  Kegel  5*®'  Ordmjmg, 
welche  sich  in  9  Geraden  schneiden,  die  diesen  Doppelpunkt  mit 
den  übrigen  neun  verbinden. 

Wenn  in  einer  Fläche  4*®'  Ordmmg  mit  10  Doppelpunkten 
einer  von  diesen  die  im  vorigen  Theorem  angegebene  Eigenschaß 
besitzt,  so  haben  ai^h  die  übrigen  diese  Eigenschaft. 

Ausser  dem  Symmetroid  gibt  es  noch  eine  andere  Fläche 
4*®'  Ordnung  mit  10  Doppelpunkten,  welche  jedoch  nicht  die  Eigen- 
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Schaft  hat,  das3  der  der  Fläche  umschriebene  Keget  ß'^^  Ordnung, 
dessen  Spitze  in  einem  da*  Doppelpunkte  liegt,  in  zwei  Kegel  3^ 
Ordnung  gerfäUt. 

Die  Hessische  Kemflädie  der  cubischen  Fläche  ist  ein 
Synvmetroid;  in  der  That  sind  dann  die  f  die  zweiten  Derivirten 
der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Fläche  3^^  Grads. 

Ist  ^jj  =  0,  so  hat  das  Sgmmetroid  noch  einen  ii*^ 
DqppelpuiM,  ist  auch  f^^  =»  0,  so  hat  es  noch  einen  1^^,  für 
^  =  0  elften  13^^  und  schliesslich  für  /*^  «=  0  noch  einen  14*^ 
Doppelpunkt, 

Man  hat  die  Flächen  4**'  Ordnung  mit  11,  12,  13,  14,  15 
Doppelpunkten  classificirt,  indem  man  die  ihnen  umschriehenen 
Kegel,  deren  Spitze  in  einem  Doppelpunkt  liegt,  in  Betracht 
20^1  J6  nachdem  diese  Kegel  6^'  Ordnung  auf  die  eine  oder 
ajidere  Weise  in  Kegel  niedrigerer  Ordnung  zerfallen,  hat  man 
die  Flächen  4^'  Ordnimg  in  verschiedene  Arten  getrennt.  Solche 
Studien  sind  von  Kummer,  Cayley,  1.  c.  imd  spätere  von 
Bohn  in  einer  von  der  Jahlonowski'schen  Ges.  zu  Leipzig  im 
Jahre  1886  preisgekrönten  Abhandlung;  siehe  auch  Math, 
Ann,,  29,  1887.  Cayley  imd  die  englischen  Autoren  haben, 
wie  es  ihre  Gewohnheit  ist,  zahlreiche  und  complicirte  Be- 
nennungen fOr  einige  der  oben  genannten  Flächen,  speciell  ftb: 
die  mit  8,  9,  10  Doppelpunkten  eingefOhrt;  es  scheint,  dass 
diese  Benennungen  eher  dazu  dienen,  die  Sache  zu  verwickeln, 
als  sie  einfacher  zu  machen. 

Ein  Theil  der  Flächen  mit  11,  12,...,  15  Doppelpunkten 
kann  auch  als  Brennfläche  einer  Congruenz  2^'  Ordnung  aufgefasst 
werden.     Siehe  weiter  unten  Kap.  14. 

§  3.   Die  Kmnmer'sohe  Fläche. 

Wie  schon  gesagt  wurde,  wird  die  Kummer'sche  Fläche  als 
Fläche  4*®'  Ordnung  mit  16  isoürten  Doppelpunkten  definirt. 

Sie  ist  4*®'  Glosse;  ihre  allgemeine  Gleichung  enthält  18  un- 
abhängige Constante. 

Der  die  Fläche  berührende  Kegd  6^^  Ordnu/ng,  dessen  Spitze 
in  einem  Doppelpunkt  liegt,  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Jede  dieser  6  Ebenen  berührt  die  Fläche  längs  eines  Kegel- 
Schnitts,  auf  welchem  noch  andere  5  Doppelpunkte  liegen. 

Es  gibt  16  solche  singulare  Ebenen;  ma/n  hat  also  16  sin- 
gtUäre  Punkte  und  16  singulare  Ebenen,  die  sich  durch  die 
wichtige  Eigenschaft  auszeichnen,  dass  jede  Ebene  durch  6  auf 


300  Kapitel  XH.   Die  Fläclien  4.  0. 

einem  Kegelschnitt  liegende.  DoppeVpmüite  geht  %md   dass  dwrdL 
jeden  Punkt  6  Ebenen  gehen. 

Die  Kummer'sche  Fläche  wird  besonders  in  der  Linienr 
geometrie  benutzt,  sie  kann  als  Bremifläche  einer  Congrvtenz  S^ 
Ordnung  wnd  2^^  Glosse  definirt  werden,  Kummer,  Berk  Äbh», 
1866,  oder  auch  als  Smgularitätenfläcke  des  aUgememen  quadra- 
tischen Complexes,  oder  als  Singtdariiätenfläche  tmendlich  vieler 
confocäkr  quadratischer  Complexe,  Klein,  Ma&i.  Ann.,  2.  Siehe 
weiter  unten  Kap.  14  über  die  Geometrie  der  Geraden. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  dieser  Fläche  besteht  darin,  dass. 
sie  in  sechs  Polaritäten  reciprok  zu  sich  selbst  ist. 

Der  Gleichung  der  Kmnmer^schen  Eläehe  haben  Kummer 
selbst,  Oaylej  und  Andere  Terschiedene  Formen  gegeben. 

Wenn  X^^^=»  0,  X^^=  0,  Zj  =  0,  X^  =  0  die  Gleichungen 
von  4  singidären  Ebenen  sind^  deren  4  Schnittpur^te  zu§ß>eich 
auch  Knotenpunkte  der  Fläche  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
schreiben: 

(p2=  leÄXjXaXjX^, 

worin  k  eine  Constante  bezeichnet  und  O  eine  in  den  X  quadror 
tische  Form  darstellt,  nämlich 

0)  =  X,«  +  X,'  +  X,'  +  X,'  +  2a(X,Z3  +  X,XJ  + 
+  2b{X,X,  +  X,X,)  +  2c(X,X,  +  X3XJ, 

Ä  =  a^  -f-  6^  -|r-  c*  —  2aJjC  —  1,         Kummer. 

Eine  irrationale  Form  der  Gleichung  dieser  Fläche  ist  die 
folgende,  Cayley,  Grelle,  73,  p.  292;  Göll  Math.  Pap.,  7,  p.  126: 


+  Yßx,  (a'a"^,  -  y'fx,  -  f )  + 

+ l/y%  (/ST ^  -  «  «"a^  -  7}  =  0. 

not  den  Bedmgtmgen: 

«  + 13  +  y^  =  0, 
«"4-/3"  + y"=o. 

Andere  Formen  erhält  man,  wenn  das  System  a,  ß,  y 
cyklisch  mit  dem  System  «',  ^',  /  oder  dem  System  a%  ^^,  y" 
vertauscht  wird. 
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Auf  raUoncde  Form  redudrt,  laiäei  die  vorstehende  Gleichung 

x^{p^  +  x^  +  x^  —  2^^s  —  2x^x^  —  2x^x^  -f- 

+  2x^  [aa'a'\x^^x^  -  V^s)  +  ^/^^(V^i  —  ^i<)  + 

-f-  Y7f{PiSi%  —  x^^x^  +  Ox^x^x^ }  + 

+  {aaa'x^x^  +  ß§^fx^x^  +  yy/'a^iOJa)*  =  0, 

worin  der  Kürze  wegen 

e  =  (ß^  y)i/(/'  +  (y  —  a)ß^ß^'  +  («  —  ß)//' 

gesetzt  wurde. 

Man  beachte,  dass  auch  in  diesem  Ausdruck  für  0  die  er- 
wähnten cyklischen  Vertauschungen  gemacht  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  der  Werth  von  0  verändert  wird. 

Die  16  smgulären  Ebenen  sind  durch  die  Gleichungen 
gegeben: 

a?j  =  0,  ajj  =  0,  oc^  =  0,  x^  =  0, 

~  +  ^  +  -  =  o, 

a     '      p      '      y  ' 

a      '     p       '     y  ' 

//'*,  -  If^'x,  -  f  =  0, 
/>»»  —  /J"/Ja5,  —  ^  =  0, 
y/Xä  —  /SjS'org  —  |i  =  0, 

'     "  —  '     "  „  •''4  /\ 

a  a  a?8  —  y  y  ar^  —  T  ^  ^' 
«  «^8  —  7  7^1  ~  ■^'  =  ^» 

•3? 

uax^  —  yy'^i  —  ß^  ^^  ^' 

ß  ß  x^  —  aa  ^2  —  -^  =  0, 

ß'^ß^i  —  « '«^2  ~  7  "^  ^' 
ßß'x^  —  aax^  —  —r,  =  0. 
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Eine  andere  Form  der  Gleichtmg  der  Kwmmer'schen  Fläche 
ist  die  folgende  (Eohn,  1.  c.  und  Math,  Arm,,  18)*): 

V  +  ^2*  +  V  +  ^/  +  ^^i^2^8^4—  2  AiseCW  +  ^3*^4*)  — 

—  2^5612(^1*^3*  +  «2*V)  —  2A284(%*^4*  +  ^2*«^8*)  =  ^' 

worin 

^  =  {Je,  -  k,)  {k,  ^  K)  (Je,  -  Ä;e)ri*2(^8  +  K  —  h  —  h)  + 
~r  'h^4t\rb    \\       ^1        "'2/  ~r  W\ri  'r  "'2        ^s        "'4/' 
_  (^t  —  ^a)  (^y  —  ^f)  +  (^»  —  ^f)  (^/  —  ^a)     .  . 
^OÄ»  (Je,  -  k^)  (k,  -  k;)  ^*- 

Die  OoefQcienten  dieser  Gleichung  hängen,  wie  man  sieht, 
von  den  sechs  Grössen  k  ab,  welche  sich  als  die  Wurzelir  einer 
binären  Form  6*®'  Ordnung  auffassen  lassen.  Daraus  erhellt  die 
Möglichkeit,  eine  Beziehimg  zwischen  den  Kummer'schen  Flächen 
und  den  binären  Formen  6*®'  Ordnung  herzustellen;  es  ergibt 
sich  in  der  That,  dass  diese  Fläche  in  besonderer  Verbindung 
mit  den  hjperelliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2  in  Be- 
zug auf  eine  binäre  Form  6*®'  Ordnung  steht. 

Klein,  Math,  Ann,,  5  war  der  erste,  der  erkannte,  dass 
man  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Kummer'schen  Fläche 
durch  vier  specielle  hyperelüptische  Functionen  von  zwei  Argu- 
menten ausdrücken  könne;  auf  ihn  folgten  die  diesbezüglichen 
Arbeiten  von  Cayley,  Crdle,  83;  Borchardt,  ib.,  id.;  Weber, 
ib.,  84;  Eohn,  MaÜi,  Ann.,  15,  18;  Reichardt,  Nova  acta  der 
Leop.  Carol.  Ac.,  50,  Halle  1887;  etc. 

Wir  lassen  hier  einige  Angaben  darüber  folgen:  Es  gibt, 
wie  man  weiss,  16  -^ - Fimctionen  vom  Geschlecht  2  (vergL 
Bepert.,  1,  Kap.  17,  §  3);  jeder  von  ihnen  entspricht  eiiie  Gharak- 
teristik'^  solcher  Charakteristiken  sind  10  gerade  und  6  ungerade 
vorhanden  (ebenda  p.  455).  Durch  die  Art  der  Gruppirung  dieser 
Charakteristiken  unterscheiden  sich  die  sogenannten  GöpeFschen 
(Crelle,  35)  und  Rosenhain'schen  (Mem.  des  sav,  ^.,  11,  Paris 
1846)  Quadrupel.  Ein  Göpel'sches  Quadrupel  (es  existiren 
ihrer  60),  ist  ein  System  von  vier  Charakteristiken,  die  entweder 
aUe  gerade^  oder  von  denen  jiiwei  gerade  und  zwei  tmgerade  sind 
und  deren  Summe  Null  ist.  Ein  Bosenhain'sches  Quadrupel 
(es  gibt  ihrer  80)   ist  dagegen   ein  System  von  vier  Charakte* 


*)  Man  beachte,  dass  auf  p.  142  der  citirten  Eohn'schen  Arbeit 
dem  Coefficienten  A  von  x,  x^  x^  x^  die  Zahl  4  statt  8  zugeordnet  ist. 
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ristiken,  deren  Stmune  wieder  Niül  ist,  yon  denen  aber  entweder  ] 

eine  ungerade  und   drei  gerade   oder  drei  ungerade  und   eine  j 

gerade  sind.     Es  gilt  dann  der  Satz: 

Zwischen  den  Quadraten  der  vier  den  CharaJderisHken  eines 
GöpeVschen  oder  Bosenhain* sehen  Quadrupels  entsprechenden  ^ 
Functionen  besteht  immer  eine  rationale  homogene  Bdatum  4^^ 
Orads;  und,  nmmi  man  diese  ^^  zu  homogenen  Coordvnaien  eines 
Punkts  des  Baums,  so  steUt  eine  solche  Beiation  eine  Kummer'sche 
Fläche  dar.  Im  FäU  des  G^V sehen  Quadrupels  sind  die  Ebenen 
des  FundamentaMetraeders  der  öoordinaten  vier  singulare  Ebenen 
der  Fläche,  jedoch  ist  keine  Ecke  dieses  Tetraeders  ein  Knoten 
der  Fläche;  bei  dem  Bosenhain* sehen  Quadrupel  dagegen  sind  die 
vier  Ebenen  des  Tetraeders  der  Coordinaten  wieder  vier  singulare 
Ebenen,  die  vier  Ecken  aber  vier  singulare  Funkte, 

Bei  dieser  Darstellung  entsprechen  die  übrigen  <^*  jeder  der 
anderen  singulären  Ebenen. 

Zu  einer  weiteren  Gleichung  der  Eummer'schen  Fläche 
kann  man  auch  yon  einem  anderen  Standpunkt  aus  gelangen. 
Werden  nämlich  zu  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  des 
Baums  gewisse  vier  von  Klein  mit  £  bezeichnete  hyperellip- 
tische Functionen  gewählt,  so  erhält  man  eine  Gleichimg  der 
Fläche,  deren  Coefficienten  rationale  Invarianten  einer  binären 
Form  6**'  Ordnimg  sind,  welche  auf  die  oben  angegebene  Art 
der  Kummer'schen  Fläche  entspricht;  eine  solche  Gleichung  pflegt 
man  die  rationale  Gleichung  der  Fläche  zu  nennen.  Näheres 
darüber  findet  man  bei  Pascal,  Ann,  di  mat,  18,  19. 


Pie  Conflguration  der  16  singulären  Punkte  und  Ebenen 
der  Ennmier'schen  Fläche  ist  vielfach  untersucht  worden.  Wir 
citiren  Caporali,  lAncd,  1878;  Schröter,  Grelle,  100;  De 
Paolis,  lAncei,  1890. 

Die  16  zu  je  zweien  conjugirten  Fundamentalpunkte  er- 
zeugen ebenso,  wie  die  sich  zu  je  zweien  schneidenden  Funda- 
mentalebenen 120  Gerade,  die  Caporali  die  Geraden  B  nannte. 

Die  16  Fundamentalpunkte  liegen  zu  je  dreien  in  240  nicht 
fundamentalen  Ebenen  (den  Ebenen  U)  und  die  16  Fundamental- 
ebenen liefern  zu  je  dreien  240  nicht  fundamentale  Punkte  (die 
Punkte  P). 

Die  Ebenen  11  gehen  zu  je  6  durch  die  Geraden  B  und 
die  Punkte  P  liegen  zu  je  6  in  den  letzteren.     Umgekehrt  gehen 
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die  Geraden  B  zu  je  dreien  durch  die  Funkte  P  und  liefen  m 
je  drden  in  den  Ebenen  U. 

Die  Punkte  P  sind  m  je  45  in  den  Fundamentalehenm 
gelegen  umd  die  Ebenen  11  gehen  zu  je  45  durch  die  Funda- 
mentalpunkte. 

Es  gibt  80  Tetraeder,  deren  Ecken  und  Seitenflächen  Funda- 
mentalpunkte und  'Ebenen  sind;  sie  entsprechen  den  80  Rosen- 
hain'sehen  Quadrupeln  von  Charakteristiken;  siehe  oben. 

Es  gibt  60  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  FundamentcH- 
ebenen  und  deren  Ecken  Punkte  P  sind]  sie  entsprechen  den  60 
Göp ersehen  Quadrupeln. 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  dann  selbstverständlich  die 
duale  Eigenschaft. 

Die  240  Punkte  P  und  Ebenen  II  bilden  15  neue  Ku/mmer^- 
sehe  Configurationen. 

Schneidet  man  die  Eummer'sche  Fläche  mit  einer  Ebene,  so 
kann  man  eine  allgemeine  ebene  Curve  4*®'  Ordnung  erhalten; 
es  gelten  darüber  die  Sätze: 

Durch  jede  allgAndne  ebene  Curve  4^^  Ordmnmg  gehen  oo* 
Kummer'sche  Flächen. 

Die  16  Singular en  Ebenen  werden  von  der  schneidenden 
Ebene  in  16.  Dqppeltangenten  der  Curve  4^^^  Ordmmg  getroffen. 
Diese  16  Doppeltangenten  sind  mit  denen  identisch,  die  übrig 
bleiben,  wenn  von  den  28  die  zwölf  nicht  gemeinsamen  Doppd- 
tangenten  zweier  Aronhold' scher  Systeme  weggenommen  werden, 
welche  eine  einzige  Gerade  gemeinsam  haben;  mit  anderen  Worten: 
diese  16  Doppeltangenten  bilden  unter  sich  eine  ähnliche  Con- 
figuration,  wie  die  16  Dqppeltangenten  einer  ebenen  Curve  4*®' 
Ordnu/ng  mit  einem  Doppelpunkt,  wen/n  man  die  6  von  dem 
Doppelpunkt  ausgeJienden  Tangenten  nicht  in  Bechnung  zieht. 
Siehe  Kap.  8,  S.  198. 

Die  vier  Dqppeltangenten,  die  aus  dem  Schnitt  eines  GöpeL'- 
sehen  Tetraeders  (siehe  oben)  hervorgehen,  sind  vier  Doppeltwn- 
genten,  durch  deren  8  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt  geht 

Auf  diese  Beziehungen  zwischen  den  Doppeltangenten  der 
Curve  4*®'  Ordnung  imd  den  singulären  Punkten  und  Ebenen 
der  Kummer'schen  Fläche  gründen  sich  einige  neuere  Arbeiten 
von  Ciani,  Ann.  di  mat^  (3),  2;  Bend.  Ist.  Lomb.,  1898. 


Es   lässt   sich   eine  Bezeichnungsart  für  die  16  singulären 
Ebenen    und  Punkte    der  Kummer'schen  Fläche    ermitteln:    gö? 
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braucht  man  für  eine  der  Ebenen  das  Symbol  0  imd  für  die 
sechs  auf  ihr  gelegenen  Punkte  die  Symbole  1,  2,  3,  4,  5,  6,  so 
lassen  sich  die  übrigen  15  Ebenen  durcti  die  Doppelsymbole 
12,  13,  14, , . .,  56  v/nd  die  übrigen  10  Fundamentälpunkte  durch 
die  dreizähligen  Symbole 

/123\       /124\ 

\456/'     V356/'* 
darstellen. 

Af-n)  gehen  die  sechs  Ebenen  12,  23,  31, 

45,  56,  64  durch  den  Funkt  (l)  dagegen  die  sechs  Ebenen 
(0),  (12),  (13),  (14),  (15),  (16). 

Eine  andere  Bezeichnungsart  für  die  16  singulären  Ebenen 
geht  aus  der  obenerwähnten  Beziehung  zwischen  ihnen  und  den 
Charakteristiken  Yom  Geschlecht  2  hervor. 

Legt  man  nämlich  jeder  Ebene  das  Symbol  (ab cd)  bei, 
worin  a,  b,  c,  d  keine  anderen  Werthe  als  0  imd  1  annehmen 
können  (und  der  grösseren  Einfachheit  wegen  die  Charakteristik 

mit  {ab cd)  statt  mit  (    j)  bezeichnet  wird),  so  werden  die  16 

Ebenen  durch  die  Symbole 


(0000), 
(0010), 
(0001), 
(0011), 


(1000), 
(1010), 
(1001), 
(1011), 


(0100), 
(0110), 
(0101), 
(Olli), 


(1100), 
(1110), 
(1101), 
(Uli) 


dargestellt. 


Die  sechs  sich  in  einem  Punkt  schneidenden  Ebenen  bestehen 
aus  den  drei  Ebenen,  welche  sich  in  dieser  Tabelle  mit  einem 
gegebenen  Element  in  derselben  Horizontalreihe  befinden,  und  den 
drei  anderen,  die  mit  dem  nämlichen  Element  in  derselben  Verti- 
calreihe  liegen. 

Sechs  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Ebenen  werden 
daher  mit 

(a,  b,  c,  d  -{-  1), 

(a,  &,  c  +  1>  ^)» 

{a,  b,  c+  1,  d  +  1), 

(a  +  1,  b,  c,  d), 

(a,  b  -\-  1,  c,  d), 

(a  +  1,  5  +  1,  c,  (?) 


Pascal,  Bepertorium.  11. 


hezeicJmet 
20 
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Die  Anzahl  der  Substitutionen  der  StübsMtuUonenffruppe, 
welche  die  Configuration  tmverändert  lassen,  beträgt  6!  16. 

Die  Gleichung  1&^  Grads,  von  welcher  die  Bestimmung  der 
16  Singular en  Ebenen  oder  Funkte  der  Kummer* sehen  Fläche  ab- 
hängt, wird  na^ch  Auflösung  einer  Gleichung  6*^  Grads  eine 
Ab eV sehe  Gldchung  und  lässt  sich,  nachdem  dies  geschehen,  durch 
Auflösung  von  vier  Gleichungen  J2^^  Grands  lösen.     Jordan. 

Mit  diesen  Problemen  hat  sich  Jordan  beschäftigt,  CreUe, 
70;  siehe  auch  seinen  Traite  des  subst.,  Paris  1870. 


Die  Haupttangentencurven  (Asymptotcrdinien)*)  auf  der 
Kummer^ sehen  Flädhe  sind  im  Allgemeinen  Gurven  16^  Ord- 
nung und  16^^  Classe. 

Sie  hohen  16  Spitzen  in  den  16  Singular  en  Funkten  der 
Fläche,  16  stationäre  Ebenen,  welche  die  singuHären  Ebenen  der 
Fläche  sind,  und  96  stationäre  Tangenten.     Siehe  Kap.  9,  §  4. 

Ihr  Bang  r  ist  der  48^,  die  Anzahl  ihrer  scheinbaren 
Doppelpunkte  beträgt  72,  die  Ordnung  der  Doppelcurve  der  deve- 
loppabelen  Fläche  ist  die  952^;  sie  sind  vom  Geschlecht  17. 

Es  gibt  6  ausgezeichnete  Haupttangentencurven,  deren  Ordnu/ngs- 
und  Classenzahl  sich  auf  die  Hälfte,  also  auf  8,  reduciren;  jede  von 
ihnen  ist  doppelt  zu  rechnen»  Sie  haben  keine  Spitzen  und  statio- 
nären Ebenen  und  besitzen  40  stationäre  Tangenten;  ihr  Mang 
ist  der  24^,  die  Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  16,  die 
Ordnung  der  Doppelcurve  der  Devdoppabden  die  200^;  sie  sind 
vom  Geschlecht  5. 

Durch  die  Haupttangentencurven  einer  Kummer^schen  Fläche 
geht  ein  Büschel  von  Flächen  4**'  Ordnung.     Reye. 

Die  parabolische  Curve  der  Kummer^schen  Fläche  ist  eine 
Curve  32^^  Ordnung  und  zerfällt  in  16  Kegelschnitte,  welche 
identisch  mit  den  in  den  16  svngvHären  Ebenen  liegenden  Kegel- 
schnitten sind. 

Mit  den  Haupttangentencurven  der  Kummer'schen  Fläche 
haben  sich  speciell  Klein  und  Lie,  Math.  Ann.,  23;  Beye, 
Crelle,  98  und  Segre  an  demselben  Ort  beschäftigt. 


*)  Die  Haupttangentencurven  sind  Linien,  bei  denen  die  Os- 
culationsebene  in  jedem  ihrer  Funkte  mit  der  Berührungsebene  an 
die  Fläche  zusammenfällt  (siehe  weiter  unten  Kap.  16).  Die  Tan- 
genten an  die  Haupttangentencurve  sind  Gerade,  welche  die  Fläche 
osculiren. 
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üeber  die  Oiassification  der  Kummer'schen  Flächen  auf 
Grund  der  Bealität  oder  Nicht -Realität  der  singulären  Punkte 
und  Ebenen  ist  eine  Arbeit  von  Bohn,  Math.  Ann.^  18  vor- 
handen. Weiler,  Ma&i,  Ann.,  6  dagegen  classificirt  sie  nach 
den  besonderen  Eigenschaften,  die  sie  annehmen,  wenn  einige 
der  16  singulären  Punkte  sich  vereinigen.  Beide  gehen  von  der 
Betrachtung  der  6  Werthe  Ä^ ,  . . . ,  Ajg ,  den  Wurzeln  einer  Form 
6*®'  Ordnung,  aus,  die,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  in  Beziehung 
zur  Gleichung  der  Eummer'schen  Fläche  stehen;  wenn  man  an- 
nimmt, diese  6  Werthe  specialisiren  sich  in  Bezug  auf  ihre 
Realität  oder  Nicht-Realität  und  in  Bezug  auf  ihre  Grösse,  so 
ergeben  sich  alle  Fälle,  die  möglich  sind. 

Wir  geben  hier  einige  der  Rohn 'sehen  Resultate  an: 

I.  Die  sechs  Grössen  h  sind  reell. 

a)  Die  Kummer'sche  Fläche  hat  16  reelle  singulare 
Pimkte  und  16  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  alle  ihre  singulären  Punkte 
und  Ebenen  sind  imaginär.  Betrachtet  man  in  einer 
Berührungsebene  an  die  Fläche  die  Schnittcurve 
4*®'  Ordnung,  so  sind  die  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  diese  Curve  gezogenen  Tangenten  sänmit- 
lich  reeU. 

c)  Die  Fläche  ist  imaginär  und  ihre  sämmtüchen  sin- 
gulären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär. 

n.  Zwei  der  Grössen  h  sind  conjugirt  imaginär  und   die 
übrigen  reell. 

a)  Die  Fläche  hat  8  reelle  singulare  Punkte  und  eben- 
soviele  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  ihre  sämmtüchen  singu- 
lären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär.  Sie  ist 
jedoch  mit  der  unter  I,  b  aufgeführten  nicht  iden- 
tisch, weil  von  den  sechs  in  I,  b  definirten  Tan- 
genten vier  reell  und  zwei  imaginär  sind. 

in.  Zwei  Paare  der  Grössen  Je  sind  conjugirt  imaginär,  die 
übrigen  beiden  h  reell. 

Die  Fläche  hat  4  reelle  singulare  Punkte  und  4 
reelle  singulare  Ebenen;  jede  der  letzteren  geht  durch 
2  reelle  Punkte  und  speciell  gehen  zwei  Ebenen  durch 
die  nämlichen  beiden  Punkte  und  die  übrigen  2  durch 
die  beiden  anderen  Punkte. 

20* 
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IV.  Die  sechs  Grössen  k  sind  zu  je   zweien  conjugirfc  ima- 
ginär. 

a)  Die  Fläche  ist  reell  und  hat  4  reelle  singulare 
Punkte  und  4  ebensolche  Ebenen.  Sie  ist  jedoch 
anders  gestaltet,  wie  die  Fläche  in  dem  Fall  III, 
weil  keine  reelle  Ebene  durch  einen  reellen  Punkt 
geht. 

b)  Die  Fläche  ist  imaginär,  besitzt  aber  4  reelle  sin- 
gulare Punkte  und  4  reelle  singulare  Ebenen. 

Wir  verweisen  hierbei  auf  die  interessanten  von  L.  Brill 
in  Darmstadt  (siehe  dessen  Catälog,  etc.)  besorgten  Gyps- 
modelle. 


§  4.    Das  Cayley*sch.e   Tetraedroid  und   die 

Wellenfläohe. 

Ein  specieller  Fall  der  Kiunmer'schen  Fläche  ist  die  von 
Cayley  Tetraedroid  genannte  Fläche,  von  welcher  dann  ihrer- 
seits wieder  die  FresneTsche  Wellmfläche  als  besonderer  Fall 
sich  abzweigt. 

Das  Tetraedroid  ist  eine  Kummer'sche  Fläche,  deren  16 
singulare  Ebenen  sich  derart  in  4  Gruppen  zu  je  vieren  ver- 
theilen,  dass  die  Ebenen  der  nämlichen  Gruppe  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen;  man  erhält  so  die  4  Eckpunkte 
eines  Fundamentaltetraeders,  von  welchem  die  Fläche  ihren 
Namen  hat. 

Die  Fläche  ist  eine  homographische  Transformation  der 
Wellenfläche,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird;  diese 
letztere  ist  daher  nur  ein  metrisch  specialisirtes  Tetraedroid. 

Die  auf  das  Ftmdamentaltetraeder  bezogene  Gleichtmg  des 
Tetraedroids  lautet: 


/ 


2 


X 


1  ' 


=  0 


0,  ai2,  «13,   ai4 

^%y    cii2,  0,    ais,  aii 

x^y    av^y  al%y    0,     «34 

x^>    ah,  aii>  ah>    0 


Die  Gleichu/ngen  der  16  svngulären  Ebenen  sind  dann  die 
folgenden: 
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^28*^1  ^18*^2  ^12^8  '^^^  ^* 

^24^1  ^14^  I  ^^£2^4  ^=  ^f 

^4*^1  l"  ^14^3      I  ^18^4  ^^  ^' 

—  «84^1  +  «14^8  +  «18-»4  ==  ^y 

^24*^1  "l  ^14^2  I  ^12*^4  ^^  ^> 

^8^1      l  ^18^2  ^12'''3  ^^^  ^1 

^84^2  ^24*^8     l"  ^28^4  ^^  ^' 

^24'*'1  ^14**'2  I  %2*^4  ^'^  ^' 

—  a^x^  —  ai^ojj  -f-  aigOJ^  =  0, 

^84*^2      I     ^24^8  I     ^28*^4  ^^^  ^' 

^28^1           ^18^2     1     ^12^  '^^  ^» 

028*^1           ^18*^2           ^12^8  '^^  ^' 

^84*^2           ^24^8  ^28*^4  ^^'^  ^' 

^84^1                          "T  ^14^8  ^18^4  "^^  ^' 

^24*^1           ^14*''2  ^12*^4  ^^^  ^* 

Dte  «t'ei^cr  oben  angegebene  Gleichtmg  des  Tetraedroids  ergibt 
sich  aus  Cayley's  allgemeiner  Gleichimg  der  Kummer^ sehen  Fläche 
(siehe  §  3),  icefin  man 

7      aj4  «      «S4  P"    _  «14 


ß         «84'      y  «14'      a"        «8*' 

«««=  —  —,       (3/3(3     =—  -      ,      yyy     =  — -? 

"14  "«4  "84 

seizi,  ivaraus 

aß^'y  =  cc'^ßy'     folgt 

Von  jeder  der  vier  Seitenflächen  des  Fundamentaltetraeders 
tcird  das  Tetraedroid  in  einem  Paar  von  Kegelschnitten  ge- 
schmtten\  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitte  ist  das  in  der  ent- 
sprechenden Seitenfläche  des  Tetraeders  eniJialtene  Dreieck  sich 
selbst  conjugirt.     Siehe  Kap.  3,  §  2,  S.  78. 

Man  erhält  so  4  Paare  von  Kegelschnitten  in  den  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders;  die  16  Schnittpunkte  dieser  4  Paare 
von  Kegelschnitten  sind  die  16  singulären  Punkte  der  Fläche,  die 
sich  also  zu  je  vieren  auf  den  Seitenflächen  des  Fundamental- 
tetraeders  befinden.  Diese  letztere  Eigenschaft  ergibt  sich  offen- 
bar, wenn  man  sich  daran  erinnert,  dass  die  Kununer^sche  Fläche 
reciprok  zu  sich  selbst  ist.     Siehe  §  3. 
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Die  vier  singulären  FwMe  auf  jeder  Seitenfläche  des  Tetra- 
eders liegen  zu  je  zweien  auf  6  Geraden,  die  ihrerseits  zu  je 
zweien  durch  die  drei  Ecken  des  Dreiecks  gehen,  welches  die  Seiten- 
fläche des  Tetraeders  bildet. 

Die  16  singulären  Ebenen  berühren  die  Fläche  längs  Kegel- 
schnitten, 

In  dem  Fall  des  Tetraedroids  lässt  sich  die  Gldchu/ng  6^^ 
Grads,  von  welcher,  me  in  §  3  ausgeführt  wurde,  nach  Jordan 
die  Bestimmung  der  16  si/ngulären  Punkte  der  allgemeinen  Kummer*- 
schen  Fläche  abhängt,  algebraisch  auflösen. 

Vergl.  bez.  des  Tetraedroids  auch  H.  E.  Timerding,  lieber 
die  quadratische  Transformation,  durch  welche  die  Ebenen  des 
Baums  in  ein  System  von  Flächen  2^^  Ordnung  mit  gemdnsamem 
Poltetraeder  übergeführt  werden,  Ann.  di  mat,  (3),  1,  1898. 


Die  Wellenfläche  ist  ein  specielles  Tetraedroid  und  lässt 
sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 

Sie  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  von  dem  Centrum  eines 
EUipsoids  ausgehenden  Strahlen,  deren  Längen  den  beiden 
Haupthalbmessem  des  Schnitts  des  EUipsoids  mit  einer  auf 
diesem  Strahl  senkrechten  Ebene  gleich  sind;  auf  jedem  Strahl 
liegen  daher  vier  Punkte  der  Fläche,  zwei  auf  der  einen  und  zwei 
auf  der  anderen  Seite.     Fresnel. 

Die  Fläche  besteht^  aus  zwei  Schalen,  von  denen  die  eine 
innerhalb  der  anderen  liegt,  und  die  sich  in  Doppelpunkten  der 
Fläche  berühren. 

Legt  man  das  Ellipsoid 

^  +  fF  +  ^=l,«>fc>C 

ZU  Grtmd,  so  lautet  die  Gleichung  der  Wellenfläche 

S'^^  —  t^  +  a^h^c^  =  0, 
worin 

^2  =  ^2  ^  ^2  ^  ^2^ 

f  =  a\b^  +  c^)x^  +  b\c^  +  a^)y^  +  c\a^  +  b^)z^    ist, 

Fresnel. 

Diese  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  des  Tetraedroids,  wenn 
man  zwischen  den  Coefficienten  a^^^  aä,  ...  specielle  Relationen 
festsetzt.  Siehe  Salmon-Fiedler,  Geom.d.  Baum.,  2,  p.  473, 474. 
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Der  FresneVschen  Gleichung  härm  mcm  die  beiden  folgen- 
den Formen  gehen: 

^*    _L     y*      I      ^'     _  1 

I       68  hi       I       68   ^8  ■'■? 


8  r>8 


«8      I       |8_58       .       g8  —  c' 

Da5  Fundamenialtetraeder  der  als  Tetraedroid  betrachteten 
WeUenfläche  hat  zu  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  des  Ellip- 
soids  und  die  u/nendlich  ferne  Ebene, 

Der  Schnitt  der  WeUenfläche  mit  einer  der  drei  Ha^ptebenen 
des  Eüipsaids  besteht  aus  emer  ElUpse  und  einem  Kreis. 

Von  den  16  singulären  Pu/nkten  der  Fläche  liegen  4  imaginäre 
im  Unendlichen,  4  reelle  auf  einer  der  Hauptebenen  und  die 
übrigen  4  -\-  4  imaginäre  sind  auf  den  beiden  anderen  Haupt- 
ebenen vertheilt 

Die  vier  singulären  Tangentialebenen  berühren  die  Fläche 
längs  Kreisen. 


Das  Tetraedroid  hat  zuerst  Cayley  studirt,  Journ.  de 
Ziouvüle,  11,  1846;  Coli  Math.  Pap.,  1,  S.  302;  Crdle,  65,  87. 

Mit  der  Untersuchung  der  Wellenfläche  machte  den  Anfang: 
Fresnel,  Mem.deVAc,  de  Paris,  7, 1827  in  einer  Abhandlung  über 
die  doppelte  Lichtbrechung,  in  welcher  er  das  Problem  der  Physik 
über  den  Durchgang  des  Lichts  durch  lichtbrechende  Körper  studirte. 
Auf  ihn  folgten  dann  kurz  nachher:  Ampere,  Ann.  de  Chim.  et 
Phys.,  39,  1828;  Cauchy^  Exerc,  de  math.,  5,  Paris  1830; 
Compt.  Rend.,  11,  12,  18;  Plücker,  Crelle,  19,  1839  und 
Andere.  Ein  ausführliches  Verzeichniss  von  Arbeiten  über  die 
Wellenfläche  findet  man  in  dem  oben  S.  125  citirten  Werk  von 
Loria,  11  passato  e  il  presente  deUe  principaU  teorie  geom., 
Torino  1896,  p.  114,  115.  (In  der  deutschen  Uebers.  von  1888 
p.  42  ist  nur  Mannheim  erwähnt). 

Eine  andere  Erzeugungsart  der  Fläche  hat  Böklen,  Schlö- 
müch's  Zeitschr.,  24,  25,  27,  1879 — 82  angegeben  und  eine 
weitere  mit  Hülfe  zweier  developpabeler  Flächen  Cayley,  Quart. 
Journ.  of  math.,  3,  1860;  CoU.  Math.  Pap,,  4,  p.  420,  432; 
Ann.  di  mal,  20,  1892. 

Man  kann  sich  einen  noch  specielleren  Fall  der  Kummer'- 
schen  Fläche  denken,  wenn  sie  nämlich  nicht  nur  in  einer,  son- 
dern in  mehreren  Arten  sich  als   ein  Tetraedroid  ansehen  lässt. 
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Mit  solchen  speciellen  Flächen  beschäftigten  sich  Eohn,  Leipz. 
Ber.,  1884;  Segre,  ib.,  id.  und  neuerdings  Bertini,  Ist, 
LomK  1898. 

Gypsmodelle  von   WeUenflächen   sind  in  der   von  L.  Brill 
besorgten  Sammlung  enthalten. 


§  5.    Flächen  4^'  Ordnung,    die   unendlich  viele  Kegel- 
schnitte enthalten. 

Kummer,  Berh  Monatsher.,  1863  =  Grelle,  64  untersuchte 
die  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  ent- 
halten. Wir  geben  in  diesem  Paragraphen  die  Hauptresultate 
an,  zu  denen  er  gekommen  ist. 

Es  gibt  keine  Flächen  4*®'  Ordmrng,  deren  Schnitte  mit 
allen  Ebenen  des  Bawms  oder  eines  Bündels,  jeder  für  sich,  at^ 
zwei  Kegelschnitten  zusammengesetzt  sind. 

Es  gibt  Flächen  4^'  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  gewissen 
unendlich  vielen  Ebenen,  die  keine  Berührungsebenen  sind,  aus 
zwei  Kegelschnitten  bestehen;  sie  sind: 

1.  Die  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  einem  JDoppdkegelschnitt 
und  zwei  Doppelpunkten,  deren  Verhindungsgerade  den  Doppelkegel- 
schnitt nicht  trifft;  jede  Ebene  des  Büschels,  dessen  Äxe  diese 
Verbindungslinie  ist,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten, 
deren  Schnittpunkte  natürlich  Doppelpunkte  der  Fläche  sind  und 
mithin  auf  dem  Doppelkegelschnitt  liegen.  Die  Gleichung  einer 
derartigen  Fläche  lautet: 

worin  q>  eine  Form  2^^  Grads  und  p,  q,r  vom  1*^  Grad  sind. 

2.  Die  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden;  jede 
durch  diese  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausserdem  in 
einem  Kegelschnitt.     Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

p'S  +  2pqS,  +  q%  =  0; 

dabei  sind  p,  q  Formen  i'®^  Grads  und  S,  S^,  S^  vom  ^  Grad. 

3.  Die  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  zwei  Selbstberührung^unkten, 
d.  h.  Punkten,  in  denen  sicJi  zwei  Schalen  der  Fläche  berühren; 
jede  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  gelegt  wird,  die  diese  zwei 
Punkte  verbindet,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten,  die 
sich  in  diesen  Punkten  berühren.     Ihre  Gleichung  lautet: 

9>'  =  (P.  qf', 
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darin  ist  g>  eine  quadratische  Form,  p,  q  sind  zwei  lineare 
Formen  v/nd  (p,  g)*  stellt  eine  Form  4^^  Grads  in  p,  q  dar. 

In  allen  diesen  Fällen  bilden  die  Ebenen,  welche  die  Fläche 
auf  die  verlangte  Art  schneiden,  ein  Büschel, 

Es  gibt  Flächen  4*®'  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  (allen 
oder  einigen)  B.erührungsebenen  aus  ßwei  Kegelschnitten  bestehen. 
Sie  sind: 

1.  Die  Fläche,  welche  drei  sich  in  einem  Punkt  schneidende 
Doppelgerade  hat  (die  Römerftäche  Steiner^s);  die  von  irgend 
einer  Berührungsebene  erzeugten  Schnitte  sind  aus  zwei  Kegel- 
schnitten zusammengesetzt 

2.  Die  Fläche  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und  einem  Doppel- 
punkt; jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Berührungsebene 
trifft  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten.  Die  Gleichung  einer 
solcfien  Fläche  lautet: 

darin  sind  q>,  ift  quadratische  Formen  und  p  eine  lineare  Form; 
insbesondere  stellt  ift  =  0  einen  Kegel  ^*®'  Ordnung  dar,  dessen 
Spitze  auf  der  Fläche  2^^  Grads  9  =  0  liegt. 

Es  gibt  Flächen  4'®'  Ordnung,  die  von  jeder  sie  doppelt 
berührenden  Ebene  in  zwei  Kegelschnitten  geschnitten  werden. 
Es  sind  dies: 

1)  Die  Flächen  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und 

2)  die  Begelflächen, 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  die  Hauptarten 
der  hier  aufgezählten  Flächen  gesondert  behandeln,  nämlich: 

a)  die  Flächen  mit  Doppelkegelschnitt; 

b)  die  Flächen  mit  Doppelgerade; 
c^  die  Steiner'sche  Fläche; 

d)  die  Regelflächen. 

Die  Flächen  mit  zwei  Selbstberührungspunkten  sind  bisher 
noch  nicht  eingehend  studirt  worden. 

§  6.   Die  Flächen  4^'  Ordnung  mit  Doppel-  oder 

CuBpidalkegelsohnitt. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  diese  Fläche  findet  man 
weiter  oben  in  §  1  dieses  Kapitels. 

Jede  Ebene  des  Baums  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve  4*®'  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten,  jede  Berührungs- 
ebene in  einer  Curve  4*®'  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten,  jede 
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zweifach  berührende  Ebene  in  zwei  KegelschniUen  u/nd  jede  Ebene, 
die  dreifach  berührt,  in  einem  KegdschmU  vmd  sswei  Crerade». 

Durch  Jeden  beUdngen  Punkt  können  10  Ebenen  gdegt  werden, 
welche  die  Flache  in  Paaren  von  Kegelschnitten  schneiden. 

Auf  dem  Doppelkegelschnitt  gibt  es  vier  unipkmare  oder 
Ctispidalpunkte ;  die  BeriAhximgsebenen  in  diesen  Punkten  gehen 
durch  denselben  Punkt, 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  lautet: 

darin  stellen  ^  =  0,  i/;  =  0  zwei  Flächen  ^'  Ordnung  und 
p  =  0  eine  Ebene  dar,  deren  Stritt  mit  9  =  0  der  Doppel- 
kegelschnitt der  Fläche  ist. 

Die  parabolische  Curve  der  Fläche  (von  der  3J2^^  Ordmmg) 
setzt  sich  aus  dem  8-mäl  gezählten  Doppelkegelschnitt,  dem  2'mal 
gerechneten  Schnitt  von  q>  =  0  mit  t/;  =  0  umd  einer  anderen 
Curve  8^^  Ordnung  zusammen. 

Die  Fläche  enthält  16  Gerade  (die  selbstverständlich  den 
Doppelkegelschnitt  treffen);  jede  von  ihnen  wird  von  fünf  anderen 
geschnitten.  Die  Configuration  dieser  16  Geraden  ist  dieselbe, 
wie  die  der  16  Geraden,  welche  übrig  bleiben,  wenn  man  von 
den  27  Geraden  einer  Fläche  5*®'  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  eine 
Gerade  und  die  sämmtlichen  10,  wdche  diese  Gerade  schneiden, 
weglässt. 

Jede  durch  eine  der  16  Geraden  gelegte  Ebene  schneidet 
die  Fläche  ausserdem  in  einer  Curve  5*®'  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt. 

Es  gibt  40  die  Fläche  dreimal  berührende  Ebenen,  von 
denen  jede  2  Gerade  enthält 

Die  Dqppeltangentialebenen  der  Fläche  hüllen  fünf  Kegeil 
2^^  Ordmmg  ein,  welche  die  fünf  Kummer 'sehen  Kegel  genannt 
werden.  Diese  fünf  Kegel  büden  daher  die  doppelt  berührende 
Developpabele  der  Fläche  (von  der  10^  Ordntmg). 

Die  40  dreifach  berührenden  Ebenen  der  Fläche  hohen  unter 
sich  dieselbe  Configuration ,  me  die  40  Ebenen,  welche  von  den 
45  einer  Fläche  5*®'  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  übrig  bleiben,  wenn 
man  die  5  durch  eine  feste  Gerade  gehenden  Ebenen  wegnimmt. 

Ein  jeder  der  Kummer" sehen  Kegel  uHrd  von  den  16  Geraden 
der  Fläche  berührt;  diese  vertheüen  sich  zu  je  zweien  in  8  Be- 
rührungsebenen an  einen  Kummer'schen  Kegel.  Mithin  lassen  sich 
die  16  Geraden  in  Bezug  auf  jeden  der  5  Kegel  auf  verschiedene 
Art  in  8  Paare  ordnen;  diese  Änordnimg  ist  die  nänüiche,  wie  die 
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derselben  Gereuten,  wenn  man  sie  als  einer  cubisc^en  Fläche 
angehörig  hetrachtet,  in  Bezug  auf  eine  jede  der  5  weggelassenen 
Hhenen,  Nennt  man  insbesondere  z.  B.  a,b  die  beiden  Geraden 
einer  weggelassenen  Ebene,  so  vertheilen  sicfi  die  16'  Geraden 
derart  in  8  Paare,  dass  die  beiden  Geraden  eines  jeden  Paares 
einander  und  ausserdem  entweder  die  Gerade  a  oder  die  Gerade  b 
setmeiden. 

Es  wird  auf  diese  Art  eine  Zuordnung  zwischen  den 
5  Kegeln  in  Bezug  auf  8^  und  den  5  weggelassenen  Ebenen  in 
Bezug  auf  8^  hergestellt. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  P  des  Doppelkegdsdinitts  von 
S^  und  die  Geraden,  tcelche  P  mit  den  8pitzen  der  5  Kegd  ver- 
binden, sind  Erzeigende  eines  Kegels  2^^  Ordnung, 

Die  Kummer'schen  Kegel  geüien  durch  die  auf  der  Doppel- 
linie  liegenden  Cuspidalpunkte;  die  Ebenen,  welche  die  Kegel  in 
diesen  Punkten  berühren ,  schneiden  die  Fläche  in  zwei  sich  be- 
rührenden Kegelschnitten, 

Aus  defi  16  Geraden  der  Fläcfie  lassen  sich  zwei  ver- 
schiedene Arten  windschiefer  Gruppirungen  von  4  Geraden  bilden, 
d.  h.  Gruppirungen  von  4  Geraden^  welche  sich  zu  je  zweien 
nicht  schneiden;  eine  Gruppe  i*®'  Art  ist  so  beschaffen,  dass  jede 
andere  der  übrig  bleibenden  12  Geraden  immer  wenigstens  eine 
der  vier  Geraden  der  Gruppe  schneidet,  eine  Gruppe  2^^  Art 
dagegen  so,  dass  unter  den  12  übrig  bleibenden  Geraden  immer 
eine  und  nur  eine  vorhanden  ist,  welche  keine  der  4  Geraden 
trifft  Diese  Gruppen  heissen  Quadrupel  i*®'  bez.  2^^  Art.  Es 
gibt  40  von  der  1^""  und  SO  von  der  2^  Art. 

Jedem  Quadrupel  entspricht  ein  anderes  derselben  Art,  welches 
so  beschaffen  ist,  dass  jede  seiner  vier  Geraden  eine  und  nur  eine 
der  Geraden  des  ersten  Quadrupels  trifft. 

Diese  beiden  Quadrupel  heissen  conjugirt  und  bilden  eine 
Doppelvier  (C leb  seh). 

Jeder  Doppelvier  2^^  Art  entsprechen  4  andere  derart,  dass 
die  in  der  ersteren  u/nd  einer  der  letzteren  enthaltenen  Geraden 
die  sämmtlichen  16  Geraden  der  Fläche  sind. 

Aus  den  16  Geraden  lassen  sidi  16  windschiefe  Quintupel 
bilden,  d.  h.  Gesammtheiten  von  5  Geraden,  welche  sicfh  zu  je 
zweien  nicht  schneiden;  windschiefe  Gesammtheiten  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Geraden  gibt  es  nicht. 

Die  SubstituMonengruppe  der  16  Geraden  hat  die  Ordnung 
5!  16. 
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Die  Wwrzdn  der  Gleichimg  16^^  Grads,  von  welcher  die 
Bestmmwng  der  16  Geraden  der  Fläche  4*®'  Ordnwng  mit  Dqppd- 
kegeUchnitt  abhängt,  sind  rationale  Functionen  der  Wurzeln  einer 
gewissen'  Gleichung  10^^"^  Grads,  welche  ihrerseits  nach  Auf- 
lösung einer  Gleichung  5*®"^  Grads  in  5  quadratische  Fa^doren 
zerfällt. 

Man  hat  dann  auch  eingehend  die  Polyeder  studirt,  die 
sich  aus  den  40  dreifach  berührenden  Ebenen  bilden  lassen. 
Siehe  die  Citate  weiter  unten. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dass  die  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte der  Fläche  die  Kummer'schen  Kegel  berühren;  natürlich 
liegen  in  jeder  Ebene  zwei  Kegelschnitte.  Man  hat  also  10 
Systeme  von  der  Fläche  angehimgen  Kegelschnitten  und  jedem 
System  entspricht  ein  anderes,  das  man  ihm  conjugirt  nennen 
kann,  weil  ein  Kegelschnitt  des  ersten  immer  in  derselben  Ebene 
mit  einem  bestimmten  Kegelschnitt  des  zweiten  liegt. 

Durch  jeden  (nicht  auf  der  Doppelcurve)  liegenden  Punkt 
der  Fläche  geht  ein  Kegelschnitt  eines  jeden  der  10  Systeme. 

Sieht  man  von  den  Schnitten  ab,  die  durch  Punkte  der 
Doppelcurve  geführt  werden  können,  so  gelten  die  Sätze:  Die 
zu  demselben  System  gehörenden  Kegelschnitte  schneiden  sicfi  nicht; 
zwei  beliebige  zu  zwei  conjugirten  Systemen  gehörende  Kegelschnitte 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten;  die  beiden  zu  zwei  verschiedenen 
(nicht  conjugirten)  Systemen  gehörenden  Kegelschnitte  treffen  sich 
in  einem  Punkt. 

Schneidet  man  den  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Ptmkt  P 
der  Doppelcurve  liegt,  und  welcher  die  Fläche  berührt,  mit  einer 
beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  ausser  den  Spuren  der  beiden 
Berührungsebenen  eine  ebene  allgemeine  Curve  4*®'  Ordnu/ng. 
Zeuthen,  1879;  siehe  Ann.  di  mat,  14,  p.  34. 

Diese  Curve  4**'  Ordnimg  hat  zu  Doppeltangenten:  die 
Spuren  der  beiden  Berilhru/ngsebenen  an  die  Fläche,  die  Spuren 
der  10  Ebenen,  welche  durdi  P  gehen  und  die  Fläche  in  einem 
Paar  von  Kegelschnitten  treffen  (siehe  oben),  tmd  die  Spuren  der 
16  Ebenen,  die  durch  P  tmd  die  16  Geraden  der  Fläche  gelegt 
iverden  können. 

Die  Kegelschnitte  der  Fläche  werden  in  Kegelsdmibte  prcjicirt, 
welche  die  Curve  4*®'  Ordnung  vierfach  berühren. 

Wenn  P  einer  der  4  auf  der  Doppelcurve  liegenden  Cua- 
pidalpunkte  ist  (siehe  oben),  so  hat  die  Projection  des  Umfangs 
der  Fläche  einen  Doppelpunkt  auf  der  Spur  der  in  P  berühren- 
den Ebene. 
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Prqßdrt  man  dagegen  die  Fläche  von  der  Spitze  eines  der 
Kummer'schen  Kegel  aus,  so  ist  die  ProjecHon  ihres  ümfangs  die 
Spur  des  doppelt  gezählten  Kegels  und  eine  Curve  4*®'  Ordnung 
mit  zwei  Doppelpunkten,  welche  sowohl  von  dieser  Spur  als  von 
der  Prqjection  des  Doppelkegelschnitts  in  4  Punkten  berührt  wird. 
Zeuthen^  1.  c. 

Zeuthen  bediente  sich  der  vorstehenden  Theoreme,  um  die 
Flächen  4*®'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  nach  der  Realität 
ihrer  Gieraden  und  der  Kummer'schen  Kegel  zu  classificiren. 

Er  kam  zu  den  folgenden  Hauptresultaten: 

Von  reeUen  Flächen  4*®'  Ordmmg  mit  reellem  Doppelkegel- 
schnitt  gibt  es  die  nachstehend  aufgeführten  6  Typen, 

A.  Die  16  Geraden  sind  reell  und  die  5  Kegel  sind  reell. 
Die  10  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  jedes  hat  4  Paare 
reeller  Geraden. 

B.  8  Gerade  sind  reell  und  ebenso  3  Kegel;  die  übrigen 
8  Geraden  sind  imaginär  ohne  reelle  Punkte;  6  Kegelschnitt- 
systeme aber  kein  Paar  conjugirter  Geraden  sind  reell. 

C.  4  Gerade  und  ein  Kegel  sind  reell.  Zwei  Kegelschnitt- 
systeme sind  reell,  jedes  mit  2  Paaren  reeller  Geraden  und 
2  Paaren  conjugirter  Geraden.  Von  den  12  imaginären  Geraden 
haben  4  einen  reellen  Punkt,  die  anderen  keinen. 

D.  Keine  Gerade  ist  reell;  die  5  Kegel  sind  es  dagegen 
sämmtlich.  6  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  enthalten  kein 
Paar  reeller  oder  conjugirter  Geraden.  Alle  16  Geraden  sind 
imaginär  ohne  reelle  Punkte. 

E.  Keine  Gerade  ist  reell  imd  die  5  Kegel  sind  es  sänmit- 
lich.  Alle  16  Geraden  sind  imaginär  aber  mit  einem  reellen 
Punkt.  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell;  zu  jedem  von  ihnen 
gehören  4  Paare  conjugirter  imaginärer  Geraden. 

F.  Keine  Gerade  ist  reell  und  nur  3  Kegel  sind  reell.  Von 
den  16  Geraden  haben  8  einen  einzigen  reellen  Punkt  und  8 
keinen.  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  jedes  hat 
2   Paare  conjugirter  Geraden. 


Die  Fläche  S^^  von  der  hier  die  Rede  ist,  wurde  zuerst 
von  C  leb  seh  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt.  Vergl. 
Kap.  9,  §  7. 

Bei  diesem'  Abbildung  entspricht  einer  Geraden  von  8^  in  der 
Ebene  em  durcli  5  Fundamentalpu/nkte  gehender  Kegelschnitt;  den 
5  Geraden,  welche  die  Gerade  schneiden,  entsprechen  die  5  Funda- 
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mmtalpti/nlcte,  tmd  den  übrigen  10  Geraden  diejenigen,  welche 
diese  5  Pimkte  zu  je  zweien  verbinden. 

Jedem  'Paar  conjtigirter  KegdschniUsysteme  von  Sj^  sind  die 
durch  4  der  5  Fmidamerdalpunkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die 
durch  den  5^^  Punkt  gehenden  Geraden  zugeord/net. 

Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  von  S^  s^ind  (X>^  Curven  5**' 
Ordnung  eines  linearen  Systems  von  Curven  3^^  Ordnung,  welche 
die  5  Fwndamentalpmüäe  enthalten. 

Das  Bild  des  BoppelkegeUchnitts  von  S^  ist  eine  Curve  5*®' 
Ordmrng  desselben  Systems, 

Für  das  Studium  der  Fläche  wichtig  ist  auch  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  mittelst  einer  birationalen  Transformation  des 
Baums  (Kap.  9,  §  7)  mit  einer  allgemeinen  Fläche  3*®'  Ordnung 
in  Beziehimg  gebracht  werden  kann.  Untersuchungen  dieser  Art 
haben  Geiser,  Grelle,  70  und  Cremona,  Bend.  Ist  Lomh,,  1871 
angestellt. 

Durch  die  Transformation 

x^i x^' x^i x^  =  y^  'yiy%* ViV^ ' y^Vi,     Vz 

oder 

wird  einer  allgemeinen  Fläcfie  5*®'  Ordnung  S^,  welche  durch  den 
Kegelschnitt  arg  =  0,  Xj^x^ -{-  x^^  =  0  des  Baums  (x)  geht,  aber 
in  x^  =  X2  =  x^  =  0  von  der  Ebene  x^==0  nicht  beriUirt  wird, 
in  dem  Baum  (y)  eine  Fläche  S^  von  der  4^^  Ordmrng  mit  Dqppel- 
Jcegelsdinitt  zugeordnet     Cremona. 

Die  Gleichungen  des  Doppelkegelschnitts  lauten 

Vi  =  0,  y^y^  —  2/3*  =  0. 

Den  27  Geraden  von  Äj  erdsprechen  l)  die  16  Geraden  von 
S^,  2)  10  Kegelschnitte  von  S^,  die  durch 

^1  =  ^2  =  %  =  ö 

gehen,  und  in  diesem  Punkt  von  der  Ebene  2/2  =  0  berührt  werden, 
3)  der  Punkt  y^=  y^=  y^  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lässt  sich  auch  die  ebene  Abbildung 
von  64  aus  der  ebenen  Abbildung  von  S^  ableiten. 


Ein  specieller  Fall  der  hier  betrachteten  Fläche  ist  der- 
jenige, in  welchem  der  Doppelkegelschnitt  in  zwei  sich  schneidende 
Gerade  zerfällt. 
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Die  Gleichtmg  der  Fläche  lässt  sich  alsdann  auf  die  Gestalt 
x^x^^  -f"  ^w^x^x^x^x^  -\-  X^(p  =  0 

zurückführen,  worin  <p  eine  quadratische  Form  ist.  Die  beiden 
Doppelgeraden  liegen  in  der  Ebene  x^  =  0  u/nd  sind  die  Schnitte 
dieser  Ebene  mit  den  beiden  Ebenen 

a?!  ==  0,  ojg  =  ^• 

In  diesem  FaU  hat  die  Fläche  wieder  16  Gerade,  von  denen 
8  die  eine  der  Doppelgeraden  treffen,  und  8  die  andere;  jede 
der  ersten  8  Geraden  wird  von  4  Geraden  des  anderen  Systems 
geschnitten. 

Auf  jeder  der  beiden  Doppelgeraden  gibt  es  zwei  uniplanare 
oder  Cuspidälpunkte. 

Die  Kummer' sehen  Kegd  speciell  reduciren  sich  auf  4;  der 
5*®  besieht  aus  der  Gesammtheit  der  beiden  Doppelgeraden,  als 
Enveloppe  von  Ebenen  betrachtet. 


Bemerkenswerth  ist  ferner  der  Fall,  in  welchem  der  Kegel- 
schnitt nicht  doppelt,  sondern  cuspidal,  d.  h.  jeder  seiner  Punkte 
uniplanar  ist. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  diesen  Fall  sind  in  der 
Tabelle  §  1  angegeben. 

Alsdann  gehen  die  Berühnmgsebenen  an  die  Fläche  in  den 
Punkten  des  Cuspidalkegelschnitts  sämmtlicfi  durch  einen  und  den- 
selben Punkt, 

Es  existirt  da/nn  eine  Tangentialebene,  welche  die  Fläche 
längs  eines  Kegelschnitts  berührt,  der  den  CuspidaVkegelschnitt  in 
zwei  Punkten  trifft. 

Eine  beliebige  durch  einen  dieser  Punkte  gehende  Ebene 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  diesen  Punkt  zum 
Selbstberührungsptmkt  (dem  Punkt,  in  dem  sich  zwei  Aeste  be- 
rühren, tacnodo,  doserpoint)  hat. 

Die  Fläche  besitzt  zwei  Quadrupel  von  Geraden;  die  vier 
Geraden  eines  Quadrupels  gehen  sämmüich  durch  einen  der  beiden 
SelbstberüJirungspunkte  und  liegen  in  der  Ebene  der  Geraden, 
wdche  die  beiden  Kegelschnitte,  den  Cuspidalkegdschnitt  und  den 
anderen  in  diesem  Punkt  berühren.  Nennt  man  die  beiden 
Ebenen  der  zwei  Quadrupel  jr,  tc',  so  gilt  der  Satz: 

Die  Fläche  hat  nur  drei  Kummer' sdie  Kegel,  deren  Spitzen 
in  der  Geraden  liegen,  in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  n,  n 
schneiden;  diese  drei  Kegel  gehen  durch  den  Cuspidalkegdschnitt. 
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Man  hat  dann  auch  die  Fälle  untersucht,  in  welchen  die 
Fläche  ausser  dem  Doppel-  oder  dem  Ouspidalkegelschnitt  noch 
isolirte  Doppelpunkte  hat.    ^ 

Eine  Fläche  4*®'  Ordmmg  mit  Doppelkegdschnitt  kann  nicht 
mehr  als  vier  solcher  isolirter  Doppelpunkte  haben. 

Diese  Flächen  wurden  ebenso  wie  viele  andere  specielle 
Flächen  besonders  von  Korndörfer,  Math,  Amt.,  1,  2  und 
später  von  Segre,  ib.,  24  studirt. 

Wenn  ein  isolirter  Doppelpunkt  auf  den  Doppelkegelschnitt 
zu  liegen  kommt,  so  erhält  man  eine  Fläche,  welche  sicK, 
wie  Cremona,  Rend,  Ist  Lomb.,  1871  gezeigt  hat,  aus  einer 
Fläche  2*®'  Ordnung  mit  Hülfe  der  birationalen  Transformation, 
von  der  oben  die  Bede  war,  ableiten  lässt. 

Andere  analoge  Fälle  hat  Segre,  1.  c.  betrachtet. 

Wird  angenommen,  der  Kegelschnitt  sei  doppelt  imd  nicht 
degenerirt,  so  lassen  sich  in  Beztig  auf  die  übrigen  Doppelpunkte, 
welche  die  Fläche  noch  haben  kamt,  18  verschiedene  Arten  von 
Flächen  u/nterscheiden. 

Mit  dem  Studium  der  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  Doppel- 
kegelschnitt hat  Kummer  1863,  Crelle,  64  den  Anfang  ge- 
macht. Später  beschäftigten  sich,  von  einem  anderen  Standpunkt 
ausgehend,  Moutard,  Darboux  und  Casey  eingehend  mit 
einem  speciellen  und  sehr  beachten  swerthen  Fall  solcher  Flächen^ 
mit  den  CycUden,  von  denen  im  folgenden  Paragraphen  die  Rede 
sein  wird;  bei  diesen  ist  der  Doppelkegelschnitt  der  unendlich 
ferne  imaginäre  Kreis.  Die  speciellen  Fälle  des  Torus  (einer 
durch  die  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene 
gelegene  Axe  erzeugten  Eingfläche)  und  der  Dup  in 'sehen  Cyclide 
waren  schon  seit  langer  Zeit  bekannt. 

Im  Jahr  1868  hat  C  leb  seh,  Crelle,  69  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchungen  über  die  ebene  Abbildung  der  Flächen, 
die  Studien  über  die  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  allgemeinem 
Doppelkegelschnitt  wieder  aufgenommen.  Auf  ihn  folgten  Cre- 
mona, Korndörfer,  1.  c,  Cayley,  Quart.  Journ,,  10,  11, 
1870,  1871. 

Wir  wollen  hier  die  Arbeiten  über  die  Cycliden  nicht 
citiren,  die  in  dem  nächsten  Paragraphen  besprochen  werden 
sollen,  imd  geben  nur  noch  als  besonders  wichtig  die  Zeuthen'scbe 
Festschrift  vom  Jahr  1879,  Om  Flader  af  fjerde  Orden  med 
Döbbeltkeglesnit ,  Kopenhagen  an,  die  in  dänischer  Sprache  ver- 
fasst,   von  Loria,  Ann.  di  mat.,  14   ins  Italienische    übersetzt 
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ist;. in  ihr  hat  sich  der  Verfasser  ins  Besondere  die  Classi- 
fication dieser  Flächen  in  der  oben  angegebenen  Art  angelegen 
sein  lassen. 

Im  Jahr  1884  unternahm  es  Segre,  die  ganze  Theorie  der- 
artiger Flächen  in  einer  umfangreichen  in  Bd.  24  der  Math. 
Ann.  enthaltenen  Arbeit  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  aus 
zu  behandeln,  indem  er  diese  Flächen  als  Projectionen  des  Schnitts 
zweier  in  dem  Baum  von  vier  Dimensionen  gelegener  quadra- 
tischer Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen  in  den  drei- 
dimensionalen Baum  betrachtete. 

Die  Segre 'sehe  Arbeit  ist  reich  an  Besultaten,  von  denen 
ein  Theil  schon  bekannt  war,  andere  neu  sind,  und  enthält 
am  Schluss  eine  detaillirte  Classification  aller  verschiedenen  Arten 
von  Flächen  mit  Doppel-  oder  Cuspidalkegelschnitt,  die  degenerirt 
sind  oder  nicht,  und  entweder  ausserdem  isolirte  Doppelpunkte 
oder  keine  solche  Punkte  haben. 

Die  Flächen  mit  Cuspidalkegelschnitt  hatte  vor  ihm  schon 
Cremona,  Äcc.  Bologna,  1872  und  Tötössy,  Math.  Ann.,  19 
untersucht. 

Eingehende  Studien  über  die  Configuration  der  16  Geraden 
und  der  40  dreifach  berührenden  Ebenen  der  Fläche  findet 
man  in  den  Arbeiten  von  Berzolari,  Ann,  di  mat,  13  und 
Pereno,  ib.,  21;  wir  verweisen  auf  die  Einleitung  der  citirten 
Segre 'sehen  Arbeit  und  das  wiederholt  erwähnte  Buch  Loria's, 
II  passato  e  ü  presente  delle  principaU  teorie  geometriche^  Torino 
1896,  in  dem  ausführliche  historische  und  literarische  Angaben 
enthalten  sind. 

§  7.   Die  Cyoliden.     Die  Dupin'sche  Cyolide. 

Die  Cycliden  sind  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  zum  Doppel- 
kegelschnitt den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  haben.  Der 
Name  Cyclide  stammt  von  Casey  und  Darboux,  während 
Cayley  diese  Flächen  hicyclische  oder  hidrculäre  Flächen  nannte. 

Di^  Cyclide  ist  die  Enveloppe  einer  Kugel,  die  eine  feste 
Kugel  orthogonal  schneidet,  während  ihr  Centrum  eine  feste  Fläche 
ä^""  Grads  beschreibt.    Casey,  Phil.  Trans.,  161,  1871. 

Die  Gleichung  der  Cyclide  lässt  sich  auf  verschiedene  Art 
schreiben : 

1)  Es  seieji  X^=.0,  X^  =  0,  Xg  =  0,  X^  =  0  die 
Gleichungen  von  vier  Kugeln;  sie  lautet  dann: 

Pascal,  Kepertorium.  II.  21 
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9^2 (-^i>  -^i*  ^8'  ^4)  **=  ^' 

warin  tp^  eine  allgemeine  Form  ^*^  Grads  darstellt 

Die  bei  der  Erzeuffu/ng  der  Cydide  feste  Kugel  ist  die 
JacoMsche  Fläche  dieser  4  Kugeln;  jede  der  letzteren  stellt  eine 
Lage  der  hewegHöhen  auf  der  festen  Kugel  senkrecht  stehenden 
Kugel  dar, 

2)  Die  Gleichtmg  der  Cyclide  kann  ferner  auf  die  Form 

(x^  +  3/*  +  z^y  +  /^g  =  0     (in  Cartesischen  Coordinaten) 

reducirt  werden;   darin   ist  S^  ^=  0  die  Gldchwng  einer  Fläche 
2^^  Ordwu/ng. 

3)  Sie  lässt  sich  auch  durch  die  Gleichtmgen  von  fünf 
Kugeln 

X^  =  0,  . .  .,  X5  =  0, 

die  einander  orthogonal  schneiden,  mittelst  einer  der  Formeln 
a,X,'  +  a,X,^  +  a^X,^  +  a^Z,^  =  0, 


a,^^  X,'  +  V^  X,'  +  V^  X,'  +  a,^^  X3«  =  0 

ausdrücken,  in  welchen  die  a  constante  Coeffidenten  bedeuten; 
diese  Formeln  sind  sämmtlich .  einander  äquivalent,  weü  zmschen 
den  Quadraten  der  fünf  X  eine  identische  lineare  BdaUon  be- 
steht, welche  den  Bedingungen  der  Orthogonalität  der  fünf  Kugeln 
zu  je  zweien  entspricht. 
Diese  Bdaiion  lautet 

X*            IT*            Y>            TT«            IT* 
_j L  ^«    j.  ^    _u  -^*     I   ^fl    n 

yi      1-.«      1^*.«      l^r*      l^r*  » 

»1  ^2  »8  '4  ^b 

worin  r^,  .  .  .,  r^  die  Badien  der  fünf  Kugeln  bezeichnen. 

In  den  obigen  5  Gleichungen  ist  X^  =  0  in  der  ersten, 
Xi  =  0  in  der  zweiten,  . ,  .,  Z^  =  0  in  der  letzten  Gleichung 
die  bei  der  Erzeugu/ng  der  Cyclide  feste  Kugel  und  die  übrigen 
4  Kugeln  stellen  verschiedene  Lagen  der  beweglichen  Ku^el  dar. 
Dieselbe  Fläche  wird  daher  auf  5  verschiedene  Arten  erzeugt. 


Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Oycliden  besteht  darin,  dass 
sie  anallagmatische  Flächen  sind,  d.  h.,  dass  sie  mittelst  einer 
Transformation  durch  redproke  Badienvectoren  (Inversion)  in  sich 
selbst  verwandelt  werden. 
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Die  onälla^aHsdien  Flächen  4^^  Ordnung  sind  die  Cycliden, 
Moutard. 

Die  der  Inversion  zu  Grund  liegende  Kugel  ist  die  feste  Kugel, 
zu  wdcher  die  bewegliche,  welche  die  Cydide  auf  die  eben  an- 
gegebene Art  erzeugt,  orfhogoncH  ist  Das  Centrum  dieser  Kugel 
ist  die  Spitze  eines  der  5  Kummer'schen  Kegd  der  Fläche  nach 
der  allgemeinen  Theorie  in  §  6. 

Die  CgcUde  ist  eine  anaUagmatische  Fläche  in  Bezug  auf  5 
verschiedene  Inversionen,  selbstverständlich  den  5  Kummer'schen 
Kegdn  entsprechend. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  oben  angeführten  Theorem,  nach 
welchem  dieselbe  Cyclide  sich  auf  fOnf  verschiedene  Arten  er- 
zeugen Iftsst. 

Charakteristisch  für  die  Cycliden  ist  die  Eigenschaft,  da^s 
die  doppelt  berührenden  Ebenen  (die  Ebenen,  welche  die 
Kummer* sehen  Kegel  berühren)  die  Fläche,  statt  in  einem 
Paar  von  Kegelschnitten,  wie  in  dem  in  §  6  behandelten  FaU, 
in  einem  Paar  von  Kreisen  schneiden.  Mithin  lässt  sich  auch 
behaupten: 

I)urch  jeden  Punkt  des  Baums  gehen  10  Ebenen,  welche  die 
Fläche  in  einem  Paar  von  Kreisen  schneiden.  Daher  stammt 
der  ihr  von  Cayley  gegebene  Name  bicirculäre  Fläche. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liege  eine  Cyclide  vor,  die  auf 
die  oben  angegebene  Art  von  einer  beweglichen  Kugel  erzeugt 
worden  ist,  welche  eine  feste  Kugel  X^  =  0  orthogonal  schneidet, 
während  ihr  Centram  eine  Fläche  2^'  Ordnung  S^^^  0  be- 
schreibt. 

Wir  ziehen  von  dem  Centrum  der  Kugel  X^  =  0  aus  den 
Kegel,  dessen  Berührungsebenen  senkrecht  auf  den  Erzeugenden 
des  Asymptotenkegels  der  Fläche  2*®'  Ordnung  8^^  0  stehen; 
dieser  Kegel  ist  einer  der  5  Kummer' sehen  Kegd. 

Jedem  Kummer'schen  Kegel  entspricht  auf  diese  Art  eine 
Fläche  2*«'  Ordnung  8.  =  0. 

Die  5  Flächen  2^^  Ordnung  S^  =  0  sind  confocal. 

Der  Schnitt  der  Fläche  2*"  Ordnung  8i  =  0  mit  der  ent- 
sprechenden Kugel  X,.  =  0  heisst  eine  Focälcurve  der  Cyclide; 
es  gibt  mi^in  5  Foccdcurven. 

Wir  bemerken  dabei,  dass  die  Definition  der  Focalcurven 
(Kap.  4,  §  3),  welche  Dupin,  Chasles  und  Andere  für  Flächen 
2**'  Ordnung  gegeben  haben,  von  Darboux,  Campt  Bend.,  1864 
auf  eine  beliebige  Fläche  ausgedehnt  worden  ist. 

21* 
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Man  betrachte  die  der  Fläche  umschriebene  Developpable,- 
deren  Tangentialebenen  auch  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  berühren;  die  Doppelcurve  dieser  Devdoppäblen  wird  die 
Focdlcurve  der  Fläche  genannt.  Durch  jede  Tangente  an  die 
Focalcwrve  lassen  sich  zwei  Ebenen  legen,  welche  zugleich  die 
Fläche  und  den  unendlich  fernen  Kreis  berühren. 

Gehört  nun  der  unendlich  ferne  Kreis  der  Fläche  an,  so 
lassen  sich  ausser  den  gewöhnlichen  Focalcurven  auch  die  so- 
genannten singulären  Focalcurven  betrachten  (Laguerre),  welche 
die  Doppellinien  der  Developpablen  sind,  die  der  Fläche  längs 
der  Punkte  des  unendlich  fernen  imaginären  Kreises  umschrieben  ist. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  über  die  singulären 
Focalcurven  der  Cyclide  (Laguerre,  De  la  Gournerie): 

Die  singulären  Focalcurven  der  Cyclide  sind  die  gewöhn- 
lichen Focalcurven  einer  jeden  der  5  Flächen  2*^^  Grads,  welche 
auf  die  oben  angegebene  Art  zur  Erzeugtmg  der  Cyclide  dienen; 
diese  5  Flächen  2^^  Grads  als  confocäle  Flächen  haben  dann 
dieselben  FocaJlinien. 

In  einem  Kugelbüschel  gibt  es  12  Kugeln,  welche  eine  ge- 
gebene Cyclide  berühren;  in  einem  Ebenenbüschel  existiren  12  die 
Cyclide  berührende  Ebenen  und  in  einem  Strahlenbündel  12  auf 
der  Cyclide  senkrechte  Strahlen. 

Die  durch  die  Gleichung 

Y2  -tr  9  "y*  TT*  Y* 


X  —  ttj     '    X  —  aj         X  —  ttj    '    X  —  a^    '    X  —  a^ 

in  welcher  k  einen  variäbelen  Parameter  bezeichnet,  dargestellten 
Cycliden  sind  sämmilich  confocäl;  sie  schneiden  einander  orthogonal 
und  durch  einen  Punkt  des  Baums  gehen  drei  Cycliden  eines 
solchen  Systems;  sie  bilden  mithin  ein  sogenanntes  dreifaches  ortho- 
gonales System.     Siehe  Kap.  16,  §  14. 

Man  kann  die  drei  entsprechenden  Werte  von  X  zu  Coor- 
dinaten  eines  Punkts  des  Baums  wählen. 

Zwei  Cycliden  des  Systems  schneiden  sich  längs  ihrer 
Krümmungslinien;  diese  sind  daher  algebraische  Curven.  Vergl. 
Kap.  16,  §  9. 

Die  Krümmungslinien  der  Cycliden  büden  ein  orüiogonäles 
isothermes  System.     Siehe  Kap.  16,  §  8. 

Setzt  man  specielle  metrische  Eigenschaften  der  Fläche  2*" 
Ordnung,  welche  zur  Construction  der  Cyclide  dient,  voraus,  so 
ergeben  sich  Cycliden  von  besonderen  Formen. 
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Ist  diese  Fläche  2^^  Grads  eine  Kugel^  so  wird  die  Cyclide 
die  Eotatiansfläche,  welche  ein  Cartesisches  Oval  (Kap.  17,  §  11) 
hei  der  Dxehung  um  seine  Focalaxe  hesdkreibt  Alsdann  ist  der 
unendlich  ferne  imoffinäre  Kreis  für  die  Fläche  cuspidäl. 

Wenn  die  Fläche  2*^  Grads  eine  Umdrehtmgsfläche  ist,  so 
berührt  die  gewöhnliche  Focäkurve  der  Cyclide  den  tmendlidi  fernen 
Kreis  doppelt.     Darboux  nannte  diese  Cycliden  Cartesische. 

Ist  schliesslich  die  quadratische  Fläche  keine  Mittelpunkts- 
fläche,  also  ein  Paraholoid,  so  liegt  eine  der  singulären  Focal- 
curven  im  Unendlichen  und  die  CycUde  zerfällt  in  eine  Fläche 
^ter  Ordnung,  die  durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
geht  u/nd  in  die  Ebene  im  Unendlichfernen  selbst. 

Man  erhält  alsdann  die  sogenannte  parabolische  Cyclide  oder 
Cydide  5*®'  Ordnu/ng. 

Sie  enthält  offenbar  eine  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ge- 
legene Gerade,  durch  die  fünf  die  Fläche  dreifach  berührende  Ebenen 
gehen;  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  sind  die  5  Spitzen 
der  5  Kummer* sehen  Kegel  j  von  welchen  sich  ein  jeder  auf  ein 
JPiaar  in  der  Fläche  liegender  Geraden  redudrt;  jede  durch  eine 
der  so  gebildeten  10  Geraden  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
natürlich  in  Kreisen, 

Aus  einer  allgemeinen  Cyclide  ergibt  sich  eine  Cyclide  3^^ 
Ordnung,  wenn  man  die  erstere  durch  redproke  Eadienvectoren 
transformirt  (Kap.  17,  §  l)  und  das  Inversionscentrum  auf  die 
Fläche  selbst  legt. 

Nimmt  man  nun  an,  die  Fläche  2^^  Grads  S  und  die 
Leitkugel  X  haben  eine  specielle  Lage  zueinander,  sie  berühren 
sich  z.  B.,  so  erhält  man  Cycliden  mit  Doppelpunkten. 

Wie  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Flächen, 
so  können  auch  die  Cycliden  einen  bis  vier  isolirte  Doppel- 
punkte besitzen. 

Die  CycUden  mit  Doppelpunkten  lassen  sich  immer  als  In- 
verse  (durch  eine  Inversion  transformirte  Flächen,  Kap.  17,  §  1^ 
von  Flächen  2^^  Ordnung  ansehen. 

Die  Inverse  der  allgemeinen  Fläche  2^^  Grads  ist  eine 
Cyclide  mit  einem  Doppelpunkt,  die  des  allgemeinen  Kegels  2^^ 
Grads  eine  solche  mit  zwei,  die  der  Botationsfläche  2^^  Grads 
eine  solche  mit  drei  und  schliesslich  die  Inverse  des  Botations- 
kegeis  eine  CycUde  mit  vier  isolirten  Doppelpunkten  (die  Dupin'scke 
Cyclide). 
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Die  Cydide  mit  nur  einem  Doppelpunkt  ergibt  sich,  wenn 
die  Fläche  ^^^  Grads  S^  hei  der  oben  beschriebenen  Ereeugtmg 
der  Cyclide  die  Kugd  X^,  die  Leitkugel,  in  nur  einem  Punkt 
berührt  oder  diese  letztere  sich  auf  einen  Punkt  reducirt. 

Eine  solche  Cyclide  lässt  sich  auch  als  die  sogenannte 
Fusspunktfläche  (Kap.  17,  §  2)  einer  Eläche  2*®'  Ordnung  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  0  der  letzteren  definiren,  d.  h.  als  der 
Ort  der  Fus^punkte  der  von  0  aus  auf  die  Berührungsebenen  an 
die  Fläche  2^^  Ordnung  gefällten  Lothe. 

Wenn  die  Fläche  2*^  Grads  8  die  Kugel  X  doppeU  be- 
rührt, so  ergibt  sich  die  Cyclide  mit  zwei  Doppdptmkten;  sie  ist, 
wie  gesagt,  die  Inverse  eines  allgemeinen  Kegels  2*®^  Grads. 

Den  Fall,  in  welchem  diese  beiden  Doppelpunkte  auf  den 
unendlich  fernen  imaginären  Kreis  fallen,  studirten  De  la  Gour- 
nerie,  Journ.  de  VEc.  pol.,  23,  1863;  Journ.  de  LiouviUe,  (2), 
10,  1865  und  Cayley,  Quart.  Journ.,  10,  11,  1870. 

Die  Fläche,  welche  von  einem  Kegelschnitt  erzeugt  wird,  der 
um  eine  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  rotirt,  ist  im  All- 
gemeinen eine  Cyclide  mit  nur  zwei  auf  dem  wnenäUch  fernen 
imaginären  Kreis  liegenden  Doppelpwnkten ,  welche  die  beiden 
Kreispunkte  in  der  auf  der  Botationsaxe  senkrecht  stehenden 
Ebene  sind. 

Wir  gehen  schliesslich  zu  der  Dup  in 'sehen  Cyclide  (mit 
vier  Doppelpunkten)  über. 

Bei  der  Dupin'schen  Cyclide  sind  wenigstens  zwei  der  Doppel- 
punkte imaginär,  die  16  Geraden  sind  es  im  Allgemeinen  sämmt- 
lich  und  von  den  6  Verbindtmgsgeraden  der  Doppelpunkte  sind 
wenigstens  4  imaginär. 

Von  den  fünf  Kummer* sehen  Kegeln  ist  nur  einer  nicht 
degenerirt;  seine  Berührungsebenen  schneiden  mithin  die  FläcJie 
in  Kreisen;  die  übrigen  vier  degeneriren  in  vier  singulare  Tan- 
gentialebenen, welche  die  Fläche  längs  einer  ganzen  Curve  be- 
rühren, und  von  denen  wenigstens  ztvei  stets  imaginär  sind. 

Die  Krümmungslinien  (Kap.  16,  §  9)  der  Dupin' sehen 
Cyclide  sind  Kreise. 

Die  Dupin* sehe  Cyclide  lässt  sich  als  die  Enveloppe  (Kap.  16, 
§  6)  einer  Kugel  definiren,  deren  Centrum  sich  in  einer  Ebene  be- 
wegt, und  die  zwei  gegebene  Kugeln  berührt;  oder:  als  die  Enve- 
loppe einer  Kugel,  deren  Centrum  sich  auf  einem  Kegdschnitt  be- 
wegt,  und  die  eine  andere  gegebene  Kugel  berührt,  oder  auch 
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als  die  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Centrum  auf  einem  KegeV- 
schnitt  fortrückt^  und  die  eine  andere  Kugel  senkrecht  schneidet 

Die  von  Dupin  gegebene  Definition,  nach  welcher  sie  die 
Enveloppe  von  Kugeln  ist,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren, 
individualisirt  nicht  eine  einzige  Cyclide,  sondern  deren  vier. 

Es  leuchtet  femer  ein,  dass  der  Torus,  d.  h.  die  Fläche, 
welche  von  einem  Kreis  erzeugt  wird,  der  um  eine  in  seiner 
Ebene  liegende  Gerade  rotirt,  eine  specielle  Dupin'sche  Cyclide  ist. 

Wenn  die  4  Doppelpunkte  imaginär  sind,  so  erhält  man 
die  BingcycUde,  von  welcher  der  Torus  ein  besonderer  Fall  ist. 

Sind  nur  zwei  der  Doppelpunkte  reell  (andere  Fälle  sind 
nicht  möglich,  siehe  oben),  so  ergeben  sich  zwei  Arten  von 
Cycliden:  l)  die  Homcyclide,  welche  aus  zwei  Schalen  besteht,  von 
denen  die  eine  ausserhalb  der  anderen  liegt;  die  Schalen  endigen  in 
Spitzen,  imd  sind  durch  die  beiden  Doppelpunkte  verbunden;  und 
2)  die  Spinddcyclide ,  die  aus  zwei  in  zwei  Punkten  vereinigten 
Schalen  besteht,  von  denen  die  eine  sich  innerhalb  der  anderen 
befindet. 

Wie  bei  den  allgemeinen  Cycliden,  so  kann  man  sich  auch 
bei  den  Dupin'schen  denken,  der  Kegelschnitt,  der  die  Centren 
der  beweglichen  Kugeln  enthält,  deren  Enveloppe  die  Cyclide 
ist,  sei  eine  Parabel,  also  eine  ähnliche  Voraussetzung  machen, 
wie  die,  aus  welcher  bei  den  allgemeinen  Cycliden  die  para- 
bolischen oder  Cycliden  3^^  Grads  hervorgingen. 

Man  erhält  so  die  parabolischen  Dupin^ sehen  Cycliden,  welcJie 
Flächen  nur  5*®'  Ordnung  sind,  weil  die  unendlich  ferne  Ebene 
wegfällt.  * 

Von  solchen  Cycliden  lassen  sich  die  folgenden  Typen  con- 
stndren:  l)  die  parabolische  Horncyclide,  bei  der  zwei  Doppel- 
punkte reell  sind,  und  2)  die  parabolische  BingcycUde,  bei  der 
die  4  Doppelpunkte  sämmtlich  imaginär  sind. 

Diese  Flächen  haben  Schalen,  welche  sich  ins  Unendliche 
erstrecken;  ihnen  gehören  eine  unendlich  ferne  Gerade  und  einige 
andere  reelle  Geraden  an. 

Von  diesen  sämmtlichen  Cycliden  hat  man  Gipsmodelle  an- 
gefertigt; siehe  den  Catalog  mathematischer  Modelle  von  Brill 
in   Darmstadt.  

Die  Classification  der  Cycliden  führte  zuerst  Loria,  Äcc. 
Torino,  1884  vollständig  durch,  welcher  18  verschiedene  Species 
von  Cycliden  je  nach  den  übrigen,  Singularitäten,  welche  die 
Fläche  besitzen  kcmn,  unterschied;  diese  18  Species  entsprechen 
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natürlich  den  18  Arten  von  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  allgemeinem 
Doppelkegelschnitt,  die  kurz  nachher  zugleich  mit  anderen  Flächen. 
Segre  studirt  hat;  siehe  oben  §  6.  Dieser  letztere  Autor  wies 
dann  auch  nach,  dass  von  den^  18  Arten  von  Cydiden  nu/r  10 
reellen  CycUden  entsprechen  (Gleiöhtmgen  mit  reellen  Coefficienten 
haben).     Siehe  Math.  Ann.,  24,  p.  439. 

Die  älteste  Cyclide,  die  imtersucht  wurde,  war  die  mit 
4  Doppelpunkten  (Dupin,  Applic.  de  Geom.,  1822),  von  welcher 
der  Toms  ein  specieller  Fall  ist.  Mannheim,  Nowo.  Ann., 
1860  zeigte,  dass  jede  Dupin'sche  Cyclide  sich  durch  eine  In- 
version in  einen  Toms  überfahren  lässt. 

Bald  nachher  fing  man  an,  die  Oycliden  in  Bezug  auf  ihre 
anallagmatischen  Eigenschaften  (siehe  oben)  zu  studiren.  Dahin 
gehören  die  Arbeiten  von  Moutard,  Nouv.  Ann.  de  Math,,  (2), 
3,  1864;  Darboux,  Arm.  de  Vtc.  norm.,  1865  u.  ff.,  1872; 
Maxwell,  Quart.  Joum.,  9,  1867,  der  eine  Classification  zu 
geben  versuchte,  imd  später  eine  umfangreiche  Abhandlung  von 
Casey,  PM.  Tram.,  161,  1871. 

üeber  die  Theorie  dieser  Flächen  hat  Darboux  eine 
separate  Monographie  veröffentlicht:  Sur  wie  classe  remarquahle 
de  courhes  et  swrfaces  algebriques,  Paris  1873,  2.  ed.  1896, 
in  welcher  der  Leser  Näheres  findet.  Schliesslich  unternahm 
Loria  im  Jahr  1884,  Mem.  Acc.  Torino,  36  das  Studiimi  der 
Cycliden  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  aus  und  bediente 
sich,  gestützt  auf  die  schon  vor  ihm  von  Lie,  Klein  und 
Beye  eingeführten  Begriffe,  der  sogenannten  Kugelgeometrie, 
in  welcher  die  Kugel  als  Eaumelement  betrachtet  wird,  sowie 
der  Kugelcomplexe  und  -Congruenzen  zur  Classification  der 
CycKden  in  18  Species.  Siehe  weiter  unten  Kap.  14.  Vergl. 
auch  B 6 eher.  Die  Beihenenttvicklungen  der  Potentialtheorie, 
Leipzig  1894. 

§  8.    Die  Flächen  4^'  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  kann  auf  die  folgende  Art  ge- 
schrieben werden  (Kummer): 

p'S  +  2pq8,  +  q'8,  =  0; 

darin  sind  p,  q  lineare  und  die  S  quadratische  Funktionen  der 
Coordinaten.  Der  Schnitt  der  Ebenen  ^  =  0,  g  =  0  ist  die 
Doppelgerade  der  Fläche. 
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Dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  die  Gestalt  gehen  (Cayley): 

dabei  sind  die  g>^,  g>^,  'iff^,  .  ->  Fv/nctionen  von  x^,  x^  vom  4^^, 
5*®^  . . .  Grad, 

Der  Schnitt  der  Ebenen  x^  =  0,  0^2  =  0  ist  die  Doppel- 
gerade der  Fläche. 

Die  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der  20^^  Klasse. 

Die  Fläche  enthält  16  Gerade  ausser  der  Doppelgeraden; 
ferner  gibt  es  64  dreifach  berührende  Ebenen,  von  denen  jede 
die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten  schneidet;  einer  der  vier  Schnitt- 
ptinkte  dieser  letzteren  liegt  auf  der  Doppelgeraden  und  die 
übrigen  drei  sind  die  drei  Berührungspimkte  der  dreifach  be- 
rührenden Ebene. 

Die  16  Geraden  liegen  zu  je  zweien  mit  der  Doppelgeraden 
in  einer  und  derselben  Ebene;  sie  gruppiren  sich  also  in  8  Paare, 
von  denen  jedes  die  Doppelgerade  schneidet 

Man  erhält  so  64  Kegelschnittpaare  und  8  Geradenpaare; 
jedes  Kegelschnittpaar  ist  in  Bezug  auf  jedes  Geradenpaar  so 
gelegen,  dass  ein  Kegelschnitt  des  Paares  nur  eine  Gerade  des 
Geradenpaares  trifft  und  der  andere  Kegelschnitt  die  andere 
Gerade. 

Die  hauptsächlichsten  SpecialfäUe,  welche  bei  einer  solchen 
Fläche  auftreten  können,  sind  die  folgenden: 

Eine  der  Tangentialebenen  in  den  Punkten  der  Doppellinie 
kann  immer  dieselbe  sein;  dieser  Fäll  tritt  ein,  wenn  die  drei 
Functionen  g?2'  '*f^2'  X2  ^^  obigen  Gleichung  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben. 

Hier  fällt  eine  der  16  Geraden  der  Fläche  mit  der  Doppel- 
geraden zusammen. 

Die  beiden  Tangentialebenen  in  jedem  Punkt  der  Doppel- 
geraden können  immer  dieselben  sein;  dies  geschieht,  wenn  die 
drei  eben  genannten  Functionen  sich  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden. 

Die  Punkte  der  Doppelgeraden  können  femer  sämmtlich 
uniplanar  sein;  alsdann  ist  diese  Gerade  eine  Cuspidalgerade  der 
Fläche;  die  Tangentialebene  in  jedem  Punkt  der  Cuspidalgeraden 
variirt  dann  von  Punkt  zu  Punkt.  Dieser  Fäll  tritt  ein,  wenn 
die  drei  letzten  Terme  sich  auf  die  Form 

redudren  lassen,  worin  q>^,  i/;i  lineare  Functionen  in  x^,  x^  sind. 
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Schliesslich  kann  es  yorkommen,  dass  die  Tangentialebenen 
in  den  Punkten  der  Cuspidalgeraden  immer  dieselben  sind;  dies 
geschieht,  wenn  die  drei  letzten  Terme  auf  einen  der  beiden  Typen 

x^x^x^     oder     x^x^ 

zurückgeführt  werden  können. 

In  dem  Fall  der  Cuspidalkante  ist  die  Fläche  12^^  Classe. 

Eine  Fläche  4*®'  Ordnimg  mit  einer  Doppelgeraden  kann 
ausserhalb  derselben  bis  8  isolirte  Doppelpunkte  haben. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  Doppelgerade 
und  vier  Doppelpunkten  kann  auf  die  folgende  Art  gefunden 
werden:  Es  mögen  drei  Flächen  2*^  Grads  8=0,  8"  =  0,  S'' =  0, 
die  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  gegeben  seiji;  sie  werden 
ausserdem  noch  vier  Punkte  gemeinsam  haben;  eine  quadratische 
Form  von  8,  S\  8"',  gleich  NM  gesetzt,  ist  alsdann  die  Gleichung 
einer  Fläche  4*®'  Ordmmg,  für  welche  diese  Gerade  wnd  diese 
Punkte  doppelt  sind. 

In  einem  solchen  Fäll  gibt  es  vier  Ebenen,  die  du/rch  die 
Doppelgerade  und  jeden  der  Doppdpimkte  gehen  u/nd  i/n  jeder 
der  Ebenen  liegen  zwei  Gerade  der  Fläche,  welche  sich  in  dem 
Doppelpunkt  schneiden. 

Die  Fläche  4**'  Ordnu/ng  mit  Doppelgerade  u/nd  8  Doppelr 
pwnkten  hat  zur  Gleichung 

\J  ,  X^y  X^f  1 

x^ ,  a^i ,  0^2  9  ^is 

X^t    0>x^y    ^22'    ^28 
1,    0^3,    «23,    «33 


=  0, 


worin  a^^,  a^<^,  a^^  quadratische  Formen  in  x^  und  x^,  ferner 
«23,  «13  lineare  Formen  und  a^^  eine  Constante  sind. 

Es  gibt  4  Ebenen,  welche  durch  die  Doppelgerade  gehen  und 
die  Fläche  längs  je  einer  anderen  Geraden  berühren;  auf  jeder 
dieser  Geraden  liegen  zwei  Doppelpunkte, 

Die  acht  Doppelpunkte  sind  zu  je  vieren  in  8  Ebenen  ge- 
legen umd  durch  jeden  von  ihnen  gehen  4  solche  Ebenen, 

Auf  diese  Fläche  kam  Julius  Plücker,  Neue  Geometrie 
des  Raumes,  gegr.  auf  die  Betrachtung  der  geraden  Linie  als 
Baumelement ^  mit  einem  Vorwort  von  Clebsch,  in  2  Abth., 
1^  Abth.,  Leipzig  1868,  2^  Abth.  von  Klein  herausg.,  ib.  1869, 
1,  N.  213,  als  er  die  Theorie  der  Liniencomplexe  studierte. 
Siehe  Kap.  14. 
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Bezüglich  der  Theorie  der  Flächen,  von  welchen  in  diesem 
Paragraphen  die  Eede  war,  verweisen  wir  auf  Salmon-Fiedler, 
Geom.  des  Baumes,  2,  §  335  u.  ff.,  den  wir  bei  unserer  Darstellung 
besonders  benutzt  haben;  man  sehe  auch  die  in  §  5  citirten 
Arbeiten  von  Kummer  und  Clebsch,  Math.  Änn,^  1,  p.  260 
nach.  Ein  Gipsmodell  einer  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  Doppel- 
gerade befindet  sich  auch  unter  den  von  L.  Brill  in  Dannstadt 
besorgten  Modellen. 

§  9.   Die  Bömerfläohe  Steiner's. 

Die  Stemer^sche  Fläche  hat  die  Gru/ndeigenschaft^  dass  sie 
von  jeder  ihrer  Berührungsehenen  in  einem  Paar  Kegelschnitte 
geschnitten  wird. 

Sie  besitzt  drei  Doppelgerade,  die  sich  in  einem  Punkt  treffen, 
der  für  die  Fläche  natürlich  ein  dreifacher  Pu/nkt  ist. 

Von  den  vier  SchniUpmikten  der  beiden  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  ihrer  BerüJirimgsebenen  geschnitten 
wird,  ist  einer  der  BeriJihrmigspunkt  wnd  von  den  drei  übrigen 
liegt  jeder  auf  einer  der  drei  Doppelgeraden, 

Die  Steiner^sche  Fläche  ist  5*"  Classe  tmd  der  von  einem 
beUeMgen  Punkt  a/n  sie  gezogene  Berührungskegel  ist  6^^  Ordnung, 

Diese  Fläche  gehört  zu  den  von  Kummer,  Berl,  Monats- 
ber.,  1862,  1866,  1872  studirten  Flächen,  die  sich  durch  die 
Eigenschaft  auszeichnen,  dass  sie  vier  singulare  Berührungs- 
ebenen haben,  welche  sie  längs  eines  Kegelschmtts  berühren;  ihre 
Gleichung  lautet: 

worin  8=0  eine  Fläche  2***^  Grads  ist  und 

Xi  =0,  Xg  =  0,  Xg  =  0,  X^  =  0 

die  Gleichungen  der  vier  singulären  Berührimgsebenen  sind. 

Gibt  man  der  Form  S  eine  specielle  in  Bezug  auf  die  X 
geeignete  Gestalt,  so  erhält  man  verschiedene  Flächen  mit  ver- 
schiedenen Eigenschaften;  so  lässt  sich  aus  dieser  allgemeinen 
Gleichung  die  Gleichung  der  Kunmier^schen  Fläche  mit  16  Knoten- 
punkten ableiten;  vergl.  §  3;  specialisirt  man  dagegen  auf  andere 
Art,  so  ergibt  sich  die  Steiner^sche  Fläche. 

Der  Gleichung  einer  solchen  Fläche  lässt  sich  ins  Besondere 
die  Form  geben: 
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i  -^1     "T"  "^2       i"  "^8     ~l  4    1      2  ~~~  2      3  ~~~  8      1   

—  2X1X4  —  2X3X4  —  2X5X4}  2—  64X1X2X3X4  =  0, 
die  man  auch 

yx, -\- yr,  +  yx, -i- yx^ = 0 

schreiben  kann  (Cayley). 

Sie  ist  die  redjprolce  Polarfläche  der  Fläche  5*®'  Ordnimg  mit 
4  Boppelpmikten  {die  ja  4*®'  Olasse  ist,  vergl.  Kap.  11,  §  1) 
d,  h,  der  sogenannten  Cayley' sehen  Fläche, 

Wählt  imm  zu  Coordinatenehenen  die  drei  Ebenen,  von 
denen  jede  zwei  der  Doppdgeraden  enthält,  v/nd  eine  andere,  so 
lässt  sich  die  Gleichung  der  Stemer' sehen  Fläche  auf  die  Form 

2     8      I     •*'•  •*'i       I     X-t   «Co    """"■  M  «J>i  OCu  •*/«  Xa  ^^  yj 

reduciren,  worin  die  drei  Doppelgeraden  die  Kanten  des  Dreiflachs 

i»!  =  0,  a?2  =  0,  Xg  =  0 

sind.     Kummer. 

Eine  besonders  interessante  Eigenschaft  der  Steiner'schen 
Fläche,  welche  zu  ihrer  ebenen  Abbildung  dient,  wurde  von  Weier- 
strass  gefunden,  dem  Steiner  die  Construction  seiner  Fläche  mit- 
getheilt  hatte;  sie  besteht  darin,  da^s  die  homogenen  Coordinaien 
ihrer  Funkte  sich  durch  ternäre  quadratische  Formen  ausdrücken 
lassen.    (Vergl.  die  Mittheilung  von  Kummer,  Crelle,  64,  p.  73.) 

Cayley  und  C  leb  seh  zeigten  dann  (siehe  die  unten  citirte 
Arbeit),  dass  sie  überdies  die  allgemeinste  Fläche  vom  Geschlecht 
Null  ist,  deren  Coordinaten  sich  auf  diese  Art  darstellen  lassen. 

Geht  man  von  der  ersten  der  oben  angegebenen  Formen  der 
Gleichung  aus,  so  lassen  sich  die  Formeln  für  diese  Darstellung 
immer  auf  die  folgenden  reduciren: 

^1  =  {vi  +  2/2  +  2/3)^ 

^2  =  {Vi  —Vi  —  Vzf^ 

^4  =  (—  2/i  —  ^2  +  ys7' 

Legt  man  dagegen  die  zweite  Form  der  Gleichung  zu 
Grund,  so  ergiebt  sich: 

^1  =  22/22/3» 
^2  =  2^3^i, 

.  ^3  =  22/12/21 
^4  =  2/1*  +  2/2^  +  2/8^- 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  lässt  sich  die  ebene  Ahhüdwi/ig 
der  Fläche  studiren,  wie  es  Clebsch  und  später  Andere  gethan 
haben.  In  Bezug  auf  diese  ebene  Abbildung  hat  die  Fläche  die 
Eigenschafl,  dass  sie  sich  eindeutig  ohne  aussergewöhnliche  Punkte 
dbhüden  lässt,     Clebsch,  Math,  Ann.,  5. 


Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  einer  Steiner'schen  Fläche  ist  medermn  eine  Steiner'- 
sehe  Fläche,     Lie. 

Durch  jeden  Punkt  der  Steiner'schen  Fläche  gehen  tmendUch 
viele  Kegelschnitte,  Ausser  den  Flächen  2^^  Grads  u/nd  den 
Begdflächen  5**'  Ordnung  ist  die  Stemer'sche  Fläche  die  einzige, 
welche  diese  Eigenschaft  besitzt.  Darboux,  BuU,  des  sdenc,  math,, 
2,  1880. 

Zwei  Kegelschnitte  der  Steiner*schen  Fläche  schneiden  sich 
in  nur  einem  Punkt  und  durch  zwei  Punkte  geht  im  Allgemeinen 
nur  ein  Kegelschnitt, 

In  jeder  Ebene  des  Baums  gibt  es  6  die  Fläche  osculirende 
Gerade  u/nd  4  sie  doppelt  berührende  Gerade,  Durch  jeden  Punkt 
des  Baums  gehen  9  sie  osculirende  Gerade, 

Jede  algebraische  auf  der  Fläche  liegende  Curve  ist  von 
gerader  Ordnung. 

Alle  ebenen  Schnitte  der  Fläche  sind  rationale  Curven;  die 
Bömerfläche  ist  die  einzige  Nicht -Begelfläche  von  solcher  Be- 
schaffenheit. Picard,  Traite  d'analyse;  Grelle,  100;  siehe  auch 
Guccia,  Bend.  Palermo,  1. 

Eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  Steiner'schen  Fläche 
hat  Kronecker  formulirt  und  Castelnuovo  bewiesen  (^Bend, 
Lincei,  1894): 

Ausser  den  Begelflächen  ist  die  Steiner'sche  die  einzige  irre- 
ducible  Fläche,  welche  von  jeder  Ebene  eines  gewissen  doppelt 
unendlichen  Systems  in  redudblen  Curven  geschnitten  wird. 

Die  Paare  von  Berührungsebenen  an  die  Fläche  in  den 
Punkten  einer  Doppelgeraden  bilden  eine  Involution,  der  die 
Ebenen  a/ngehören,  welche  durch  die  beiden  anderen  Doppel- 
geraden  gehen. 

In  jeder  Doppelgeraden  gibt  es  zwei  Cuspidalpunkte. 

Die  vier  Berührungskegelschnitte  der  singulären  Ebenen 
schneiden  sich  zu  je  zweien  in  den  Cuspidälpunkten ;  dieselben 
vier  Kegelschnitte  liegen  auf  einer  Fläche  ^^  Grads,  welche  die 
Doppelgeraden  in  den  Cuspidälpunkten  schneidet. 
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Die  HaupUcmgentencmvm  der  Steiner'st^en  Fläche  smd 
Baumcurven  4*®'  Ordnung  2^  Species,     Clebsch,  Cremona. 

Die  4  singulären  Ebenen  der  Fläche  sind  die  vier  sktMo- 
nären  Ebenen  für  alle  Haupttcmgentencu/rven. 

Alle  HaupUangentencfwrven  4*®*  Ordnv/ng  haben  3  Sehnen  ge- 
meinschaftlich, welche  sich  in  dem  dreifachen  PtmJct  der  Fläche 
schneiden;  durch  jede  dieser  Sehnen  lassen  sich  an  jede  Curve 
4*®'  Ordmmg  zwei  oscüUrende  Ebenen  legen. 

Die  Haupttangentencurven  werden  auf  der  Fläche  von  un- 
endUch  vielen  Curven  4*®'  Ordnung  geschnitten,  die  8  Jhmkte  ge- 
meinsam haben» 

Jeder  der  vier"  Kegelschnitte,  längs  welchen  die  Fläche  von 
den  4  singulären  Ebenen  berührt  wird,  berührt  8  Kanten  des 
Tetraeders  der  singulären  Ebenen;  zwei  von  Urnen  schneiden  sich 
auf  einer  Kante.     Beltrami. 

Es  eodstiren  c»*  Flächen  ^**^  Grads,  welche  die  Fläche  in 
vier  Kegelschnitten  schneiden. 


Diese  sogenannte  Bömerfläche  Steiner's  wurde  etwa  im  Jahr 
1838  von  Steiner  während  seines  Aufenthalts  in  Eom  entdeckt; 
er  hinterliess  jedoch  nichts  Schriftliches  über  sie  und  es  war 
Kummer,  der  1863  bei  Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  die 
Flächen  4*®'  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  enthalten, 
sie  zuerst  behandelte  und  sie  in  Folge  von  Mittheilungen  von 
Weierstrass  (vergl.  dazu  die  Note  von  Weierstrass  in  den 
Berl,  Monatsbe^,  1863  oder  Cr  eile,  64,  p.  77)  Steiner  zuschrieb. 

Spätere  Untersuchungen  sind  von  Schröter,  Serl,  Monats- 
ber.,  1863;  Grelle,  64;  Cremona,  Grelle,  63;  Eend.  Ist.  Lomb., 
1867;  Lampe,  Dissert,,  Berlin,  1864;  Cayley,  GreUe,  64; 
Proc.  London  math.  soc,  3,  5,  1873;  Clebsch,  Grelle,  67; 
Reye,  Th.,  Geometrie  der  Lage,  Hannover,  1877,  1880,  2, 
p.  246  und  Anderen. 

Sturm,  Math,  Ann.,  3  betrachtete  sie  bei  seinen  Forschungen 
als  specielle  Fläche  3*®'  Classe  und  erzeugte  sie  daher  mit  Hülfe 
eines  Büschels  von  Flächen  2*®*^  Grads  und  einer  zu  diesem 
Büschel  projectiven  geraden  Punktreihe. 

In  Folge  ihrer  wichtigen  Eigenschaft,  die  ßeciproke  der 
Fläche  3*®'  Ordnung  mit  4  conischen  Punkten  zu  sein  (vergl. 
Kap.  11,  §  1),  wurde  sie  oft  mit  dieser  zusammen  studirt  und 
die  Eigenschaften  der  einen   aus    denen   der   anderen  abgeleitet. 
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Einige  Sätze  über  diese  Fläche  3^'  Ordnung  und  ihre  Beci- 
proke  fand  Beltrami,  dessen  bez.  Arbeiten  bis  1863  zurück- 
reichen, Giorn.  di  BaM.,  1;  Äcc.  Bologna,  10,*  1879. 

Neuer  ist  die  kleine  separat  erschienene  Schrift  von  Ger- 
baldi, La  super ficie  di  Stemcr  studiata  neUa  sim  rappresentazione 
analUica  mediante  le  forme  ternarie  quadratiche,  Torino  1881, 
der  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  Eigenschaften  der  Fläche  aus 
ihrer  allgemeinsten  ebenen  Abbildung  mit  Hülfe  der  ternären 
quadratischen  Formen  zu  entwickeln. 

Man  beachte  jedoch,  dafis  auch  der  allgemeinste  Fall  (siehe 
Kap.  4,  p.  41  u.  ff.  der  Gerbaldi'schen  Arbeit)  sich  immer  auf 
die  specielle  von  G  leb  seh  angegebene  Abbildung  zurückführen 
lässt.  Schliesslich  machen  wir  noch  auf  eine  neue  Arbeit  von 
Vahlen,  Acta  matk.,  19  aufiuerksam. 

Cayley,  Proc.  London  math,  Soc,,  3  untersuchte  die  Fälle, 
in  denen  zwei  oder  die  sämmtlichen  drei  Doppellinien  zusammen- 
fallen und  fand,  dass  die  Fläche  alsdann  die  Beciproke  der 
speciellen  Flächen  3*®'  Ordnung 

oder 

X^X^X^    I    X^  Xq  -j-  x^    =  ü 

wird. 

Eine  eingehende  Betrachtung  der  Steiner'schen  Fläche  findet 
man  in  der  S.  310  citirten  Schrift  Timerding 's,  Ann.  di  mal,, 
(3),  1,  1898.  Vergl.  auch  Lacour,  Sur  la  surface  de  Steiner 
et  Riduction  ä  la  forme  canonique  des  formules  qui  donnent  en 
fonction  rationelle  de  deux  paramHres  les  coordonnies  d'un  point 
de  la  surface  de  Steiner,  Nouv.  Annäles  de  malih,,  (3),  1,  1898. 

In  dem  wiederholt  citirten  Catalog  von  L.  Brill  sind  auch 
Modelle  Steiner'scher  Flächen  aufgeführt. 

§  10.   Die  Begelfläohen  4^'  Ordnung. 

Die  Developpable  4^'  Ordnung  hat  zur  Bückkehrkante  eine 
Baumcurve  3^'  Ordnung;  in  Folge  des  engen  Zusanmienhangs, 
welcher  zwischen  den  Raumcurven  und  ihren  osculirenden  Deve- 
loppablen  besteht  (vergl.  Kap.  9),  reducirt  sich  mithin  die 
Theorie  der  Developpablen  4*®'  Ordnimg  auf  die  der  Raum- 
curven 3*®'  Ordnung,  von  welcher  in  Kap.  10,  §  2  die  Rede  war. 

Wir  können  hier  nur  einige  wenige  Bemerkungen  hin- 
zufügen. 
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Die  Devdoppciblen  4*®'  Ordmmg  sind  vom  Geschlecht  Null, 
d.  h,  das  Geschlecht  evnes  jeden  heUehigen  ebenen  Schnitts  der- 
selben  ist  Null, 

Bezeichnet  man  mit  X^  =  0,  X^  =  0,  X^  =  0,  X^==  0 
die  Gleichungen  von  vier  Ebenen,  so  lässtsich  die  Gletchv/ng  der 
Ebene,  welche  die  DeveHoppäble  einhüUt. 

X^f  +  3X2^2  +  3X3^  +  X4  =  0 

schreiben  wnd  die  Developpahle  selbst  hat  zur  allgemeinen  Gleichung 

(XiZ,  -  X,Z,)«  -  4(X,*  -  X,Z,)  W  -  XjZj  =  0. 

Die  Ebenen,  welche  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende 
Kegelschnitte  berühren,  die  eine  Tangente  gemevnschafSUch  haben, 
hüllen  eme  Developpahle  4^^^  Ordmmg  ein. 

Wenn  zwei  Flächen  2^^^  Grads  eme  Gerade  gemeinsam 
haben,  so  ist  die  abwickelbare  ihnen  umschriebene  Fläche  von  der 
4*®^  Ordnung. 

Die  Coordinaten  eines  Pwnkts  der  Bückkehrkante  werden 
durch  die  Formeln  ausgedrückt: 

■Ä.J !  -Äa  •  -A3  *  -A4  ^^^  J-  •       vir  l       '  • 


Wir  gehen  nun  zu  den  windschiefen  Begelflächen  4*®'  Ord- 
nung über. 

Die  windschiefe  Begd fläche  4*®'  Ordnung  ist  auch  4*®'  Ciasse; 
sie  ist  entweder  vom  Geschlecht  Null  oder  vom  Geschlecht  1; 
in  dem  ersten  FäU  besitzt  sie  eine  Dqppelcurve  doppelter  Krüm- 
mung von  der  5*®^  Ordnung,  die  entiveder  degenerirt  ist  oder 
nicht  (speciell  eine  dreifache  Gerade  sein  kann),  und  ihre  doppelt 
berührende  Develqppable  ist  von  der  5*^  Classe;  in  dem  zweiten 
Fall  hat  sie  eine  degenerirte  Doppelcurve  J3^^  Ordnung,  und  ihre 
doppelt  berührende  Developpable  ist  von  der  2^^  Classe, 

Cremona  und  Cayley  haben  eine  Classification  dieser 
Flächen  in  12  Arten  vorgenommen,  von  denen  10  vom  Geschlecht 
Null  und  2  vom  Geschlecht  1  sind.  Zu  diesen  12  Species  fügte 
Eohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147  später  eine  neue  mit  einer  drei- 
fachen Geraden  hinzu.  Wir  schliessen  auch  diese  neue  ein  und 
unterscheiden  daher  die  folgenden  13  Species: 

a)  Flächen  mit  dreifacher  Geraden. 

Auf  der  dreifachen  Geraden  gibt  es  4  Punkte,  vn  wddien 
zwei  der  Tangentialebenen  zusammenfallen. 
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Die  Gleichv/ng  der  Fläche  lässt  sicfi  mit  Abnahme  der 
FäUe  IV  und  V  (siehe  unten)  auf  die  Farm 

hx^x^  =  x^x^{ax^  -f-  hx^  -f-  x^x^icx^  -f-  dx^ 

redttciren,  worin  a?!  =  0,  0^2  =  0  die  dreifadie  Gerade  ist,  die 
Punkte  a?!  =  opj  =  rcj  =  0  u/nd  x^=  x^  =  x^=^0  ffwei  der 
Pu/nkie  sind,  in  denen  zwei  der  Berv^rungsehenen  zusammenfallen, 
und  i»!  =  0,  x^  ^^^  0  die  doppelten  Berührungsehenen  in  diesen 
Punkten  darstellen. 

Durch  jeden  der  4  Punkte,  welche  die  eben  angegebene  Eigen- 
Schaft  besitzen,  geht  eine  Gerade  (singulare  Erzeugende)  umd  die 
JBerührtmgsebene  an  die  Fläche  bleibt  für  alle  Punkte  dieser 
/Geraden  immer  dieselbe. 

Die  Fläche  ist  stets  vom  Geschlecht  Null, 

Es  lassen  sich  die  folgenden  4  ünterfälle  unterscheiden: 

I.    (Die  8^  Species  Cremona's  und  die  9^  Cayley's). 

ÄUe  Geraden  der  Fläche  schneiden  die  dreifache  Gerade  E. 

Die  drei  durch  einen  Punkt  von  B  geilenden  Erzeugenden 
liegen  nicht  in  der  seihen  Ebene-^  sie  bestimmen  drei  Ebenen^ 
deren  Envdoppe  eine  besondere  Developpable  3^'  Classe  u/nd 
4*®'  Ordnung  ist  und  zwar  diejenige,  tvelche  die  Fläche  zweifach 
herührt. 

Diese  Fläche  ist  der  Ort  einer  Geraden,  welche  sich  so  be- 
tvegt,  dass  sie  eine  feste  Gerade  scfineidet  und  eine  gegebene  Deve- 
loppable 4*®'  Ordnung  in  zwei  Pwnkten  berührt 

Die  Gleidiimg  der  Fläche  ist  mit  der  oben  angegebenen 
identisch;  jedoch  ist  k  seinem  Wesen  nach  von  Null  verschieden. 

TL    (Die  9^  Species  Cremona's,  die  3^  Cayley's), 

Es  ist  eine  Gerade  B!  der  Fläche  vorhanden,  welche  die 
dreifache  Gerade  B  nicht  schneidet. 

Jede  durch  K  gelegte  Ebene  enthält  drei  Erzeugende,  die 
sich  in  einem  Punkt  von  B  schneiden  und  in  jedem  Punkt  von 
B  treffen  sich  Erzeugende,  die  in  derselben  Ebene  mit  B!  liegen; 
von  jedem  Punkt  von  B!  geht  eine  einzige  Erzeugende  aus. 

Die  Fläche  lässt  sich  als  OH  der  Geraden  auffassen, 
wetche  die  entsprechenden  Pimkte  einer  zwischen  den  Punkten 
einer  Geraden  B  und  den  Punkten  einer  ebenen  Curve  5*®'  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkt  0  bestehenden  projectiven  Corre- 
spondenz  (l,  l)  verbinden;  diese  muss  jedoch  so  festgesetzt  werden, 
dass  dem  Scfinittpu/nkt  A  von  B  mit  der  Ebene  der  Curve 
3^^  Ordnung  der  Schnittpwikt  der  Geraden  AO  mit  dieser  Curve 
entspricht. 

Pascal,  Bepertorium.  ü.  22 
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Die  Gldchtmg  der  Fläche  ist  mit  der  oben  cmgegebenen  iden- 
tisch, werm  in  dieser  ä;  =  0  gesetzt  wird. 

Die  Gerade  lÜ  ist  die  Enveloppe  der  dreifach  berühren- 
den Ebenen  der  Fläche;  sie  tritt,  wenn  sie  dreimal  gerechnet 
wird,  an  die  Stelle  der  doppelt  berührenden  Beveloppablen. 

in.    (Die  3^  Spedes  Cremona's,  die  12^  Cayley^s). 

Wenn  durch  jeden  Pü/nkt  von  B  drei  Flrzeugende  gehen, 
von  denen  eme  mit  R  msammenfäUt,  so  besteht  die  zweifach  be- 
rührende Developpable  aus  B  u/nd  einem  Kegel  2^^  Grads, 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  einer  Geraden  B  tmd  eines  Kegelschnitts  G  verbinden, 
die  im,  solcher  Beziehung  (l,  2)  zueinander  stehen,  dass  jedem 
Punkt  von  B  zwei  Punkte  von  0  entsprechen,  jedem  Punkt  von 
C  aber  nur  einer  von  B,  wobei  jedoch  die  Gerade  und  der 
Kegelschnitt  einen  Punkt  gemeinschaftUch  haben  müssen,  der  in 
dieser  Correspondenz  kein  Doppelpunkt  ist. 

Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ergibt  sich  aus  der  aUr 
gemeinen  Gleichung,  wenn  ad  =  bc  gesetzt  wird,  so  dass  also 
die  beiden  Terms  auf  der  rechten  Seite  einen  Factor  ax^-\-bx^ 
gemeinschaftlich  haben, 

IV.  (Die  10^  Spedes  Cremona's,  die  6^  Cayley's). 

Wenn  durch  jeden  Punkt  von  B  drei  Erzeugende  gehen, 
von  denen  zwei  mit  B  zusammenfallen,  so  besteht  die  doppelt 
berührende  Devdoppäble  aus  dieser  dreimal  gerechneten  Geraden 
B  selbst. 

Auf  B  gibt  es  zwei  Punkte  von  der  Beschaffenheit,  dass 
alle  drd  durch  sie  gehenden  Erzeugenden  mit  B  zusammenfallen. 

Die  Fläche  kann  auf  dieselbe  Art  wie  in  dem  Fall  II  er- 
zeugt werden,  wenn  man  die  Punkte  A  und  0  zusammenfallen 
lässt. 

Die  Gleichung  der  Fläche  kann  cmf  die  Form 

x^x^  =  {ax^  +  bx^x^  +  cx^)  {x^x^  +  x^x^ 

zu/rückgeführt  werden, 

V.  (Die  von  Bohn  gefu/ndene  Spedes), 

In  dem  Fall  IV  gibt  es  in  jedem  Punkt  der  drdfachen 
Geraden  B  zwd  feste  und  dne  variabele  Berührungsebene;  nimmt 
man  an,  die  beiden  festen  Ebenen  fallen  zusammen,  so  erhält 
man  den  von  Bohn,  Math,  Arm,,  24,  p.  147  entdeckten  FaU, 
Zwd  Schalen  der  Fläche  verzweigen  sich  längs  der  drdfachen 
Geraden  und  haben  diese  zur  Bückkehrkante,  Auf  der  drdfa>chen 
Geraden    existirt    ein    dnziger    singulärer   Punkt    von   der   Be- 
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sdtaffenheit,  dass  auch  die  dritte  Erzeugende,  die  durch  ihn  geht, 
mit  R  zusammenfällt  Nimmt  man  diesen  Punkt  zum  Punkt 
a?!  =  iTj  =  iTj  =  0,  so  redudrt  sich  die  Gleichwng  der  Fläche 
auf  die  Form: 

i^x^-^  ax^x^x^-\-hx^  -f"  cx^x^  -f"  dx^x^^  -f-  ex^x^  -j"  fx^^^=0. 


b)  Flächen,  die  zur  JDoppelcurve  eine  nicht  degene- 
rirte  cuhische  Baumcurve  haben.  Wenn  eine  Fläche  4*®' 
Ordnung  als  Doppelcurve  eine  Baumcurve  enthält,  so  ist  sie 
im  Allgemeinen  eine  Begdfläche;  davon  macht  nur  der  Fall  eine 
Ausnahme,  in  welchem  die  Doppellinie  aus  drei  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Geraden  bestellt  (die  Steiner^sche  Fläche,  siehe  §  9). 

Wenn  die  Doppelcurve  eine  nicfit  degenerirte  cubische 
Hatuncurye  ist,  so  sind  nur  die  beiden  folgenden  Fälle  zu 
unterscheiden: 

VI.    (Die  i*®  Species  Cremona's,  die  10^  Cayley's). 

Die  Fläche  mrd  durcfi  die  Geraden  erzeugt,  welche  die  ent- 
spredienden  Punkte  zweier  beliebig  im  Baum  in  verschiedenen 
Ebenen  gelegener  Kegdscfinitte  verbinden,  die  so  beschaffen  sind, 
dass  zwischen  den  Punkten  des  einen  und  denen  des  anderen  eine 
ein-eindeuUge  Zuordnung  (l,  l)  besteht. 

Die  Enveloppe  der  doppelt  berührenden  Ebenen  ist  eine  all- 
gemeine Developpable  5**"  Classe  und  4*®'  Ordnung. 

Es  gibt  vier  singulare  Erzeugende,  in  deren  Punkten  die 
Beriihru/ngsebene  constant  ist. 

Die  doppelte  cuibisclie  Baumcurve  hat  vier  Cuspidalptmkte  ; 
durch  jeden  der  letzteren  geht  eine  der  singulären  Erzeugenden. 

Die  Flädie  ist  vom  Geschlecht  Ntdh 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

«n^i'+  «22^2'+  «88^3'+  2  0,3X^X3+2  031X3X1+2  ai,  X,X,= 0 
reduciren,  worin 

Ai  =  X^X^  J?3  , 

Aj  =  X^Xi^  ^1^4) 

JL3  ^  x^Xf^       ajg 
ist. 

Die  Fläche  kann  aucfi  als  Ort  der  Geraden  definirt  werden, 
welche  eine  cubische  Baumcurve  in  zwei  Punkten  schneiden  u/nd 
einem  allgemeinen  linearen  Complex  angehören;  siehe  Kap.  14; 
oder: 

22* 
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als  Ort  derjenigen  Geraden,  welche  in  zwei  Ptmkten  eine 
cubische  Raumcurve  und  in  einem  Punkt  einen  eigenäichen  Kegel- 
schnitt treffen,  der  mit  der  Curve  5*®'  Ordnung  zwei  Punkte 
gemeinschaftlich  hat;  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden  eines  linearen  Complexes,  in  welchen  sich 
zwei  eine  Bawmcurve  3^^  Ordnung  osculirende  Ebenen  schneiden. 

Vn.    (Die  7*®  Species  Cremona's,  die  8^  Cayley's). 

.  Nimmt  man  an,  der  lineare  Complex,  von  dem  in  den  vor- 
stehenden Theoremen  die  Bede  war,  sei  die  Gesammtheit  der 
Geraden,  welche  eine  feste  Gerade  schneiden,  so  ergibt  sich  die 
Species  VII,  die  wir  hier  betrachten  wollen. 

Die  Fläche  wird  von  den  Geraden  erzeugt,  welche  eine  Raum- 
curve 3^^  Ordnung  in  zwei  Punkten  schneiden  u/nd  eine  gegebene 
Gerade  R  treffen. 

Die  dreimal  gezählte  Gerade  stellt  die  doppelt  berührende 
Developpable  dar. 

Die  Fläche  ist  wieder  vom  Geschlecht  Null. 

Die  Fläche  lässt  sich  als  Ort  der  Verbindungsgeraden  der 
sich  entsprechenden  Punkte  einer  Geraden  R  und  einer  ebenen 
Curve  5*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  definiren,  wenn  zwisdien 
den  Punkten  der  Geraden  u/nd  der  Curve  5*®'  Ord/nu/ng  eine  ein- 
eindeutige Correspondenz  (1,1)  festgesetzt  tvird. 

Die  Gleichung  der  Fläche  hat  dieselbe  Form,  wie  im  vor- 
hergehenden Fall,  wenn  man  annimmt,  zwischen  den  Coeffidenten 
bestehe  die  Beziehung: 

«2^2  +  2  «22  «13  4a23ai2  +  «11083"=  ^' 


c)  Flächen,  welche  zur  Doppellinie  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  diesen  schneidende  Gerade  haben. 
Diese  Flächen  sind  vom  Geschlecht  NuU. 

Es  werden  zwei  Fälle  unterschieden: 

VIII.    (2^  Species  Cremona's,  7^  Cayley's). 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  eines  Kegelschnitts  C  und  einer  Geraden  R  ver- 
binden, die  in  der  Correspondenz  (2,  l)  stehen  und  keinen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben. 

Die  Gerade  R  ist  die  Doppelgerade. 

Die  doppelt  berührende  Developpable  besteht  aus  einem 
Kegel  ^*®^  Grads  und  der  Geraden  R. 


§  10.   Windschiefe  Regelflachen  4.  0.  341 

I>ie  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  immer  auf 
{x^x^  —  x^^y  -|-  vnx^xj^x^x^  —  x^)  +  x^iax^x^  +  ^^2^  "^^  ^ 

redudren,  worin  h  von  NM  verscJiieden  ist     Der  DoppelkegeJr 
sdinitt  liegt  in  der  Ebene  x^  =  0  tmd  die  Boppelgerade  ist 

Die  Flädie  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  definirt  werden, 
welche  die  entsprechenden  Pimkte  eines  Kegelschnitts  H  und  einer 
Geraden  R  verbinden,  die  in  der  Correspondenz  (2,  2)  stehen 
und  sich  schneiden;  doch  mi^s  ihr  Schnittpimkt  nur  sich  selbst 
entsprechen.  Der  Kegelschnitt  H  umd  die  Gerade  R  sind  alsdann 
JDoppelcurven, 

IX.    (4^  Spedes  Cremona's  u/nd  11^  Cayley's). 

Nimmt  man  bei  den  Erzeugungsweisen  im  vorigen  Falji  an, 
der  Kegelschnitt  C  und  die  Gerade  R  schneiden  sich  und  ihr 
Schnittpunkt,  als  Punkt  von  (7,  falle  mit  einem  der  beiden 
ihm  in  R  entsprechenden  Punkte  zusammen,  so  erhält  man  die 
Fläche  IX. 

Die  doppelt  berührende  Developpahle  ist  die  dreifadi  ge- 
zählte Gerade  R. 

Der  Kegelschnitt  C  wird  in  diesem  Fall  der  Doppelkegd- 
schnitt  der  Fläche  (bei  der  Fläche  VIII  wird  er  es  nicht). 

Die  Gleichung  der  Fläche  ergibt  sich  aus  der  des  vorigen 
Falles,  wenn  b  =  0  gesetzt  wird. 

Auf  dem  Kegelschnitt  gibt  es  einen  und  auf  der  Geraden 
wei  Cuspidalpunkte, 


z 


d)  Flächen,  welche  drei  Gerade  zu  Doppellinien 
haben.  Die  folgenden  zwei  Fälle,  die  beide  dem  GeschleM  Null 
angehören,  sind  zu  unterscheiden. 

X.    (Die  5*®  Spedes  Cremona's,  die  ^  Cayley's), 

Eine  der  drei  Geraden  schneidet  die  beiden  anderen,  die 
sich  ihrerseits  nicht  treffen.  Dieser  Fall  kann  aus  den  Fällen 
(c)  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  den  Doppelkegelschnitt 
in  zwei  verschiedene  Gerade  zerfallen  lässt. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Verbindungsgeraden  der  sich  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  in  der  Correspondenz  (2,  2)  stehen- 
der windschiefer  Geraden  R^  i^,  wenn  die  Bedingung  hinzu- 
gefügt wird,  dass  jeder  der  Punkte,  in  welchen  JR,  i^  von  einer 
dritten  Geraden  JR"  getroffen  werden,  zwei  zusammenfallenden 
Punkten   in   der   anderen  Geraden  entsprechen  soll. 
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Auf  jeder  der  Geraden  B,  H  liegen  zwei  Cuspidalpmikte. 
Die  oscuUrende  develqppaUe  Fläche  besteht  aus  drei  Geraden 

jR,  Ja,  Ix  . 

Durch  jeden  Pimkt  von  B  gehen  zwei  Erzeugende,  in  dereti 
Ebene  K  liegt  wnd  ebenso  gehen  von  jedem  Punkt  von  B^  zwei 
Erzeugende  aus,  in  deren  Ebene  B  Uegt. 

Nur  die  durch  B!'  gehenden  Ebenen  schneiden  die  FläcJie 
in  eigentlichen  Kegelschnitten  tmd  nu/r  die  PuMie  von  JB"  sind 
Spitzen  von  umschriebenen  Kegeln  ^*®'  Ordnung. 

Dieselbe  Fläche  kann  man  als  Ort  der  Geraden  erhalten, 
welche  zwei  umdschiefe  Gerade  B,  Bf  und  einen  Kegelschnitt  C 
treffen,  der  mit  den  Geraden  keinen  Pu/nkt  gemeinschaftlich  hat; 
oder: 

als  Ort  der  Geraden,  u>elche  zwei  Gerade  B,  B!  u/nd  eine 
Baumcurve  5*®'  Ordmmg  treffen,  die  von  jeder  der  Geraden  in 
einem  Punkt  geschnitten  wird,  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Pu/nkte  zweier 
in  der  Correspondenz  (1,1)  stehender  Kegelschnitte  verbinden,  , 
vorausgesetzt,  dass  den  Punkten,  in  wdchen  einer  von  ih/nen  die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  der  Kegelschnitte  trifft,  die 
Pu/nkte  entsprechen,  in  denen  der  andere  Kegelschnitt  dieselbe 
Gerade  schneidet;  diese  Gerade  erscheint  so  als  Doppelgerade; 
öder  auch:  * 

als  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Pu/nkte  einet' 
Geraden  B  u/nd  eines  Kegelschnitts  C  verbinden,  die  keine  Punkte 
gemeinschaftlich  haben  u/nd  in  der  Correspondenz  (1,2)  stehen, 
tvenn  nur  dem  Punkt  r  von  B,  in  welchem  B  die  Ebene  von  C 
schneidet,  in  C  zwei  in  einer  Geraden  mit  r  Hegende  Punkte  r ,  r" 
entsprechen.  Diese  Gerade  ist  alsdann  die  Doppelgerade  B!'  der 
vorigen  Construdion ;  die  Gerade  B!  trifft  die  Ebene  des  Kegel- 
schnitts in  einem  Punkt  0,  durch  den  alle  Sehnen  des  Kegel- 
schnitts gehen,  welche  die  beiden  demselben  Punkt  von  B  ent- 
sprechenden Punkte  verbinden. 

Der  Gleichung  der  Fläche  kann  man  die  Form  geben: 

x^x^^  4~  nix^x^x^x^  -1-  x^{ax^x^  -\-  bx^^)  =  0. 
Die  drei  Doppelgeraden  sind: 

(xj^  ==  0,  ar^  =  0), 
(x^  =  0,  x^  =  0), 
(a?!  =  0,  iTg  =  0).  
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XI.    (Die  6^  Species  Cremona*s,  die  5*®  CayJey's). 

Nehmen  wir  speciell  an,  die  Gerade  H'  falle  mit  B,  zu- 
sammen, so  ergibt  sich  eine  andere  Species  von  Begelflächen; 
sie  lässt  sich  als  diejenige  definiren,  die  aus  der  letzten  Con- 
struction  des  vorigen  Falles  hervorgeht,  wenn  vorausgesetzt  wird, 
^er  Puiikt  r  falle  mit  0  zusammen,  d.  h.  also  mit  dem  Punkt, 
der  allen  Sehnen  gemeinschaftlich  ist,  welche  die  Paare  demselben 
Punkt  von  li  entsprechender  Punkte  verbinden. 

Die  Fläche  lässt  sich  also  auch  auf  die  folgende  Art  de- 
finiren: 

Ma/n  stellt  eine  Correspondenz  (1,1)  zwischen  den  Funkten 
einer  Geraden  B  und  den  durch  B  gehenden  Ebenen  her:  diese 
Ebenen  schneiden  einen  Kegelschnitt  C  in  je  zwei  PwnMen,  die,  mit 
dem  entsprechenden  Punkt  von  B  verbanden,  die  Erzeugenden  der 
Fläche  Uefem, 

Die  doppelt  berührende  Beveloppdble  wird  durch  die  zwei- 
mal gezählte  Gerade  B  wnd  eine  cmdere  Gerade  B!  dargestellt, 
welche  B  in  dem  Punkt  trifft,  in  dem  B  die  Ebene  von  C 
schneidet. 

Auch  die  Doppelcurve  unrd  du/rch  diese  nämlichen  Geraden 
dargestellt 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

{x^  —  ux^^u^  +  {x^x^  —  x^x^  {x^  —  ax^u^  -f-  {x^x^  —  x^x^^=^0 

redudren,  worin  u^,  u^  Formen  ^^,   1^^  Grads  in  x^,  x^  sind. 
Die  Doppdgerade  It  ist: 

x^  —  ccx^  =  0,  ax^  —  iCg  =  0, 
wnd  die  doppelt  zu  zählende  Doppelgerade  B: 

X*     ^^^    v/_^      Xa    -— -^    v# 

Der  Schnitt  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  4^^ 
Ordnwng  mit  einem  Selbstberührungspunkt  in  dem  Punkt,  in 
welchem  die  Gerade  B  die  Schnittebene  trifft. 


e)  Begelflächen,  die  zwei  Gerade  zu  Doppellinien 
haben.  Sie  sind  vom  Geschlecht  Eins;  man  unterscheidet  zwei 
Fälle: 

Xn.    (11^  Species  Cremona's,  i*®  Cayley's). 

Die  beiden  Geraden  treffen  sich  nicht.  Die  Fläche  lässt 
sich  cHs  Ort  der  Geraden  definiren^  welche  eine  ebene  Curve  4**^ 
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Ordmmg  mit  zwei  Doppelpunkten  und  zwei  Gerade  B,  I^  treffen, 
von  denen  jede  durch  einen  der  Doppelpunkte  geht 

Die  Fläche  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  aufgefassi 
werden,  welche  die  entsprechenden  Funkte  zweier  in  der  Corre- 
spondenz  (2,  2)  stehender  Geraden  B,  Bf  verbinden. 

Von  jedem  Funkt  von  B  gehen  zwei  Erzeugende  aus,  die 
in  einer  durch  Bf  gehenden  Ebene  Uegen,  und  umgekehrt. 

Die  doppelt  berührende  Developpable  besteht  aus  den 
Geraden  B,  Bf. 

Dieselbe  Fläche  lässt  sich  auch  als  Ort  der  Geraden  de- 
finiren,  die  zwei  Gerade  B,  Bf  und  eine  allgemeine  ebene  Curve 
5*®'  Ordnung  treffen,  die  von  jeder  der  beiden  Geraden  B,  Bf  in 
einem  Funkt  geschnitten  wird. 

Die  aUgememe  Gleidiung  der  Fläche  kann  auf  die  Form 

x^{ax^  -|-  2bx^x^  -f-  cx^)  +  2 x^x^ipf x^  -\-  2V x^x^  +  ^'^aO  "h 
+  ^A^'^z  +  "ly'x^Xj^  +  c"  V)  =  0 

redudrt  werden. 

Die  beiden  Doppelgeraden  sind 

(x^  =  0,  x^  =  0), 

{x^  =  0,  x^  =  0). 

Auf  jeder  Doppelgeraden  gibt  es  4  Ctispidalpunkte, 
XIII.    (Die  1^  Species  Cremona's,  die  4*®  Cayley^s), 

Wir  wollen  uns  denken,  die  beiden  Doppelgeraden  fallen 
zusammen.  Die  Fläche  XIU  lässt  sich  dann  aus  der  vorigen, 
durch  die  Annahme  ableiten,  die  ebene  Curve  4*®'  Ordnung  er- 
halte einen  Selbstberührungspunkt,  indem  sich  die  beiden  Doppel- 
punkte  in  einen  einzigen  vereinigen. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Funkte  einer  Geraden  und  einer  allgemeinen  ebenen  Curve 
5*®'  Ordnung  verbinden,  welche  einen  Funkt  0  mit  der  Gereden 
gemevnschafüich  hat  u/nd  in  der  Correspondenz  (2,  l)  zu  ihr  steht 
Diese  Correspondenz  m/uss  spedeU  so  angeordnet  sein,  dass  die 
Funktreihe  auf  der  Geraden  projectiv  zu  dem,  StrahlenbüscheU  mU 
dem  Scheitel  in  0  ist  und  dem  Funkt  0  der  Geraden  die  Tan- 
gente an  die  Curve  5*®'  Ordnung  in  0  entspricht;  die  beiden 
Funkte  der  Curve  5*®'  Ordnung,  welche  alsdann  einem  Funkt  der 
Geraden  entsprechen,  sind  jene  beiden  anderen  Fwnkte,  in  welchen 
der  entsprechende  Strahl  die  Curve  5*®'  Ordnung  schneidet. 
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Diese  Fläche  hat  zur  Dqppelcurve  eine  zweimal  zu  zählende 
Gerade  und  zur  doppelt  berührenden  developpahlen  Fläche  die- 
selbe zweimal  zu  zählende  Gerade, 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  schreiben: 

u^  +  (^2^4  —  ^^3)^2  +  (^2^4  —  ^1^3)^  =  ö» 

worin  u^,  u^  Formen   vom    Grad  4,2  in  x^,  x^    sind   und   die 
(doppelt  zu  zählende)  Doppelgerade 

oj^  =  0,  iTg  =  0 
ist. 

Die  windschiefen  Regelflächen  4*®'  Ordnung  untersuchte 
Chasles,  Compt.  Send.,  1861  und  dann  Cayley,  der  in  einer 
ersten  Abhandlung,  Fhü.  Trans,,  1864  nur  8  Species  unterschied; 
dann  gab  Cremona,  Mem.  di  Bologna,  8,  1868  auf  rein  geo- 
metrische Art  die  Classification  in  12  Species  an,  und  im 
folgenden  Jahr  nahm  Cayley,  Fhü,  Trans.,  1869  das  Thema 
wieder  auf  und  fand  von  Neuem  die  12  Species  Cremona's. 
Später  zeigte  Rohn,  Math.  Ann,,  24 j  p.  147  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchungen  der  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  dreifacher 
Geraden  und  damit  auch  der  Regelflächen  mit  dreifacher  Greraden, 
dass  Cremona  und  Cayley  eine  Species,  die  von  uns  mit  V 
bezeichnete,  übersehen  hatten. 

Das  Studium  der  Regelflächen  vom  Gesichtspunkt  der 
Realität  oder  Mchtrealität  gewisser  Elemente  aus  imtemahm 
Rohn,  Math.  Ann.,  24,  28,  der  auch  andere  ähnliche  Probleme 
behandelte,  wie  z.  B.  das  in  Bezug  auf  die  Kummer'sche  Fläche. 
Siehe  weiter  oben  Kap.  12,  §  3.  Ueber  die  windschiefen  Flächen 
4ter  Oi.(Jiiuiig  init  drei  Doppelgeraden  gibt  es  noch  eine  neuere 
Arbeit  von  Segen,  Grelle,  112. 

In  dem  wiederholt  citirten  Buch  von  Salmon-Fiedler  sind 
die  Hauptresultate  Cayley 's  angegeben. 

Die  Brill'sche  Sammlimg  von  Modellen  enthält  eine  ganze 
Reihe   von  Regelflächen  4*®'  Ordnung. 


Andere  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  speciell  untersucht  wurden, 
sind  ausser  den  von  uns  im  Vorstehenden  behandelten  die 
folgenden: 

Flächen  4*®'  Ordnung  mit  dreifachen  Funkten  oder  Geraden, 
Lampe,  Diss,,  Berlin  1864;  Rohn,  Math,  Ann.,  24. 
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Flächen  4*®'  Ordntmg  mU  einer  endUchen  Anzahl  von  Geraden, 
Sturm,  Maik.  Amt,  4;  Schur,  Math,  Amt.,  20. 

Vier  rationale  Flächen  4*®'  Ordmmg,  Cremona,  Collect, 
maih.  in  memoriam  JD,  Chelim,  Mediolam,  1881;  Noether, 
Math.  Ann.,  33;  Montesano,  Bend.  Acc.  NapoU,  1900;  etc. 

In  Bezug  auf  die  letzteren  weist  Noether  nach,  dass  sie 
die  einzigen  rationalen  Flächen  4*®'  Ordntmg  ohne  mehrfache 
Curven  sind. 


Kapitel  XIII. 
Flächen  von  höherer  als  der  4*®^^  Ordnung.    Regelfläehen. 

§  1.    Flächen  5^'  Ordnung,   die  nicht  Segelflächen  sind. 

Von  den  bis  jetzt  untersuchten  Flächen  5*®'  Ordnung  ist 
eine  der  bemerkenswerthesten  die  mit  einer  Doppelcurve  5*®'  Ord- 
nung.    Wir  geben  ihre  Haupteigenschaften  hier  an: 

Die  Doppelcurve  5*®'  Ordmmg  der  Fläche  besitzt  einen  drei- 
fachen Bmkt,  der  auch  für  die  Fläche  dreifach  ist. 

Die  Fläche  hat  10  Gerade;  diese  sind  Sehnen  der  Doppelcurve, 

Die  Configuration  dieser  10  Geraden  ist  dieselbe,  wie  die 
der  10  Geraden,  welche  von  den  16  Geraden  einer  Fläche  4*®' 
Ordmmg  mit  Doppelkegelschnitt  übrig  bleiben,  wenn  man  eine 
von  ihnen  tmd  die  fünf,  welche  diese  eine  schneiden,  weglässt;  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Configuration  ist  diesdbe,  wie  die  der  10 
Geraden,  welche  von  den  27  Geraden  einer  Fläche  5*®'  Ordnung 
übrig  bleiben,  wenn  man  zwei,  die  ein  windschiefes  Paar  bilden, 
und  die  15  weglässt,  die  entweder  die  eine  oder  die  andere 
dieser  beiden  Geraden  treffen.     Daraus  folgt: 

Jede  der  10  Geraden  schneidet  drei  a/ndere  von  ihnen;  die 
10  Geraden  sind  zu  je  zweien  in  15  Ebenen  verteilt  und  treffen 
sich  in  15  Punkten;  durch  jede  Gerade  gehen  drei  der  15  Ebenen; 
in  jeder  der  15  Ebenen  gibt  es  5  Schnittpunkte  von  Geraden  und 
durch  jeden  der  Schnittpunkte  gehen  5  Ebenen, 

Es  exisUren  5  windschiefe  Quadrupel  von  Geraden  (Systeme 
von  4  Geraden,  die  sich  zu  je  zweien  nicht  treffen). 

Die  Fläche  lässt  sich  auf  die  Ebene  abbilden. 

Auf  der  Doppelcurve  liegen  8  Cuspidälpunkte. 

Es  leuchtet  ein,  dass  es  auf  der  Fläche  10  Systeme  von 
ebenen  Curven  4*®'  Ordnung  gibt,  nämlich  die  Schnitte  der  Fläche 
mit  den  Ebenen,  die  durch  eine  der  10  Geraden  gehen. 
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Jede  Curve  4*®'  Ordmmg  eines  Systems  schneidet  die  Bqppd- 
curve  m  zwei  festen  Funkten;  diese  beiden  Funkte  sind  identisch 
mit  den  Funkten,  in  denen  die  Doppdcfu/rve  von  der  Geraden  ge- 
troffen wird,  welche  zu  diesem  System  von  Curven  4*®'  Ordmmg 
gehört;  die  Curve  4*®'  Ordnung  schneidet  dann  die  Doppdcurve 
noch  in  drei  weiteren  Funkten,  die  für  die  Curve  4*®'  Ordnung 
natürlich  Doppelpunkte  sind. 

In  jedem  System  gibt  es  zwei  Curven  4*®'  Ordnung,  welche 
die  Gerade  berühren,  zu  welcher  dieses  System  gehiht;  die  Ebenen 
dieser  beiden  Curven  4*®'  Ordnung  sind  stationäre  Berührungs- 
ebenen;  die  Berührungspunkte  sind  parabolische  Fu/nkte, 

Zwei  Curven  4*®'  Ordnung,  die  zwei  verschiedenen  Systemen 
angehören,  haben  entweder  4  oder  3  Funkte  gemeinschafüich,  je 
nachdem  die  Geraden,  die  den  beiden  Systemen  entsprechen,  sich 
schneiden  oder  nicht. 

Zu  den  5  windschiefen  Quadrupeln  von  Geraden  stehen 
n  Systeme  von  Kegelschnitten  auf  der  Fläche  in  einer  solchen 
Beziehung,  dass  jeder  Kegelschnitt  eines  Systems  die  4  Geraden 
eines  Quadrupels  schneidet  und  die  übrigen  6  nicht. 

Jeder  Kegelschnitt  trifft  die  Boppdcurve  in  4  Funkten;  zwei 
Kegelschnitte  desselben  Systems  schneiden  sich  nicht;  zwei  Kegel- 
schnitte verschiedener  Systeme  schneiden  sicJi  im  Allgemeinen  in 
einem  Funkt. 

Bie  Fläche  besitzt  im  Ganzen  35  dreifach  berührende 
Ebenen,  von  denen  20  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten  und 
einer  Geraden  treffen  und  15  in  zwei  Geraden  und  einer  Curve 
5**'  Ordnmig;  durch  jede  Gerade  der  Fläche  gehen  zwei  Ebenen 
der  ersten  und  drei  der  zweiten  Art. 

Bie  hauptsächlichsten  charakteristischen  Zahlen  für  die  Fläche 
sind  (siehe  Kap.  9,  §  1): 

a  ==  10,  die  Ordnung  des  umschriebenen  Kegels,  dessen  etc. 
d  =  12,  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels. 
X  ^18,  die  Zahl  der  Rückkehrerzeugenden  desselben  Kegels. 
n  =  12^  die  Klasse  der  Fläche. 

b'  =  25,  die  Klasse  der  doppeltberührenden  developpablenEläche. 
c'  =  24,    die     Classe     der    Developpablen     der     stationären 

Ebenen. 
</  =  20,  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve. 

Burch  jeden  Funkt  der  Fläche  gehen  4  Boppdtangenten  und 
12  oscuUrende  Gerade. 

In  jeder  beliebigen  Ebene  gibt  es  15  die  Fläche  oscuUrende 
und  20  sie  doppelt  berührende  Gerade.      Von  den  in  einem  Funkt 
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der  Flädie  an  diese  gezogenen  Tangenten  berühren  4  auch 
noch  sonst. 

Um  die  Fläche  projectiv  zu  construiren,  verfährt  man,  wie 
folgt: 

Man  verbindet  die  entsprechenden  Punkte  zweier  homo- 
graphischer  ebener  Systeme  wnd  sucht  die  Schnittpu/nkte  dieser 
Verhindungsgeraden  mit  den  Ebenen  eines  zu  diesen  ebenen 
Systemen  correlativen  Bimdels  auf;  man  erhält  dann  die  in  Bede 
stehende  Fläche;  der  dreifache  PwnJct  ist  das  Centrum  des  Bündels, 
Del  Be. 

Die  hier  besprochene  Fläche  wurde  von  C  leb  seh,  Math. 
Ann.,  3  und  Cremona,  ib.,  4  eigentlich  nur  erwähnt.  Eingehen- 
der beschäftigte  sich  mit  ihr  R.  Sturm,  Ueber  die  Flächen  mit 
einer  endlichen  Zahl  von  Geraden,  vorzugsweise  die  der  vierten 
und  fünften  Ordntmg,  ib.,  4  und  Caporali,  der  ihr  seine 
wichtige  Doctordissertation,  Ann.  di  mat,  7  widmete. 

Eine  Abart  dieser  Fläche  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
der  von  einem  festen  Punkt  aus  an  die  Flächen  2*®^  Grads 
öiner  Schar  gelegten  Tangentialebenen;  dieser  Ort  wurde  von 
Darboux,  BuU.  des  scienc.  math,,  1871  studirt;  die  Fläche  hat 
,die  Eigenthümlichkeit,  dass  sechs  ihrer  Geraden  durch  den  drei- 
fachen Punkt  gehen.  Andere  Arbeiten  über  dieselbe  Fläche  sind 
von  Del  Re,  dem  die  oben  angegebene  projective  Erzeugung  zu 
verdanken  ist,  Acc.  Napöli,  1886;  Bend.  Lincei,  1890;  Acc, 
Tormo,  1893. 

Eine  andere  Fläche  5*®'  Ordnung  ist  die  mit  einer  Boppd- 
curve  5*®'  Ordnwng;  sie  wurde,  wie  die  vorige,  ins  Besondere 
mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt. 

Sie  enthält  11  eina/nder  nicJit  schneidende  Gerade,  die  Sehnen 
der  Doppelcurve  5*®'  Ordnung  sind;  sie  enthält  ferner  55  Kegel- 
schnitte, von  denen  jeder  zwei  der  Geraden  in  einem  Brnilct 
schneidet.  Zwei  der  Kegelschnitte  schneiden  sich  entweder  nicht 
oder  sie  schneiden  sich,  je  nachdem  die  Geradenpaare,  denen  sie 
auf  die  vorstehende  Art  zugeordnet  sind.  Gerade  gemeinschaftlich 
haben  oder  nicht. 

Die  Fläche  hat  220  dreifach  berührende  Ebenen,  die  zu  je 
20  durch  jede  der  Geraden  der  Fläche  gehen,  und  55  andere 
dreifach  berührende  Ebenen^  in  denen  die  55  Kegelschnitte  liegen, 
und  schliesslich  noch  weitere  dreifach  berührende  Ebenen,  welche 
die  Fläche  in  nicht  degenerirten  Curven  5*®'  Ordnung  schneiden. 
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Legt  man  durch  eine  Gerade  der  Fläche  das  Ebenenbüschel, 
so  schneidet  eme  jede  dieser  Ebenen  die  Fläche  noch  einmal  in  einer 
ebenen  Ourve  4*®'  Ordmmg;  diese  Cwrven  treffen  die  Gerade  vn  zwei 
festen  tmd  gwei  beweglichen  Funkten,  von  denen  die  letzt 
Involution  bilden;   es  gibt  daher  zwei  besondere  Ebene 
Cwve   4*®'  Ordnung    die   Gerade    beriihrt.     Die    beidt 
Schnittpunkte  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  der  Gen .  .  ^  -, 
nwt  den  Funkten  identisch,  in  denen  die  Gerade  die  Di     ^p,5|«» 
5*®'  Ordnung  schneidet,  ^  ■"  >  •'*  *J 

Auf  der  Dqppelcurve  5*®'  Ordmmg  liegen  10  Cuspi  ^^r^jj 
der  Fläche.  T  -•ctS] 

Diese  Fläche    untersuchten   C  leb  seh,  Matfi.  Ami  •  .itli 
ihre   ebene  Abbildung  seinen  Forschungen  zu  Grund  1   z  Prl^j 
E.  Sturm,  ib.,  4.     Andere  Arbeiten  über  denselben  G  -   -  \l  ^ 
sind  von  Del  Re,  Lincei,  1892,  1893;  Acc,  Modena,  ^    '  ?l| 

-  _  •-•I 


1« 


Die  Fläche  5*®'  Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  I- 
nung  1*®'  Species  wurde  von  C  leb  seh,  Gott.  Abh.,  15;  Jb  ^" 
3;  Noether,  ib.,  3;  ß.  Sturm,  ib.,  4  studirt;  eine  F  "T 
Ordnung  mit  einer  dreifachen  Geraden  behandelte  (  .' 
in  seiner  Abhandlimg  über  die  Trasf.  biraz.  ddlo  spazic^z 
Istit.  Lomb.,  1871  und  später  Del  Ee,  Lincei,  1891;  vc" 
E.  Sturm,  Math.  Ann.,  4,  p.  281;  eine  Fläche  5*®'  ^-^ 
die  zwei  doppelte  windschiefe  Gerade  besitzt,  untersuchte  ( *". 
Ma^.  Ann.,  1  wieder  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildun  - 

Mit   rationalen   Flächen  5*®'  Ordnung   befassten    S" 
Hill,   Maih.  Eeview,  1;  Americ.  Joum.,   19   und   Mor  - 
Bend.  Acc.  NapoU,  1900,  1901.  -' 

§  2.   Developpable  Flächen  5^®'  Ordnuiig. 

Jede   Developpable   5*®'  Ordmmg   ist   von   der  4*® 
hat  eine  Infleodonserzeugende  und  eine  Doppdcurve  ^*®'  ' 

Jeder  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  vom  Geschlecht  Nuh 
ist  auch  die  Fläche  vom  Geschlecht  Null. 

Sie   hat   zu/r   Bückkehrkante   eine   Baumcurve  4*®' 
J*®'  Species  mit  einem  Cuspidalpunkt  ^  der  dreifacher  P' 
Fläche  ist. 

Sie  ist  die  zweien  Flädien  2^^  Ordmmg,  weiche  eine  stationäre 
Berührung  in  einem  Punkt  miteinander  haben,  umschriebene  Deve- 
loppable. 
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iHe  JJefeloppdtle  5**'  Ordramg  ist  die  Enveloppe  der  zweien 

Kegelschnitten  gemeinschafüichm  Berührungs^enen,  ftHls  sidt  diese 

Bwm.   -Ktn-i^^^tH^  ._  *,■„»_   n.,^(  treffen,  und  der  eine  in  dem 

der  Ebenen   der   beiden  Kegd- 

I  trifft  eine  andere  Erzeugende,  die 
nannte;  der  Ort  der  Schnittpunkte 
ist  natürlich  der  Doppeliegel- 
die  Punkte  conjugirt  nennen,  in 
le  die  Cuspidalcurve  C  berühren, 
Iche   die   Develöppable   in    zwei 

eonjugirte  Punkte  der  Eaumcurve 
'urck  denselben  Punkt;  dieser  ist 
ßexUmsereeugende  der  Developpa- 
die  Curve  i*"  Ordnung  in  dem 
Hese  sämmtlichen  Geraden  bilden 
""  Grads  S. 

mjvgirte  Erzeugende  enthält,  be- 
Grads  S.  Die  StAnittlinie  zweier 
er  den  Boppelkegelschnitt  K  vnd 

ird  von  den  Paaren  conjugirter 
!t»er  Involution  ges^nitten,  deren 
wdAem  die  Curve  4*^  Ordnung 
erührt  wird,  imd  der  Punkt  O 
Ebene  schneidet,  wrfcÄe  die  Curve 

if  der  Curve  4'^  Ordmmg  sind 
auf  die  Spitze  des  Segels  5*™ 
war,  und  die  Ebene  des  Boppel- 

Eigenschaft  besteht  für  die  conr 

ältniss  von  4  Punkten  der  Baum- 

1  das  anharmonische  Terh&ltnias 

Punkte   und   die  Gerade  gehen, 

A  der  Cnrve  4"*'  Ordnung    mit 

man  unter  D  den  Schnittpunkt 

der    durch    A    gehenden     Erzeugenden    der    Deve Joppabi  en    mit 

der    Ebene    versteht,    welche    die    Develöppable    längs    der    In- 

flexion  Serzeugenden  berührt. 
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Analog  versteht  man  unter  anharmonischem  Verhältniss  van 
4  Beriffirungsebenen  der  Bevelqppäblen  dasjenige  der  4  Punkte, 
in  denen  diese  Ebenen  die  Gerade  schneiden,  welche  den 
Punkt  J?,  in  dem  die  Ourve  4*®'  Ordnung  von  der  Inflexions- 
erzeugenden  berührt  wird,  mit  dem  Punkt  C  verbindet,  in  welchem 
diese  Erzeugende  die  in  Ä  die  Curve  4*®'  Ordnung  osculirende 
Ebene  trifft. 

Man  erhalt  dann: 

Der  Doppdkegelschmtt  K  ist  die  Enveloppe  einer  Ebene, 
welche  die  Baumcurve  in  4  Punkten  trifft,  die  eine  äquia/nhar' 
monische  Gruppe  bUden, 

Der  Kegel  ^*®'  Ordnung  8  ist  der  Ort  der  Punkte,  van 
welchen  sich  an  die  Devdappahle  4  Tangentialebenenen  ziehen 
lassen,  die  eine  äqudanharmonische  Gruppe  bilden. 

Der  Ort  der  PunMe,  von  welchen  sich  4  harmonische  Ber 
rührungsebenen  an  die  Developpable  zidien  lassen,  ist  eine  Fläche 
5*®'  Ordnung  und  4^^  Classe, 

Die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  die  Baumcurve  4*®'  Ord- 
nu/ng  in  4  harmonischen  Punkten  schneiden,  ist  eine  Fläche  4*®' 
Ordnung  und  3^^  Classe. 


Bezeichnet  man  mit  X^  =  0,  X^  =  0,  X^  =  0,  X^  =  0 
vier  Ebenen,  so  kamt  die  Gleichung  der  Developpablen  5*®' 
Ordnung 

X^^XJ  —  ISX^^X^^X^  +  bAX^X^^X^X^  + 

4-  gl'XiZ,*  —  27l3*X^  —  54Z22Z/  =  0  (Schwarz) 

geschrieben   werden;   darin   ist  X^  =  0    eine   stationäre   Ebene, 
der  Punkt 

Xi  =  Xj  =  X^  =  0 

der   dreifache   Punkt   der  Fläche,  d.  h,  der    Cuspidälpunkt   der 
Bückkehrcurve;  die  Inflexionserzeugende  ist  die  Gerade: 

X3  =  X^  =  0, 

imd  der  Doppelkegdschnitt: 

Xj  =  0,  X1X4  —  9X3»  =  0. 

Die  Berührungsebene  der  Fläche  wird  durch  die  Gleichung 

Xi<*  +  4X2««  +  eXj^^  +  X4  =  0 

dargestellt,  in  welcher  t  einen  beliebigen^  Parameter  bedeutet,  die 
zwei  Erzeugende  enthaltende  Ebene  durch: 
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Xi^  —  eXjf^  — 3X^  =  0, 
und  der  von  diesen  Ebenen  eingehüllte  Kegel  8  durch  die  Gleichung: 

JL-t  jLa  — '  ö  -A.O    ^=  ü. 

Die  Ebene 

x^fi-i-  3X2^  +  3X3  =  0 

geht  durch  die  Erzeugenden  der  Devehppablen  u/nd  umhüllt  den 
Kegel  2^"^  Grads 

3X^^  —  4X1X3=0, 

auf  welchem  auch  die  Curve  4^^  Ordnu/ng  liegt,  die  sidi  als  Schnitt 
dieses  und  des  vorigen  Kegels  ergibt;  diese  Kegel  haben  die 
Beriihrungsebene  X^  =  0  gemeinschaftlich  und  die  Spitze  des 
zweiten  Kegels  liegt  auf  dem  ersten^  d.  h.  die  Verbindungsgerade 
der  Spitzen  ist  eine  Erzeugende  des  ersten  Kegels. 

Die  Coordinaten  X^,  Xj,  X3,  X^  eines  Punkts  der  BücTckehr- 
Jcante  erhalt  man  aus 

Mit  den  developpablen  Flächen  5*®'  Ordnung  beschäftigten 
sich  Cayley,  Cambr.  Journ.,  5,  1850=  Coli,  ma^,  papers,  1, 
p.  500;  Quart.  Journ.,  1864  =  Coli.  math.  papers,  5,  p.  267; 
Chasles,  Compt.  Bend.,  1862,  p.  317,  418,  715;  Cremona, 
ib.,  p.  604;  H.  A.  Schwarz,  Grelle,  64.  Ueber  eine  analytische 
Behandlung  der  von  Cremona  stammenden  Theoreme  siehe 
D'Ovidio  und  Salvatore  Dino,  Giorn.  di  Batt.,  3. 

§  3.   Windschiefe  Begelfläehen  5^'  Ordnung. 

IHe .  windschiefen  Begelflädien  5*®'  Ordnung  sind  entweder 
vom  Geschlecht  Null,  oder  vom  Geschlecht  1,  oder  vom  Ge- 
schlecht 2,    Die  Flächen: 

vom  Geschlecht  Null  enthalten  sämmüich  eine  entweder  degene- 
rirte  oder  nicht  degenerirte  Doppelcurve  6^^  Ordnung  (wenn  man 
auch  eine  vierfache  Gerade  als  6  zusammenfällende  Doppelgerade 
und  mithin  als  eine  specielle  Degeneration  einer  Doppelcurve  6^^  Ord- 
nung auffasst); 

vom  Geschlecht  1  eine  Doppelcwrve  5^  Ordnung.,  die  entweder 
degenerirt  ist  oder  nicht; 

vom  Geschlecht  2  eine  degenerirte  Doppelcurve  4^^  Ordnung. 

Die  Flächen  vom  Geschledit  NuU  und  vom  Geschlecht  1 
haben  ein  unendliches  System  ebener  Curven  5*®'  Ordnung;  davon 
sind  diejenigen  Flächen  nuMen  Geschlechts  ausgenommen,  die  eine 

Pascal,  Bepertorium.  II.  23 
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gerade  Diredrix  besitzen,   durch  deren  Ftmkte  immer  eine  ein- 
zige zweite  Erzeugende  geht. 


H.  A.  Schwarz,  CreUe,  67  hat  sie  in  10  Arten  vom  Gesciüecht 
NuU,  4  vom  Geschlecht  1  und  eine  vom  Geschlecht  2  classificirt. 

Die  windschiefen  Begelflächen  vom  Geschlecht  NuU  lassen 
sich  auf  eine  der  beiden  folgenden  Arten  erzeugen: 

I.  Man  lässt  die  Punkte  ei/ner  Geraden  u/nd  einer  ebenen 
Curve  4*®'  Ordnu/ng  vom  Geschlecht  NuU  einander  ein-eindeuHg 
entsprectien;  der  Ort  der  die  entsprechenden  Punkte  verbinden-' 
den  Geraden  ist  im  Allgemeinen  eine  windschiefe  Regelfläche 
vom  Geschlecht  Null  und  von  der  5*®^  Ordnung. 

IL  Ma/n  ordnet  die  Pwnkte  zweier  ebenen  Curven  5*®'  Ord- 
nung vom  Geschlecht  NuU,  die  einen  sich  selbst  entsprechenden 
Punkt  gemeinschafüich  haben,  eino/nder  einreindeutig  zu;  der  Ort 
der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden  Punkte  verbinden, 
ist  eine  windschiefe  Begelfläche  nullten  Geschlechts  und  5*®'  Ordnung. 

Diese  letztere  Erzeugungsweise  kann  man  auch  durch  eine 
andere  ersetzen: 

n.bis)  Man  ordnet  die  Pwnkte  eines  Kegelschnitts  u/nd  die 
einer  Curve  5*®'  Ordnu/ng  vom  Geschlecht  NuU  einander  ein-ein- 
deutig  zu;  der  Ort  der  die  entsprechenden  Pwnkte  verbindenden 
Geraden  ist  eine  rationale  windschiefe  Regelfläche  5*®'  Ordntmg. 

Bei  dieser  letzteren  Oonstruction  kann  der  Kegelschnitt  in 
eine  Doppelgerade  zerfallen;  man  verfährt  dann  so,  dass  man 
eine  Correspondenz  (2,  l)  zwischen  den  Punkten  der  (jeraden 
und  der  Curve  3*®'  Ordnung  herstellt. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  erste  Art  erzeugten  Fläche 
lässt  sich  durch  Elimination  von  t  a^is  zwei  Gleichungen  vom 
Typus 

Zi<*  +  X^f  +  X^t^  +  XJi  +  X5  =  0, 

Xßi  +  X,  =  0 

bilden,  worin  die  X  =  0  Ebenen  des  Raums  darstellen. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  zweite  Art  erzeugten  Fläche 
erhält  man  im  Allgemeinen  durch  Elimination  von  t  aus  den 
beiden  Gleichungen: 

X,ir'  +  X,f-\-X,t+X^  =  0, 
X,t^  +  X,t  +X,  =  0. 
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(An  Stelle  der  zweiten  dieser  Gleichungen  kann  man  natürlich 
eine  lineare  Combination  der  beiden  und  mithin  eine  in  t  cubi- 
sche  Gleichung  substituiren). 

Bei  der  ersten  Constri^ion  ergibt  sich  eine  rationale  wind- 
sdiiefe  Regel  fläche  mit  einer  vierfachen  Geraden  (der  Geraden 
X^  =  X^  =  0).     Der  Typus  I  von  H.  A.  Schwarz. 

Dwrch  die  zweite  Construdion  erhält  man  im  Allgemeinen 
tvindschiefe  Begelflädien,  welche  zur  Dopjpellinie  eine  Curve  6^^  Ord- 
mrng  mit  ei/nem  dreifachen  Fmikt  haben.     Typus  II. 

Diese  Curve  6*®'  Ordnung  kann  degeneriren;  es  ergeben  sich 
dann  die  folgenden  anderen  Fälle:  Die  Bqppelcurve  besteht  aus: 

in.  einer  dreifachen  Geraden  u/nd  einer  cubischen  Raum- 
curve,  die  mit  der  dreifachen  Geraden  zwei  Punkte  gemeinschaft- 
lich hat; 

aUe  Erzeugenden  treffen  die  dreifache  Gerade  (Leitgerade, 
gerade  Directrix); 

rV.  einer  dreifachen  Leitgeraden,  einem  Kegelschnitt  und 
äner  Geraden; 

V.  einer  dreifachen  und  einer  doppelten  Leitgeraden  und 
zwei  doppelten  Geraden; 

VI.  einer  Leitgeraden,  einer  Raumcurve  5*®'  Ordnung  mit 
einem  dreifachen  Punkt  und  niit  drei  scheinbaren  Doppelpunkten; 
die  Curve  hat  zwei  Punkte  mit  der  Geraden  gemeinsdiaftUch ; 

VII.  einer  Leitgeraden,  einer  Raumcurve  4*®'  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt  und  einer  anderen  Geraden;  die  Curve  4*®' 
Ordnung  schneidet  die  gerade  Directrix  in  einem  Punkt; 

Vni.  einem  Kegelschnitt  und  einer  Raumcurve  4*®'  Ordmmg 
mit  einem  Doppelpunkt;  der  Kegelschnitt  geht  durch  den  Doppel- 
punkt und  durch  2  andere  Punkte  der  Raumcurve  4*®'  Ordnung; 

IX.  drei  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Punkt,  die 
sich  zu  je  zweien  in  einem  weiteren  Punkt  schneiden', 

X.  einer  geraden  Directrix  und  einer  Raumcurve  5*®'  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkt. 


Die  windschiefen  Regelflächen  5*®'  Ordnung  vom  Geschlecht 
1  dagegen  lassen  sich  auf  die   nachstehende  Art  erzeugen: 

Man  denkt  sich  in  einer  Ebene  eine  allgemeine  Curve  3^^^ 
Ordnung  und  nimmt  auf  ihr  einen  Punkt  an,  von  welchem  aus 
die  übrigen  Punkte  der  Curve  projicirt  werden;  diese  tverdcn 
so  in  Paare  vereinigt;  denkt  man  sich  ferner,  die  Curve  verdoppele 
sich  in  zwei  Curven,  deren  Ebenen  getrennt  sind,  und  ein  Punkt 

23* 
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der  einen  entspredie  demjenigen  der  beiden  Fmikte  der  Paare  der 
anderen  Ebene,  mit  dem  er  vor  der  Spaltung  nicht  zusammenfiel, 
so  ist  der  Ort  der  Geraden,  wdche  die  entsprechenden  Ftmkte 
verbinden,  eine  tvindschiefe  Regelfläche  vom  Geschlecht  1.  H.  A. 
Schwarz. 

Es  sind  die  folgenden  Arten  zu  unterscheiden: 

XI.  Die  Fläche  mit  einer  Boppelcurve  5.  Ordntmg;  durcli 
jeden  Pimkt  der  letzteren  gehen  zwei  Erzeugende,  von  denen  jede 
die  Boppelcurve  in  noch  zwei  Punkten  schneidet. 

Durch  jeden  Punkt  des  Bawms  gehen  5  Ebenen,  von  denen 
jede  mit  der  Fläche  zwei  Gerade  gemeinschafHAch  hat. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  ebene  auf  der 
Fläche  liegende  Curven  5*®'  Ordnung, 

Xn.  Die  Fläche  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden  und  einem 
doppelten  Kegelschnitt. 

Xni.  Die  Fläche  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden,  einer 
doppelten  Leitgeraden  und  einer  doppelten  Geraden, 

XIV.  Die  FläcJie  mit  einer  doppelten  Leitgeraden  und  einer 
doppelten  Baumcurve  4*®'  Ordnung. 


Die  windschiefen  ßegelflächen  5*®'  Ordnung  vom  Geschlecht 
2  schliesslich  kann  man  sich  auf  die  folgende  Art  entstanden 
denken. 

Man  betrachtet  eine  ebene  Curve  4*®'  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt  und  das  von  dem  letzteren  ausgehende  StraMen- 
büschel  und  denkt  sich  eine  gerade,  nicht  in  derselben  Ebene  liegende 
Punktreihe  (a)  prcjectiv  derart  auf  das  Büschel  bezogen,  dass  ein 
bestimmter  Pwnkt  der  Geraden  mit  einem  der  beiden  Schnittpunkte 
zusammenfällt,  in  welchen  der  dem  Pwnkt  entsprechende  StraJd 
die  Curve  4*®'  Ordnung  trifft;  der  Ort  der  Geraden,  welche  jeden 
Punkt  P  der  Geraden  mit  den  beiden  variabelen  Punkten  verbin- 
den, in  welchen  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Strahl  die  Curve 
4*®'  Ordnung  schneidet^  ist  eine  Begdfläche  5*®'  Ordnurig  vom 
Geschledit  2. 

Die  Gerade  (a)  ist  dreifache  Leitgerade  der  Fläche,  auf 
welcher  noch  eine  andere  doppelte  Leitgerade  eodstirt. 

Näheres  findet  man  in  der  citirten  Arbeit  von  H.  A.  Schwarz, 
der  wir  die  vorstehenden  Eesultate  entnommen  haben. 
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§  4.   Flächen  6^^'  Ordnung  oder  Classe. 

Eine  Fläche  6*®'  Classe  wurde  von  Seligmann  Kantor, 
Wien,  Ber.  1879,  (79),  2,  p.  768  untersucht;  sie  entsteht  folgen- 
dermassen: 

3Ian  betrachtet  drei  Pimkte  A^,  A^,  A^  im  Baum  tmd  eine 
Fläche  2^^  Grads  F^.  Von  einem  variabelcn  FimM  F  der 
letzteren  werden  die  Ftmkte  A  auf  die  Fläche  2^^  Grads  pro- 
ßcirt;  die  Ebenen  der  Projectionen  der  drei  Punkte  ymhüUen  die 
Fläche  ^*^'  Classe, 

Die  Fläche  lässt  sich  auf  eine  Ebene  abbilden;  sie  hat 
eine  tnerfa^  berührende  Ebene  (die  Ebene  der  drei  Punkte  A), 
tvelche  die  Fläche  in  jedem  der  Berührungspunkte  oscuUrt. 

Zwei  Berührwngsebenen  an  die  Fläche,  welche  sich  in  einer 
Geraden  a  der  vierfach  berührenden  Ebene  E  schneiden,  werden 
durch  E  und  die  Ebene  harmonisch  getrennt,  welcJie  durch  den 
Pol  von  E  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^  Grads  und  durch  a  geht. 

Der  Fläclie  ist  ein  Kegel  5*®'  Classe  doppelt  umschrieben, 
dessen  Spitze  in  dem  eben  genannten  Pol  liegt. 

In  der  vierfach  berührenden  Ebene  giebt  es  drei  Gerade 
(die  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^)  von  der  Beschaffenheit,  dass 
durch  jede  von  ihnen  unendlich  viele  die  Fläche  doppelt  berührende 
Ebenen  gehen. 

Die  zu  dieser  Fläche  ducMstische  Fläche  ist  natürlich  von 
der  6^^  Ordnung,  hat  einen  vier  fachen  Ptmkt,  drei  durch  diesen 
gehende  Doppelgerade  und  eine  ebene  Doppelcurve  5*®'  Ordnung, 


Derselbe  Autor  (Kantor)  hat  an  dem  angegebenen  Ort 
auch  eine  andere  Fläche  untersucht: 

Man  betrachtet  4  Punkte  A^,  -^2,  -4g,  A^  und  eine  Fläche 
2*®*^  Grads  F^^  projicirt  von  einem  Punkt  von  J^^  die  4  Punkte 
auf  F2  und  erhält  so  4  andere  Punkte 

A  ^    A  '    A  '    A'- 

die  beiden  Tetraeder   {A)  und  (-4.')   sind  homolog;    ihre  Homo- 
logieebene hüllt  eine  Fläche  6^^  Classe  ein. 


Eine  weitere  Fläche  6**^  Ordnung  wurde  von  Emil  Weyr, 
TJeber  Flächen  sechsten  Grades  mit  einer  dreifachen  cubischen 
Curve,  Wien.  Ber.,  1882  (85,  2.  Abth.)  p.  513  studirt;  man 
erhält  sie  auf  die  folgende  Art: 
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Auf  einer  Ramncurve  3*®'  Ordnung  betrachtet  man  eine 
Involution  von  4  Punkten;  die  Kanten  des  Tetraeders  der 
4  Fimkte  einer  jeden  Gruppe  erzeugen  eine  Regelßäche  ^*®'  Ord- 
nwng,  weldie  die  Curve  5*®'  Ordmmg  zur  dreifachen  Cwrve  hat. 
Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  oscuUren  eme  Curve  5*®'  Glosse. 

Der  der  Fläche  umschriebene  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem 
beliebigen  Punkt  des  Baums  liegt,  ist  6^^  Classe  wnd  hat  die  3 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Osculatümsehenen  der  eben  genann- 
ten Curve  3^^  Classe  zu  dräfachen  Berührungsebenen. 


Noch  eine  andere  Fläche  6*®'  Ordnung  betrachtete  Noether, 
Math.  Ann.  3 ,  p;  203  u.  ff.  Sie  besitzt  als  JDoppelcurve  eine 
Baumcwrve  5*®'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Curve 
nicht  schneidet. 

Ihre  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

^^ikViVk  =  0^         (*,  Ä  =  1 ,  2,  3) 5 
darin  ist 

y^  =  L^M^  —  L^M^', 

die  L,  M  sind  in  de^i  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  homogene  lineare 
Functionen  und  die  A  ergeben  sich  aus  den  Formeln 

^ik  =  «»ifc^s^  +  ^ßik^9^4.  +  yt*V- 
Jede  Ebene  des  Büschels 

Xa  ~~~~  A«4>o  ^^^  yj 

scJmeidet  die  Fläche  ausser  in  der  doppelt  gezählten  Axe  des 
Büschels  in  einer  variabelen  rationalen  Curve  4*®'  Ordmmg  (mit 
drei  Doppelpunkten). 

Die  Gleichung  der  Fläche  enthält  18  Constante,  weil  die 
Existenz  der  Doppelcurve  3*®'  Ordnung  und  der  Doppelgeraden, 
wie  Noether  beweist,  66  Constante  absorbirt. 

Ausser  der  Doppelgeraden  besitzt  die  Fläche  10  Gerade. 

Die  Fläche  enthält  12  Kegelschnitte  und  32  Baumcurven 
5*®'  Ordnung. 

Diese  Curven  liegen  zu  je  zweien  zugleich  mit  der  Doppelcurve 
5*®'  Ordmmg  auf  demselben  Hyperboloid  und  gehen  durch  dieselben 
beiden  Punkte  der  Doppelgeraden. 

Jede  von  ihnen  hat  5  Punkte  mit  der  Doppelcurve  5*®'  Ord- 
nung gemeinschafÜich  und  keine  schneidet  eine  der  10  Geraden. 
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Jede  der  32  Curven  3^^  Ordnung  ist  6  Kegelscfinitten  m- 
geordnet,  welche  sie  in  je  emem  Vunkte  schneidet. 

Yeri^eilt  mcm  die  12  Kegelschnitte  derart  in  6  Paare,  dass 
in  dasselbe  Paar  diejenigen  kommen,  die  durch  die  nämlichen 
Punkte  der  Doppelgeraden  gehen,  und  wählt  aus  5  Paaren 
5  Kegelschnitte  heUebig  aus,  so  existirt  immer  eine  der  32  Raum- 
curven  5*®'  Ordnung,  welche  die  5  gewählten  Kegelschnitte  in  je 
einem  Punkt  schneidet;  der  secJiste  von  derselben  Curve  geschnit- 
tene Kegelsdmitt  bleibt  auf  diese  Art  eindeutig  bestimmt. 

Die  Fläche  ist  vom  Geschlecht  Null  und  deshalb  auf  die 
JEJbene  äbbildbar.  Diese  ebene  Abbildung  sowie  viele  andere 
Eigenschaften  wurden  von  Noether  1.  c.  studirt. 


Andere  Flächen  6*®'  Ordnung  sind  die  sogenannten  Beruh - 
rührungsflächen  der  Kummer'schen  Fläche,  deren  Studium  aus  der 
Untersuchung  der  hyperelliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2 
hervorging.  Sie  berühren  die  Kummer*scJie  Fläche  längs  einer 
Curve  12^^  Ordnung. 

In  Bezug  auf  ihre  Gleichung,  die  man  rational  nennt,  weil 
ihre  Coefficienten  rationale  Invarianten  der  binären  Form  6^^  Ord- 
nung sind,  siehe  Pascal,  Ann.  di  mat,  (2),  19. 

Noch  andere  Flächen  6*®'  Ordnung  wurden  von  Pieri, 
Acc.  Torvno^  1889;  Humbert,  Compt,  Rend.,  1895;  Del  Pezzo, 
Acc.  Napöli,  1897;   etc.   betrachtet. 


Wir  wollen  schliesslich  noch  Einiges  über  die  developpa- 
hlen  Flächen  6^^  Ordnung  sagen. 

Die  Rückkehrcurve  einer  solchen  Fläche  kann  nicht  von 
höherer  als  der  6^^  und  geringerer  als  der  4*®^  Ordnung  sein. 

Die  Fläche  ist  immer  vom  Geschlecht  Null,  d.  h.  das  Ge- 
schlecht eines  jeden  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  Null. 

Es  gibt  3  Arten  von  Developpäblen  6^^  Ordnung,  nämlich: 

1.  Die  Fläche,  deren  Rückkehrkante  eine  Raumcurve  4^^  Ord- 
nung entweder  i*®'  oder  2^^  Spedes  ist.  In  dem  ersteren  Fäll  hat 
diese  Raumcurve  einen  wirklichen  und  zwei  scheinbare  Doppelpunkte ; 
d.  h.  sie  ist  der  Schnitt  zweier  Flächen  2^^  Ordnung,  welche  sich 
in  einem  Punkt  berühren;  in  dem  2^^  Fäll  hat  sie  3  scheinbare 
Doppelpunkte. 

Ihre  charakteristischen  Zählen  sind  (über  die  Bedeutung 
der  Symbole    vergl.  Kap.  9,   §  4); 
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iw  =  6,     a  =»=  4,     /3  =  0,    aj«=6,    ^=«=4:,    p  ==  6,     A  =  4, 

T  =  0,     A;  =  6,    J?  =  6. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  eine  Curve  6^^  Ordnung  imd  Classe 
mit  4  Spitzen,  6  Doppelpu/nktm,  4  Inflexionstangenten  und 
6  Dqppdta/ngenten, 

Andere  Eigenschaften  findet  man  in  Kap.  10,  §  4,  S.  263. 

2.  Die  Fläche,  deren  BücJckehrkante  eine  Baumcurve  5*®'  Ord- 
nu/ng  mit  2  Spitzen  wnd  4  schembaren  Doppdpu/nMen  ist, 

Ihre  cha/raläeristischen  Zahlen  sind: 

m  =  b^    a=2,    |3  =  2,    a;  ==  5,    ^  =  5,    ^  =  4,     ^=2, 

T  =  0,    A:  =  4,    i?  =  6. 

Der  ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  6^^  Ordnung  u/nd  5*®'  Classe 
mit  5  Doppelpunkten,  5  Spitzen,  2  Wendungen  und  4  Doppd- 
tangenten, 

3.  Die  Fläche,  deren  Bückkelirkante  eine  Baumcurve  6^^  Ord- 
nung mit  4  Spitzen  und  6  scheinbaren  Doppelpunkten  ist, 

Ihre  charakteristischen  Zahlen  sind: 

m=4,     a  =  0,     iS  =  4,     a;  =  4,     «/ =  6,    ^  =  3,    X  =  0, 

T  =  0,     Ä:  =  3,    je  =6. 

Die  4  Ebenen,  welcJie  längs  der  4  Cuspidalerzeugenden  be- 
rühren, gehen  durch  den  nämlidien  Punkt. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  6^^  Ordmrng  und  4*®'  Classe  mU 
6  Spitzen,  4  Doppelpunkten,  3  Doppelta/ngenten  u/nd  keiner 
Wendung, 

m 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Developpablen  6*®'  Ord- 
nung kann  auf  die  folgende  Art  aufgestellt  werden: 

Es  seien  X^  =  0, . . . ,  X5  =  0  die  Gleichungen  von  5  Ebenen; 
die  Formen  X  sind  dann  natürlich  durch  eine  lineare  Beziehung 
verbunden,  die  wir 

«1X1  +  ia,X,  +  6a,  X,  +  ia^X^  +  a^X^  =  0 

sdit°6ibe]i  wollen. 

Die  Gleichung  der  Developpablen  6**'  Ordnung  la/utet  dann 

(Cayley): 

(XjX5  +  4X,X,  +  3X,7- 

—  27  (Xi  X3  X5  —  Xi  X,»  -  X,''  X3  +  2  X,  X3  X,  -  X3»)«  =  0. 

Die  Bückkehrkante  ist  der  (partielle  oder  totale)  Schnitt  der 
beiden  Flächen 
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X1X5  — 4X,X,  +  3V-=0, 

X^X^X^  —  ^1-^4     —  -^2    ^3  "T  2X3X3X4  X3     =  0. 

Dis  Doppel-  oder  Knotencurve  wird   durch  die  Gleichungen 
bestimmt: 

^^jXg  —  X^^ X^  X4  —  Xg  Xg X^  Xg  4'  2 X,  X^  —  3 Xg    ___ 

X,  iX^  ex, 

XjXg    X5X4  XgXg    X4 


X^  2Xj 


j 


6 


tewd   e^ie  Schnittpunkte  der  Knotencurve  und   der  RüMdirkante 

durch: 

Xj        X, X^ X4  ^ 

^J  ^S  ^4  ^6 

Die  verschiedenen  Arten  von  Developpablen  6*®'  Ordnung 
unterscheiden  sich  nach  der  Beschaffenheit  der  Goef&cienten 
a^ ,  .  .  . ,  ag ,  d.  h.  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der 
Gleichung  4*®"  Grads,  die  diese  Zahlen  zu  Coefficienten  hat. 
Cayley. 

Sind  nämlich  diese  Wurzeln  ungleich,  so  erhält  man  die 
Developpable  mit  einer  EücMehrJca^te  ö*®'  Ordnu/ng, 

Sind  zwei  Wurzel/n  gleich,  so  ist  die  Bückkehrkante  5*®' 
Ordnung, 

Sind  dagegen  zwei  Faare  von  Wurzeln  gleich,  so  hat  die 
Developpable  eine  Eückkehrkante  4*®'  Ordnung  2^^  Species. 

Wenn  die  4  Wurzeln  eine  harmonische  Gruppe  bilden,  so 
ergibt  sich  die  Developpable  mit  der  Eückkehrkante  4*®'  Ordnung 
i*®'  Species. 

Wenn  sMiesslich  3  oder  4  Wvf/rzeln  gleich  sind^  so  degenerirt 
die  Developpable  in  a/ndere  Developpable  5*®'  bez.  4*®'  Ordnung. 


Mit  diesen  Developpablen  6*®'  Ordnung  beschäftigten  sich 
Cayley,  Cambr,  Math.  Journ.^  b,  1850;  Quart.  Journ.  7,  1865; 
9,  1867;  Ann.  di  mal,  2,  1868,  p.  99  u.  219,  etc.;  Salmon, 
Cambr.  Ma&i.  Journ.,  1850;  Chasles,  Compt.  Eend.,  54,  1862; 
H.  A.  Schwarz,  Crellc,  64. 

Die  windschiefen  Regelflächen  6*®'  Ordnung  untersuchte 
Bergstedt,  Om  regel/ytor  af  6  graden,  Dissert.,  Lund  1886; 
Fink,  Ueber  windschiefe  Flächen  im  Allgemeinen  und  insbeson- 
dere über  solche  des  6'*®^  Grads.  Tübinger  Dissert. ,  auch  in  dem  Cor- 
respondenzblatt  für  die  Gelehrten-  und  Realschulen  Württembergs, 
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1887;  Wiman,  Classification  af  regelytorna  af  6  graden,  Lund 
1892.    Vergl.  auch  Wiman,  Acta  math.,  19. 


§  5.    Die  Developpablen  7^^^  Ordnimg. 

Die  Rückkehrcurve  einer  Developpablen  7*®'  Orünung  kann 
entweder  von  der  5*®"^,  6*®*^  oder  7*®''  Ordnung  sein. 

Wir  führen  hier  zuerst  ein  Theorem  an,  welches  für  alle 
Developpablen  ungerader  Ordnung  gilt: 

Bei  jeder  ahwickelbaren  Fläche  ungerader  Ordnung  ist  die 
Anzahl  der  Inflexionsherührtmgsehenen  ungerade  u/nd  ebenso  ist  die 
Anzahl  der  Spitzen  der  Bückhehrcmve  w%gerade.  H.A.Schwarz. 

Alle  Devdqppäblen  Us  zur  7^^  Ordnung  inclusive  sind 
vom  Geschlecht  Null,  weil  ihre  ebenen  Schnitte  dieses  G-eschlecht 
haben;  daraus  folgt,  dass  für  sie  die  Summe  der  Zahlen,  welche 
die  Ordnung  der  RückJcehrhante  und  die  Ordnung  der  Knoten- 
curve  angeben,  constant  ist. 

Diese  sänmMchen  Flächen  bis  zu/r  7^^  Ordnung  indusive 
lassen  sich  als  Enveloppen  von  Ebenen  auffassen,  in  deren  Grlei- 
chungen  ein  Parameter  t  rational  eingeht,  d.  h.  von  Ebenen,  die 
durch  Gleichtmgen  von  der  Form 

dargestellt  werden;  darin  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  die 
X  sind  in  den  Goordinaten  lineare  Ausdrücke, 

Cayley  nannte  diese  Developpablen  planar]  ihnen  ist  die 
Arbeit  von  H.  A.  Schwarz,  Grelle,  64  gewidmet. 

Die  charakteristischen  Zählen  für  die  drei  Species  von  De- 
veloppablen 7*®'  Ordnung  sind  die  folgenden  (Schwarz  1.  c): 

1.  die  Rückkehrcurve  ist  5*®'  Ordnung: 

m  =  7,  ^=10,  h  =  5,  a  =  5,  /3=1,  ic=10,  2^  =  8,  A=  7, 

r  =  2,  Ä;  =  22,   12  =  13; 

2.  die  Bückkehrcurve  ist  6^^  Ordnung: 

m=6,   g=7,  /?  =  7,  a=3,   i3  =  3,  x  =  d,  y=^9,  X=6, 

T  =  l,   Ä;=18,   JR=12; 

3.  die  Bückkehrcurve  ist  7*®'  Ordnung: 

w^  =  5,  ^=5,  /?  =  10,   a=l,  ^  =  5,  ic=8,  ^  =  10,  ^  =  5, 

T  =  0,   k=15i   B=ll. 
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§  6.    Regelfläohen  von  beliebiger  Ordnung. 

Wir  haben  auf  S.  207  und  ff.  einige  allgemeine  Eigenschaften 
der  algebraischen  Regelflächen  angegeben  und  dann  auf  S.  223, 
230  noch  andere  sie  betreffende  Sätze  hinzugefügt;  diese  be- 
ziehen sich  auf  die  Ordnung,  die  Classe,  das  Geschlecht,  die 
Kjiotencurve  der  Regelflächen,  auf  die  Curven,  die  sich  auf  ihnen 
beschreiben  lassen,  etc.  Wir  wollen  jetzt,  ohne  uns  zu  wieder- 
holen, noch  einige  andere  interessante  Sätze  anführen. 

Wir  bemerken  vor  Allem  die  projective  Eigenschaft: 

Jede  Ebene,  welche  eine  Erzeugende  der  windschiefen  Begel- 
fläche  enüiält,  herilfirt  die  Fläche  in  einem  tmd  nur  in  einem 
Pu/nkt;  das  Büschel  von  Berühnmgsehenen  ist  projectiv  zu  der 
PunMreihe  der  Berührungspunkte  längs  der  Erzeugenden.  Chasles. 

Wir  bemerken  femer  die  folgenden  metrischen  Eigenschaften: 

Schneidet  man  eine  Begelfläche  mit  Ebenen,  die  einer  festen 
Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  in  den  Funkten  derselben  Er- 
zeugenden a/n  die  Schnittcurven  gelegten  Tangenten  ein  hyper- 
bolisches ParahoUnd, 

Auch  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  einer  Er- 
zeugenden bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (das  Normalen- 
paraboloid). 

Centralpunkt  einer  Erzeugenden  heisst  der  Fusspunkt  des 
Lothes,  welches  dieser  Erzeugenden  und  der  ihr  unendlich  nahen 
gemeinschaftlich  ist;  der  Ort  aller  Centralpimkte  bildet  die  so- 
genannte Stridionslinie.     Chasles. 

Der  Centralpunkt^  einer  Erzeugenden  ist  der  Scheitel  des 
Normalenparabolmds. 

Centralebene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  nennt  man 
die  Ebene,  die  durch  die  Erzeugende  und  das  dieser  und  der 
ihr  unendlich  nahen  Erzeugenden  gemeinschaftliche  Loth  geht, 
und  Schiefe  einer  Berührungsebene  wird  dann  wohl  der  Winkel 
zwischen  ihr  und  der  Centralebene  in  Bezug  auf  die  durch  den 
Berühnmgspunkt  gehende  Erzeugende  genannt. 

Die  Tangente  der  Schiefe  einer  Berühru/ngsebene  ist  dem 
Abstand  des  Berührungspunkts  von  dem  Centralpunkt  propor- 
tional. 

Die  Centralebene  berührt  in  dem  Centralpunkt;  die  Central- 
ebene und  die  Berührungsebene  in  dem  tmendlich  fernen  Punkt 
der  Erzeugenden  stehen  senkrecht  aufeinander. 

Parameter  einer  Erzeugenden  heisst  der  Abstand  ihres  Cen- 
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tralpunkts  von  dem  Punkt,  in  welchem  die  Schiefe  der  Berüh- 
rungsebene         beträgt. 

Wenn  eine  Ebene  durch  eine  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  geht,  so  ist  das  Product  der  Abstände  des  Centralpunkts 
von  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Ebene  berührt  bez. 
normal  ist,  constant  wnd  dem  Quadrat  des  Parameters  gleich. 
Chasles. 

Wevm  zwei  windschiefe  Flächen  sich  m  allen  Punkten  einer 
Erzeugenden  unter  constantem  Winkel  schneiden,  so  hat  diese 
Gerade  denselben  Parameter  und  denselben  Centrälpunkt ,  mag 
man  sie  nu/n  als  zur  einen  oder  zu/r  anderen  Fläche  gehörig  he- 

trachten  und  umgekehrt. 

»  

Auf  den  windschiefen  Regelflächen  sind  gewisse  singul&re 
Punkte  und  Gerade  bemerkenswerth;  nehmen  wir  an,  eine  ge- 
wisse Erzeugende  schneide  die  ihr  unendlich  nahe;  alsdann  wird 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Erzeugenden 
Cuspidalpunkt  (Spitze,  somw^t)  genannt,  während  die  Erzeugende, 
auf  welcher  dieser  Punkt  liegt,  Singular  (arete,  Kante,  Torsal- 
linie)  und  die  (Berührungs)- Ebene,  welche  durch  die  singulare 
Erzeugende  und  die  ihr  unendlich  nahe  geht,  singulare  Beruh" 
rungsebene  heisst. 

Offenbar  gehört  der  Cuspidalpunkt  der  Doppel-  oder  Knoten- 
linie an. 

Wenn  n  die  Ordnung  und  a  der  Rang*)  der  windschiefen 
Fläche  ist,  so  wird  die  Anzahl  der  singulären  Erzeugenden 

T  =  2a  —  2n. 

Sturm,  Math.  Ann,  6;   Schubert,  ib.,  17. 

Da  eine  Gerade  des  Raums  durch  4  Bedingungen  bestimmt 
wird,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche,  wenn  der 
Geraden  vorgeschrieben  wird,  dass  sie  entweder  drei  gegebene 
Curven  treffen  soll,  oder  eine  Curve  zweimal  und  eine  andere 
einmal  oder  schliesslich  eine  Curve  dreimal. 

Es  bietet  sich  nun  das  Problem  dar,  die  Charakteristiken 
der  Regelflächen  zu  bestimmen,  welche  diese  Curven  auf  die 
angegebene  Art  zu  Leitlinien  haben.  Damit  beschäftigten  sich 
C  ay  ley,  Cambr.  Journ,,  7,  1852  =  CoU.  math.  papers,  2,  p.  33; 


*)  Man  pflegt  Bang  einer  Fläche  die  Ordnung  a  des  ihr  um- 
schriebenen Kegels  oder  die  Classe  a  ihres  ebenen  Schnitts  zu  nennen 
(siehe  Kap.  9,  §  1,  S.  208,  209). 
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JPÄiZ.  Trans. y  153,  1863  =  CoM.  ma&i.  papers,  5,  p.  168;  Sal- 
in on,  Gambr.  Journ.,  8,  1853;  Tra/ns,  Irish  Äcad,,  23  und 
später  Rupp,  Math,  Ann.,  18. 

Doch,  ehe  wir  die  Resultate  mittheilen,  zu  denen  sie  ge- 
kommen sind,  müssen  wir  noch  Einiges  über  die  Singularitäten  hin- 
zufagen,  welche  die  Regelflächen  auch  sonst  noch  besitzen  können. 
Eine  Erzeugende  einer  Regelfläche  kann  doppelt  sein,  d.  h. 
derart,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte  zwei  verschiedene  Berüh- 
nmgsebenen  an  die  Fläche  existiren;  fallen  diese  beiden  Ebenen 
far  jeden  ihrer  Punkte  zusammen,  so  ist  sie  eine  stationäre 
Erzeugende. 

Jede  Erzeugende,  die  durch  die  stationären  Punkte  einer 
Leitcurve  geht,  ist  eine  stationäre  Erzeugende  wid  im  Allgemeinen 
kann  eine  stationäre  Erzeugende  nicht  anders  entstehen. 

Die  Doppellinie  der  Regelfläche  lässt  sich  in  verschiedene 
Theile  zerlegen,  von  denen  einige  auch  Leitlinien  der  Regelfläche 
sind  und  andere  nicht.     Wir  bezeichnen  nun  mit 

Djf  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Doppel- 

(Knoten-)Curven  angeben,  die  zugleich  Leitlinien  sind; 
Bjf  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Doppel- 
curven    angeben,   mit    Ausnahme    der  Doppelcurven,   die 
zugleich  Leitlinien   sind,   und  mit  Ausnahme  der  doppel- 
ten Erzeugenden; 
Gy  die  Anzahl  der  doppelten  Erzeugenden  mit  Ausnahme  der 

stationären; 
Ty  die  Sunime  der  drei  vorstehenden  Zahlen,  d.  h.  die  Anzahl 
der    Doppelpunkte    (mit    Ausnahme    der    Spitzen)    eines 
ebenen  Schnitts  der  Regelfläche; 
Gs   die  Anzahl  der  stationären  Erzeugenden; 
T     die  Anzahl  der  singulären  Erzeugenden  (siehe  oben); 
a      den  Rang  der  Regelfläche  (siehe  oben). 

Man  erhält  dann  die  folgenden  Resultate: 

i**"  Fall.     Brei  einfache  Ldtcurven  9,  i/^,  % 
von  den  Ordntd/ngen  m^,  m^,  mg, 

den  Classen  rj,  rg,  rg, 

den  Geschlechtem  p^j  jpg,  i>8, 

mit  Ä^,  Äg,  7?3  scheinbaren  JDoppelpmkten  und 
ßii  /^2?  ßd  Ouspidalpunkten. 
Es  ist: 

n  =  2m^m2m^  (die  Ordnung  der  Regelfläche), 


366    Kap.  XIII.   Flächen  höherer  als  der  4.  0.    Regelflächen. 
Gif  =  \m^m^m^{m^  +  ^^g  +  W3  —  3)  + 

—  2(mi  +^13  +  ^3)  +  5], 
2Tif=  2mim2m^(2m^m2niQ  —  2)  — 

—  3(%W2j33  +  m^m^ß^  +  ^9»^ißi\ 
Gs  =  /^imaWg  +  ß^'n^s'^i  +  ßs^i^^^ 

a  =  2miW2M3  4"  w^i^w^rg  +  m^m^r^  +  ^a^^s? 
T  =  2{mim^rQ  +  WgWgri  +  WgWirg). 

^ter  jiTfl^^.     jE;^e  doppelte  Leitcurve  cp  imd  eine  einfache  if;; 
n  =  m^[hi  +-i-%(wi  —  1)}, 
J)^  =  1^2  {Äi^  —  Äi  +  »Wim2(wi  —  1)2  —  mi(m^  —  l) } » 
Gn=W  +  \m^m^{m^  —  l)(m2  —  1)  + 

+  3iW2(%  —  2)  {K—^'^i{^i  —  ^)], 
BNr=  ^2  {^^^(wi  —  2)(mi  —  3)  + 

+  i^iK  —  i)K  —  2)K  —  3)}  + 

+  w^^K  —  l){i^i^  +  i^iK*  —  wi  —  1)  4- 
+  i^WiK  —  1)K^—  5^1  +  2)}, 
2T^=  W2M^i  +  -i-»Wi(mi  — 1)}2  — m2Äi— •§-»WiW2(mi  — 1)  — 
— rj  ^2  (mi— 3)— Äi  r2  —  3 /?2  i^i— 3j5i  w*2  (wi  —  3), 

(^s  =  ß^h^-ß^m^{m^-2), 

a  =  rim2(mi  —  3)  +  »w^WjC*^!  —  l)  +  ^i**2  —  3/^1%» 
T==  riW2(2mi  —  ö)  +  2^1  r2  —  3jSiW2. 

5*«'  J'aZl.  Die  Ot*rt?e  9  ist  eine  dreifache  Leitlinie;  die 
Eegelfläche  besteht  in  diesem  Fäll  aus  den  die  Curve  dreimal 
scJmeidenden  Geraden;  vergl.  auch  Kap.  9,  §  4,  S.  230. 

n  =  (m  —  2){h  —  ^m(m  —  1) } , 

BN=^m(h  —  m  +  2)(h  —  m  +  l), 

6;t^=|-{_w*+  18w»— 71^2+  78m  — 

—  48mÄ  +  132Ä  +  12Ä«}, 

Bn  =  ^h^m{m—l)  —  \h  (m^  —  5m*+  6m^—  49w  +  120)-f- 

+4(m«—  6m^  +  31m^  —  270m3  +  868^2  —  840i»), 
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—  !(»»**  —  öm^  +  llm^  +  14m  —  7S)h  + 

+  ^(m6—  6m^4-  13m^+  90m»— 518^2^  636m), 
as  =  ßQi  —  2m  +  6), 

a  =  —2h^-\-  h(m^  +  5m  —  24)  — 

—  i(l6m»  —  84m2  +  104m)  —  SßQi  —  2m  +  6), 

T  =  —  4ä2  +  2Ä(m^  +  4m  —  22)  —  öm»  +  27m2  — 

■—  34m  —  QßQi  —  2m  +  6). 


Man  erhält  eine  Regelfläche  auch,  wenn  die  sich  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  Curven  (^Leitlinien)  verbunden  werden, 
die  in  der  Correspondenz  (a^,  a^)  stehen;  sind  m^,  m^  die  Ord- 
nungen der  beiden  Curven,   so  ist  die  Ordmmg  der  Eegelfläche 

«2  +  »»2«1- 


Von  dem  Standpunkt  der  Liniengeometrie  aus  (vergl.  Kap.  14) 
werden  die  Regelflächen  als  Schnitte  dreier  Liniencomplexe 
definirt;  sie  können  entweder  der  vollständige  Schnitt  oder  ein 
Theil  des  Schnitts  sein. 

In  den  folgenden  Formeln  nehmen  wir  den  ersten  Fall  an. 

Wenn  die  drei  Complexe  von  den  Ordmmgen  m^,  m^,  m^ 
smd,  so  ist  die  Ordnu/ng  der  Eegelfläche  n  =  ^m^m^m^  u/nd 
ihr  Bcmg 

a  =  2m^m2m3(m^  ~h  ^^2  -|-  mg  —  2)  —  2G^, 

worvrt  Gjf,  wie  oben,  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  der 
Fläche  cmgiht  (u/nd  a/ngenommen  wird,  dass  die  Fläche  keine 
stationäre  Erzeugende  habe). 

Die  Ordnu/ng  der  Doppekurve  ist 

D  =  m^m^m^  { 2mjm2m3  —  (m^  +  ^2  "I"  ^3)  "i"  ^ ) 

wnd  das  Geschlecht  der  Fläche 

p  =  m^m^m^{m^  +  Wg  +  mg  —  4)  —  1  —  Gn* 

Diese  Formeln  können  jedoch  Modificationen  unterliegen, 
je  nach  den  verschiedenen  Eigenthümlichkeiten  der  Complexe. 


Wemi  einer  der  gegebenen  Complexe  Unear  ist  (mg  =  1), 
so  sind  die  cAgebraischen  Äsymptotencurven  (die  Hauptta/ngenten- 
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curven)  der  Fläche,  d.  h.  diejenigen,  deren  Tcmgenten  die  Fläche 
osculiren  (eine  dreipmiktige  Berührung  mit  der  Fläche  haben; 
vergL  S.  204),  von  der  Classe  (dem  Rang) 

12m^m^(mi  -f-  m^  —  2) 

tmd  der  Ordntmg 

2m^m^(mi  +  w^  —  l) . 

Diese  Zahlen  ändern  sich  jedoch,  Wenn  die  gegebenen 
Complexe  specielle  Beziehungen  zu  einander  haben;  wenn  z.  B. 
auch  Wj  =  1  ist,  so  gelten  diese  Zahlen  nicht  mehr,  falls  die 
beiden  linearen  Complexe  eine  specielle  Congruenz  gemeinschaft- 
lich haben.     Siehe  Voss,  Math,  Ann.,  8,  p.  82,  83. 

Es  gibt  auf  der  Fläche  eine  einfache  Unendlichkeit  von 
Punkten,  in  denen  eine  Tangente  die  Fläche  vierpunMig  berührt. 

Die  Curve  dieser  Punkte  merpunktiger  Berührung  ist  von 
der  Ordnung 

2m^m^m^  { 6(Wi  -f  Wj  +  mj)  —  19  } 
«WC?  enthält 

Sm^m^m^  [  3(»ii  +  «»2  +  »«s)  —  10 } 

Punkte,  in  tvelchen  sie  Erzeugende  der  gegebenen  Regel  fläche 
berührt;  diese  Erzeugenden  sind  stationäre  Tangenten  an  eine  alge- 
braische Haupttangentencurve. 

üeber  die  Tangenten,  die  mit  der  Begelfläche  eine  Berüh- 
rung 4***'  Ordnimg  haben,  siehe  Voss,  1.  c,  p.  9P. 


Die  Regel flädie  w*®"^  Ordnung  ohne  vielfacJte  Erzeugende  und 
ufid  vom  Geschlecht  XuU  hat  den  Rang   2(fi  —  l)    und   enthäli 

eine  Doppelcurie  ton  der  Ordnung   (^*~^)^^~-). 

Es  gibt  2(«  —  2^»  —  3)  Erzeugende,  welche  die  Doppel- 
cune  berühren,  ^^«_2)(w  —  3)  («  —  4)  dreifache  Punkte  und 
ehefisoviele  dreifac^t  berührende  Ebenen. 

Es  existiren  2(w  —  2^  singtiläre  Erzeugende  (KatOm,  Torsd- 
l^uen)  in  dem  oben  definirten  Sinn. 

Die  durch  die  Tangenten  vierpunk^er  Berührung  erzeugte 
Regel  fläche  ist  von  der  Ordnung  S{^n  —  3)  und  ebensogross  ist  die 
Anzahl  der  Punkte,  in  freichen  die  Curve  dieser  Berähru/ngs- 
punlte  eine  Erxeuifende  berührt.  Das  Geschledii  dieser  Regel- 
flache  ist  4«  —  13. 
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JSs  gibt  auf  emer  solchen  Begelfläcfie  n^^  Ordnu/ng  10  (n  —  4) 
IhmTcte,  in  welchen  eine  Tangente  eme  Berührwng  4*®'  Ordnung 
mit  der  Fläche  hat 

Die  Asymptotenlinien  emer  Begelfläche  von  der  (n^  -f"  ^2)**"^ 
Ordnung  und  vom  Geschlecht  Null,  die  zu  Leitlinien  eine  n^ 
vmd  eine  n^- fache  Gerade  hat,  sind  algebraische  Curven  wnd 
von  der  Ordnung  2  (w^  -|-  Wg  —  1).  C  r  e  m  o  n  a ,  Ann.  di  mat., 
(2),   1. 

Wenn  die  beiden  Leitgeraden  sich  unbegrenzt  bis  zum  Zu- 
sammenfallen einander  nähern,  so  werden  die  Asjrmptotenlinien 
vom  Geschlecht  Null  und  der  Ordnung  2n^-\'  n^  —  2 ,  falls 
^j^  ^  ^2  ist.     Cremona,  1.  c. 


Die  hauptsächlichsten  imd  grundlegenden  metrischen  Eigen- 
schaften der  Regelflächen  fanden  und  studirten  besonders  Monge, 
Add.  ä  la geom.  descript;  Hachette,  Grelle,  8;  Chasles,  Journ. 
de  lAouvüle,  2;  etc.;  siehe  auch  die  darstellende  Geometrie  von 
De  La  Gournerie. 

Cayley,  Salmon,  Rupp  beschäftigten  sich  in  ihren  oben 
citirten  Arbeiten  mit  den  Problemen  in  Bezug  auf  die  charak- 
teristischen Zahlen  der  Regelflächen  mit  bestimmten  Leitlinien. 

Die  Asymptotenlinien  der  Regelflächen  studirten  C  leb  seh, 
Crelle,  68;  Cremona,  1.  c;  Voss  1.  c;  Pittarelli,  Eend. 
Lincei,  1891 — 1894  imd  Andere. 

Speciellen  Regelflächen  ist  das  Buch  De  La  Gournerie's, 
JRech.  sur  les  swrf.  reglees  tetraedrales  symetriques,  Paris  1867 
gewidmet. 

Lüroth,  Grelle,  67  und  Voss,  Math.  Ann,,  8  untersuchten 
die  Regelflächen ,  die  man  als  vollständige  Schnitte  dreier 
Liniencomplexe  betrachten  kann. 

Die  rationalen  Regelflächen  (vom  Geschlecht  Null)  machten 
Cremona,  1.  c;  Armenante,  Ann.  di  w^t,  (2),  4;  Clebsch, 
Math.  Arm.,  5;  Noether,  Math.  Ann.,  3,  p.  194  zum  Gegen- 
stand ihrer  Forschungen;  der  letztere  studirte  die  rationale  Regel- 
fläche w*®'  Ordnung  mit  einer  (n  —  l)- fachen  Geraden. 

Neuere  Untersuchungen  über  die  Regelflächen  vom  Stand- 
punkt der  Geometrie  auf  den  Flächen  und  unter  Rücksicht- 
nahme auf  die  mehrdimensionalen  Räume  sind  von  Segre,  Aüi 
Acc.  Torvno,  t.  19,  21,  22,  1883—1887;  Bend.  Lincei,  1887; 
Math.  Ann.,  34. 

Pascal,  Kepertorium.  EE.  24 
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§  7.   Baüonale  Flächen.     Fläohen  mit  rationalen  oder 
elliptisohen  oder  hyperelliptisohen  Schnitten. 

Man  nennt  rational  (oder  u/nicursal,  homaloiä)  Flächen,  die 
man  in  ein -eindeutige  Correspondenz  mit  einer  Ebene  bringen 
kann.  Den  Betrachtungen  in  Kap.  9,  §  7  über  die  ebene  Ab- 
bildung dieser  Flächen  fügen  wir  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
hinzu: 

Die  Bedmgwngm,  damit  eme  Fläche  «*®'  Ordmmg  mit  einer 
Dqppdcurve  von  der  Ordmmg  d  imd  dem  Geschlecht  n,  welche 
t  dreifache,  auch  für  die  Fläche  dreifache  Pimkte  hesüzt,  roMonoL 
sei,  sind  die  folgenden: 

1.  Das  numerische  Geschlecht  (vergl.  Kap.  9,  §  4,  S.  223) 
muss  Null  sein: 

(»— l)(w  — 2)(«  — 3)         ,  ^\-,    t    c^^    i 

Pn=- Q —  (W—  4)d+  2*  +  TT  —   1  =  0. 

2.  Es  dürfen  keine  Flächen  von  der  Ordnung  2{n  —  4) 
existiren,  welche  doppelt  durch  die  Doppelcurve  gehen  (mit  Aus- 
nahme der  Flächen,  welche  die  gegebene  Fläche  enthalten). 

Jede  Fläche,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  CoordincUen 
eines  beliebigen  ihrer  Funkte  sich  als  raMonale  Functionen  zweier 
Parameter  amdrücJcen  lassen,  ist  rational.  Dieses  Theorem, 
welches  einem  Satz  von  Lüroth  (Math.  Ann.  9)  über  die  Curven 
entspricht  (siehe  Kap.  5,  §  1,  p.  131),  wurde  von  Castelnuovo, 
Math.  Ann.,  44,  48,  p.  313  bewiesen. 

Jede  Fläche  5*®'  Ordnung  ist  rational  mit  Ausnahme  des 
allgemeinen  Kegels  5*®'  Ordnung. 

Alle  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  vielfache  Linien  haben,  sind 
rational,  wenn  man  die  Begelflächen  ausmmmt,  die  von  höherem 
Geschlecht  als  dem  nullten  sind.  Unter  den  Flächen  4*"  Ord- 
nu/ng  ohne  vielfache  Linien  gibt  es  nur  4  rationale  Arten;  eine 
von  ihnen  studirte  Cremona,  Collect,  malh.  in  mem.  D.  CheUni, 
Mediolani  1881  imd  die  übrigen  mit  Einschluss  dieser  letzteren 
Noether,  Malh.  Ann.,  33. 

Jede  Fläche,  welche  ein  einfach  unendUches  System  ratio- 
naler Curven  derart  enthält,  dass  durch  jeden  Funkt  der  Flädie 
eine  einzige  Curve  des  Systems  geht,  lässt  sich  in  eine  Begei- 
fläche  birational  tromsformiren  (abbilden);  wenn  dieses  System 
rational  ist,  so  ist  es  auch  die  Fläche.  Das  Problem  wurde  von 
Noether,   Math.  Ann.,  3   behandelt,   der    es    in   dem   letzteren 
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Fall    vollständig    auflöste;    über    den    allgemeinen    Fall    siehe 
Enriques,  Rend,  Lmcei,  1898  und  Math.  Awn.,  ö2. 

AUe  Flächen,  die  em  doppelt  tmendUches  System  elliptischer 
Curven  enfhcUten,  sind  rational  oder  können  in  eine  Regelfläche 
vom  Geschlecht  1  Mrationäl  iransformirt  (abgebildet)  werden, 
Castelnuovo,  Rend.  Lincei,  1894. 

Ueber  den  Fall,  in  dem  die  Curven  des  linearen  Systems 
hyperelliptisch  sind,  siehe  Castelnuovo,  ib. 

Eine  Fläche,  deren  sänimtliche  ebene  Schnitte  rationale  Curven 
sind,  ist  rational  wnd  insbesondere  entweder  eine  Regelfläche  oder 
die  Steiner'sche  Fläche  4*®'  Ordnu/ng.  Theorem  von  Picard, 
CreUe,  100;  vergl.  Kap.  12,  §  9. 

Jede  Fläche,  deren  sämmäiche  ebene  Schnitte  elliptische 
Curven  sind,  ist  entweder  rational  oder  eine  Regel  fläche;  in  dem 
ersten  Fall  kann  ihre  Ordnu/ng  nicht  höher  als  die  neunte  sein. 
Castelnuovo,  Rend.  Lincei,  1894. 

Eine  Fläche,  deren  sämmüiche  ebene  Schnitte  hyperellip- 
tische Curven  sind,  ist  entweder  rational  (und  enthält  ein  Büschel 
von  Kegelschnitten)  oder  eine  Regelfläche.  Enriques,  Rend. 
Lincei,   1893. 

Eine  Zusammenstellung  dieser  und  anderer  Eesultate  findet 
man  bei  Castelnuovo -Enriques,  Math.  Ann.,  48, 
p.  307  u.  ff. 

Verwandt  mit  diesen  Untersuchungen  sind  die  Studien 
über  die  Flächen,  welche  sich  birational  in  sich  selbst  trans- 
formiren  lassen.  Castelnuovo  und  Enriques  dehnten  einen 
Satz  von  Schwarz  über  Curven  auf  die  Flächen  aus  und  bewiesen 
ihn  {Compt.  Rend.,  1895;  siehe  auch  Painleve,  ib.): 

Jede  Fläche,  welche  eine  continuirlicfie  transitive  Gruppe 
birationaler  Transformationen  (d.  h.,  eine  solche,  bei  welcher  jeder 
Punkt  der  Fläche  in  jeden  beliebigen  anderen  übergehen  kann) 
in  sich  selbst  zulässt,  ist  eme  rationale  Fläche,  wenn  die  Gruppe 
von  zwei  Parametern  abhängt  tmd  die  Transformationen  unter 
sich  nicht  vertauschbar  sind;  hängt  aber  die  Gruppe  von  mehr 
als  2  Parametern  ab,  so  ist  die  Fläche  entweder  rational  -oder 
in  eine  elliptische  Regelfläche  (vom  Geschlecht  1)  transformirbar. 

Dieses  Problem  behandelte  zuerst  Picard,  Journ.  de  maih., 
(4),  5,  der  den  Fall  der  vertauschbaren  Gruppe  oo^  eingehend 
besprach;  diese  Gruppe  führte  dann  zu  der  Classe  der  hyper- 
elliptischen Flächen,  die  Humbert,  Journ.  de  mMh.,  (4),  9 
gründlich  studirte.     Siehe   auch  die   citirte  Arbeit  von  Castel- 

24* 
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nuovo-Enriques,  Math.  Ann,,  48  und  Painleve,  Legans  sur 
la  theor.  cmdl.  des  equat.  diff,  professees  ä  Stockhol/m,  Hermann, 
Paris  1897,  in  welcher  der  Verfasser  die  Theorie  der  Flächen 
mit  Transformationen  in  sich  selbst  erschöpfend  behandelt. 

Es  gibt  auch  algebraische  Oberflächen,  welche  unendlich 
viele  discontinuirliche,  aber  keine  continuirlichen  Transforma- 
tionen in  sich  zulassen.  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Humbert 
bei  gewissen  mit  der  Kummer'schen  Fläche  verwandten  Flächen 
entdeckt.     Vergl.  Painleve,  Compt  Bend.,  126,  1898. 


i 


Kapitel  XIV. 

Die  Liniengeometrie  und  die  Kugelgeometrie 

im  Raum. 

§  1.   Allgemeines.     Liniencoordinaten  im  Raum. 

Eine  Gerade  im  Baum  wird  durch  vier  elementare  Bedin- 
gungen bestimmt,  so  dass  also  der  Strahlenraum  (in  welchem  die 
Gerade  das  Element  ist)  als  ein  (nicht  linearer,  sondern  quadra- 
üscher)  Baum   von  vier  Dimensionen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  x^^  aig,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Punkts  des  Baums  und  y^,  yg,  y^,  y^  die  eines  anderen  Punkts 
sind,  so  bilden  wir  die  Determinanten  2*®'  Ordnung  der  Matrix 

ajj,  x^^  ajj,  x^ 

Vu  Pii  y%^  y4. 

und  setzen 

Pii  =  ^iyi  —  ^iyi' 

Die  Verhältnisse  zweier  beliebiger  der  6  Grössen  p^j  ändern 
sich  nicht,  wenn  man  anstatt  eines  der  Punkte  (x),  (y)  oder 
heider  einen  beliebigen  anderen  Punkt  der  Geraden  substituirt^ 
wdche  sie  verbindet;  die  Grössen  p^j  ka/mi  man  daher  zu  homo- 
genen Coordinaten  einer  Geraden  des  Raums  wählen. 

Zwischen  ihnen  besteht  die  einzige  identisctie  Relation: 

PiiPu  +  PisP42  +  PuPii  =  ö. 

Nach  der  Definition  dieser  Coordinaten  wird  die  Gerade 
als  Ort  von  Pimkten  betrachtet;  man  pflegt  sie  Strahlencoordi- 
naten  zu  nennen.     PI  tick  er. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Gerade  als  Enveloppe  von 
Ebenen,  so  erhält  man  analoge  Coordinaten,  die  Äocencoordinaten 
genannt  werden: 

Wenn    (u) ,  (v)   die    homogenen   Coordinaten   zweier   durch 


374     Kap.  XI7.   Die  Linien-  und  Kugelgeometrie  im  Raum. 


die  Gerade  gehender  Ebenen  sind,  so  ergeben  sich  die  Binome: 


lt. 


tj 


U^Vj 


UjV, . 


Die  Verhältnisse  zweier  der  sechs  7t- j  sind  unabhängig  von 
der  Wahl  der  spedellen  durch  die  Gerade  gdienden  Ebenen  (u),  (v); 
diese  tt^j  Mnnen  daher  zu  homogenen  Axencoordinaten  einer 
Geraden  im  Baum  gewählt  werden;  zmschen  ihnen  besteht  die 
identische  Beziehung 

^  ^12^34  4"  ^8^42  +  ^U^S  =  ^• 

Die  Bedingu/ng ,  damit  zwei  Gerade  mit  den  Coordmaten 
(p)  wnd  (jt)')  sich  schneiden  (in  derselben  Ebene  liegen),  ist  durch 

i>12JP84  +  i>13P42  +  i?14i?28  +  p'nPu  +  i?13i>42  +  i>i4i>28  =  0 

gegeben. 

Die  6  Geraden  des  Bau/ms,  für  welche  je  5  der  6  Coordvnaten 
verschwinden,  sind  die  Ka/nten  des.  Fundamentaltetraeders. 

Sind  X,  y,  z  die  orthogonalen  Cartesischen  Coordinaten 
eines  Punkts  des  Baums  und  x\  y'-z  die  Coordinaten  eines 
zweiten  Punkts,  so  werden  die  Coordinaten  p 


1^28  =  y^' — ^y\  Psi  =  ^^' — ^^'7  Pu  =  ^y  —  y^'j 

die  wir  bez.  mit 

l  ,  m,  n, 

bezeichnen  wollen. 

Wir  geben  jetzt  einige  Ftmdamentalformeln  a/n,  die  sich  auf 
metrische  Eigenschaften  beziehen: 

Der  Winkel,  den  zwei  Gerade  (l,  m,  n,  L^  M,  JV), 
(Z',  m' ,  n' ,  L',  M\  N')  mitemander  bilden,  ist  durch  die  Formeln 

/    ,v  IV  +  mm'  +  nn 

cos  irr  )  =■«    ','■:•     ■■.■:■•.,'.    ■■•■  ■ u.  ■■..■■  ■  rr^  > 

^      ^        y  (/*  +  w«  +  n»)  (Z '«  +  m'*  +  n^ 

Z ,  m  ,  n 


sm  {rr)  —  ^^,  ^  ^^^  ^  ^^  ^^,3  ^  ^,,  ^  ^,^ 
gegeben;  dabei  steht 


V, 
l, 

m',  n' 

m ,  n 

2 
fü/r 

V,  m' 

l ,  m 

2 

+ 

m\  n 
m ,  n 

2  . 

+ 
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)r  Doppelkegel- 
prt  nennen,  in 
rre  C  berühren, 
ipable   in    zwei 

der  Raumcurve 

unkt;  dieser  ist 
der  Developpa- 

^dnung  in  dem 
Geraden  lüden 

<de  enthält,  be- 
hnitäinie  zweier 
elsdmitt  K  vnd 

vren  conjugirter 
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'e  4*"  Ordnung 
I   der  BwW  C 

velche  die  Curve 

Ordnung  sind 
des  Segels  3^ 
ene  des  Doppd- 

it  für  die  con- 

kten  der  Maum- 

che  Verhältniss 
Gerade  gehen, 
'  Ordnung  mit 
n  Schnittpunkt 
tloppablen  mit 
ISngs    der    In- 
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Eine  elegante  geometrische  Interpretation  dieser  Transfor- 
mation ist  die  folgende:  Die  sechs  p^j  werden  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punkts  im  Eaum  von  5  Dimensionen  auf- 
gefasst;  alsdann  stellt  die  Eelation  2**^  Grads,  welcher  die  i> 
genügen,  in  diesem  Eaiim  eine  nicht  degenerirte  Fläche  2^^  Ord- 
nung dar  (weil  ihre  Discriminante  von  Null  verschieden  ist); 
jeder  Punkt  dieser  Fläche  entspricht  so  einer  Geraden  des 
Baimis  und  umgekehrt  und  die  Geometrie  auf  dieser  Fläche  2*®'  Ord- 
nung   entspricht   der  Liniengeometrie  des   gewöhnlichen    Eaums. 

Wir  wollen  eine  lineare  Transformation  der  Coordinaten  in 
dem  Eaum  von  5  Dimensionen  derart  vornehmen,  dass  die 
Gleichung  dieser  Fläche  2*®'  Ordnung  die  Form 

:^x^  =  0 

annimmt,  d.  h.  die  Form,  welche  nur  die  Terme  mit  den  Quadraten 
der  Coordinaten  enthält  (es  lässt  sich  dieses  auf  unendlich  viele 
Arten  ausführen,  vergl.  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15);  die  neuen  Coordinaten 
sind  dann  die  oben  erwähnten  Kl  ein 'sehen.  Wie  man  nun  weiss, 
sind  die  linearen  Eäume  ic^  =  0,  wenn  der  Gleichung  der  Fläche 
2**^^  Ordnimg  die  obige  Form  gegeben  wird,  zu  je  zweien  in  Be- 
zug auf  die  Fläche  2*®'  Ordnung  conjugirt,  d.  h.  der  Pol  eines 
der  Eäume  in  Bezug  auf  die  Fläche  2*®'  Ordnung  liegt  in  dem 
anderen  Eaum  (diese  Eigenschaft  ist  nur  die  Erweiterung  des 
für  die  Kegelschnitte  auf  S.  79  und  für  die  Flächen  2*«'  Ord- 
nung auf  S.  106  angegebenen  Satzes).  Wir  kommen  mithin  zu 
dem  Eesultat:  Die  Fundamentälrämne  in  dem  neuen  Coordi- 
natensystem  sind  zu  je  zweien  in  Bezug  auf  die  Ftmdamental- 
fläche  2^^  Ordnung  c<mjugirt. 


Eine  Eelation  zwischen  den  Liniencoordinaten  stellt  eine 
dreifache  Unendlichkeit  von  Geraden  im  Eaum  dar,  d.  h.  das, 
was  man  einen  Liniencomplex  zu  nennen  pflegt;  zwei  Eelationen 
zwischen  den  Liniencoordinaten  stellen  eine  doppelte  Unendlich- 
keit von  Geraden  dar,  d.  h.  eine  Liniencongruenz  und  schliess- 
lich drei  Eelationen  zwischen  den  Liniencoordinaten  eine  Hegel- 
flache. 

Vier  Beziehungen  der  genannten  Art  stellen  dann  im  All- 
gemeinen eine  endliche  Anzahl  von  Geraden  des  Baums  dajr. 

Definirt  man  einen  Complex  als  eine  Mannigfaltigkeit  oo* 
von  Geraden  und  einen  algebraischen  Complex  als  eine  Mannig- 
faltigkeit   oc^    von    Geraden,    deren    Coordinaten    algebraische 
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Fimctionen  dreier  unabhängiger  Parameter   sind,  so  ergibt  sich 
das  Theorem: 

Jeder  älgehraische  Complex  Iccmn  immer  vollständig  durch 
eine  einzige  älgehraische  Relation  zwischen  den  sechs  Liniencoor- 
dinaten  dargestellt  werden;  legt  man  dagegen  die  Punkte  einer 
Fläche  2**'  Ordnung  des  Baums  von  5  Dimensionen  zu  Grund, 
so  erhält  der  Satz  die  andere  Passung: 

Jeder  algebraische  in  der  Fundamental  fläche  2^^  Ordnung 
enthcUtene  Baum  von  3  Dimensionen  ist  immer  der  vollständige 
Schnitt  dieser  Fläche  mit  einem  anderen  algebraischen  Baum  von 
4  Dimensionen^ 

Wenn  die  algebraische  Beziehung,  die  einen  algebraischen 
Complex  darstellt,  den  Grad  n  hat,  so  sagt  man,  der  Complex 
sei  rf^  Grads. 

Der  Grad  des  Complexes  ist  der  Ordnung  des  Kegels  gleich, 
der  von  aXlen  zum  Complex  gehörenden  Geroden  gebildet  wird, 
die  durch  einen  beliebigen  Funkt  des  Baums  gehen  (des  Complex- 
kegeis). 

In  jeder  Ebene  gibt  es  oo^  Gerade  des  Complexes,  die  eine 
Curve  (die  Complexcurve)  umhüllen;  die  Classe  dieser  Curve  ist 
auch  der  Grad  des  Complexes. 

Bei  den  Complexen  fliessen  die  Begriffe  von  Ordnung  und 
Classe  zusammen,  man  hat  nur  die  eine  charakteristische  Zahl, 
den  Grad,  der  die  Anzahl  der  Geraden  des  Complexes  angibt, 
die  durch  einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Eine  Congruenz  heisst  algebraisch^  wenn  sie  der  theilweise 
oder   vollständige  Schnitt  zweier  algebraischer  Complexe  ist. 

Unter  Ordnung  einer  algebraischen  Congruenz  versteht  man 
die  Anzahl  ihrer  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  des  Kaums 
gehen  und  unter  Classe  einer  algebraischen  Congruenz  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen. 

Zwei    Complexe   von    den   Graden   n    und    n     haben   eine 
Congruenz   von   der   Ordnung    nn     und    auch    der    Classe   nn 
gemdnsdiaftlidi. 

Drei  Complexe  von  den  Graden  n,  n',  n'  haben  eine 
Begclfläche  von  der  Ordrmng  2nn'n'  gemeinschaftlich. 

Vier  Complexe  von  den  Graden  n,  n' ,  n'' ,  n"  haben  im 
Allgemeinen  ^nn  n^n"  Gerade  gemeinsam. 

Zwei  Congruenzen  von  den  Ordnungen  n,n  und  den  Classen 
m,  m'  haben  im  Allgemeinen  nn  ~\-  mm*  Gerade  gemeinsam. 
Iheorem  von  Halphen,  Compt.  Bend.,  1872. 
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Alle  Geraden,  die  eine  algebraische  Curve  «**'  Ordnung 
schneiden,  bilden  einen  (algebraischen)  Complex  n*®^  Grads. 

Alle  Geraden,  die  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  büden 
einen  linearen  sogenannten  speciellen  Complex,  der  die  gegebene 
Gerade  zu/r  Birectrix  hat 

Die  sämmtUchen  Geraden,  die  zwei  Curven  von  den  Ord- 
nungen n^,  «2  treffen  y  bilden  eine  Congruenz  von  der  Ordnung 
tmd  Classe  n^n^. 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  zwei  gegebene  Gerade  schnei- 
den ^  bilden  eine  Congruenz  von  der  Ordnung  und  Classe  1 
(eine  lineare  Congruenz). 

Alle  Geraden,  die  drei  algebraische  Curven  von  den  Ordnungeti 
n^,  w,,  Wj  schneiden,  büden  eine  Regelfläche  von  der  Ordnung 
2n^n2n^.     Cayley;  vergl.  auch  weiter  oben  Kap.  13,  §  6. 

Es  gibt  zwei  Gerade,  die  gleichzeitig  vier  gegebene  Gerade 
schneiden.  Theorem  von  Steiner,  System.  Entwickel.  etc.,  Werke, 
1,  p.  284. 

Es  existiren  ^n^n^n^nj^  Gerade,  die  vier  algebraische  Curven 
'  von  den  Ordnu/ngen  n^,  n^,  n^,  n^  treffen. 

Die  sämmtUchen  Geraden,  die  eine  algebraische  Fläcfie  w*®' 
Ordnwng  und  a*^  Hangs  berühren  (vergl.  Kap.  9 ,  §  1  und 
Kap.  13,  §  6),  büden  einen  Complex  o*®^  Grads  (einen  speciellen 
Complex). 

Wenn  von  wenigen  früheren  Untersuchungen,  unter  denen 
sich  auch  einige  von  Cayley  befinden,  abgesehen  wird,  darf 
man  wohl  sagen,  die  Liniengeometrie  als  Lehre  für  sich  sei 
mit  der  Neuen  Geometrie  des  Baumes,  Leipzig  1868,  1869  von 
Plticker  entstanden,  der  schon  1865  einige  Abhandlungen 
Über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  Broc.  London  maÜi. 
Soc,  1865;  Biü.  Trans.,  1865. 

In  den  Jahren  1866,  1868  veröffentlichte  Battaglini,  Rend. 
Acc.  Napöliy  1866;  Atti  Acc.  Napoli,  3,  1866;  4,  1868;  Giorn. 
di  BaM.,  6,  7,  10  seine  Untersuchungen  über  die  Oomplexe, 
setzte  viele  allgemeine  Eigenschaften  fest  und  stellte  die  Theorie 
eines  besonderen  quadratischen  Complexes,  der  seinen  Namen 
trägt,  auf.  Er  machte  den  Anfang  mit  einer  symbolischen  Be- 
zeichnung, die  von  C leb  seh  (siehe  weiter  unten  §  2)  vervoll- 
kommnet wurde  und  gab  vielfache  Anwendungen  der  Liniengeome- 
trie  auf  die  Mechanik;  Bend.  und  Atti  Acc.  Napoli,  1869,  1870. 

Von  anderen  Arbeiten  citiren  wir  als  die  hervorragend- 
sten:  Clebsch,  Math.  Ann.,  2,  5;   Klein,  ib.  2,  5,  7,  22,  etc.. 
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Dissert.,  1868,  wieder  abgedruckt  in  den  Mafft.  Arm.  T6\  Lie, 
ib.,  5;  Reye  (siehe  weiter  unten  §4);  Voss,  Math,  Ann.,  9; 
Segre,  AUi  Acc.  Torim,  t  19,  20,  1883—1885;  Mem.  Acc. 
Tonno,  (2),  t.  36  (1885),  37  (1886);  etc. 

Ein  systematisches  neues  Buch  über  die  in  Bede  stehende 
Theorie  ist  von  R.  Sturni,  Die  Gebilde  1^^  und  J^  Grads  der 
Liniengeometrie  in  synthetischer  Behandlung^  3  Thle.,  Leipzig, 
1892,  1893,  1897. 

Wir  werden  im  Folgenden  an  den  betreffenden  Stellen  noch 
weitere  £*iteraturangaben  machen;  ausführlichere  Nachweise  findet 
man  in  dem  wiederholt  citirten  Werk  von  Loria. 

R.  Sturm  hat  in  seinem  eben  angefahrten  Buch  andere  Be- 
nennimgen  für  die  Complexe  und  die  Congruenzen  gebraucht; 
so  nennt  er  den  linearen  Complex:  Strahlengewinde  oder  einfach 
G-ewi/nde;  den  speciellen  linearen  Complex:  Strahlengehüsch  oder 
kürzer  Gebüsch;  die  lineare  Congruenz:  Sirahlennetz. 

Diese  Benennungen  sind  dann  auch  von  anderen  deutschen 
Autoren  benutzt  worden. 

§  2.   Der  allgemeine  algebraische  Complex  n^"^  Grads. 
Die  sjrmbolisohe  Bezeichnung  von  Battaglini  und  Clebsch. 

Invariante  Formen  der  Complexe. 

Der  algebraische  Complex  n^^  Grads  ist  durch 


("to-("t')- 


Gerade  i/ndividualisirt\  daher  wird 

ein  linearer  Complex  durch  5  Gerade, 
ein  quadratiscfier  durch  19  Gerade 

gekennzeichnet. 

^  Die  sämmtlichen  Geraden  des  Complexes,  welche  eine 
bestimmte  Gerade  des  Raums  treffen,  bilden  eine  Congruenz, 
welche  natürlich  der  Schnitt  des  Complexes  mit  dem  speciellen 
linearm  Complex  ist,  der  aus  allen  die  gegebene  Gerade  treffen- 
den Geraden  besteht;  die  sämmtlichen  Geraden  dieser  Congruenz 
berühren  eine  und  dieselbe  Fläche,  die  Complexfläche  genannt 
wird;  Plücker. 

Je  nachdem  die  gegebene  Gerade  im  Endlichen  oder  Ud- 
endlichen  liegt,  heisst  die  Complexfläche  Meridian-  oder  Aequa- 
toricd fläche;  Plücker. 

Legt    man    durch    die    gegebene    Grade    eine    Ebene,    so 
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umhüllen  alle  in  ihr  gelegenen  Geraden  des  Complexes  eine 
Curve;  die  Complexfläche  ist  der  Ort  dieser    UmhüUimgscurven, 

Jeder  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Punkt  der.  Geraden 
liegt  und  welcher  Gerade  des  Complexes  zu  Erzeugenden  hat, 
ist  der  Complexfläche  lunschrieben;  diese  kcmn  daher  als  die 
Enveloppe  derjenigen  Kegel  des  Complexes  angesehen  werden, 
deren  Spitzen  in  den  Funkten  der  Geraden  liegen. 

Die  Complexflächen  eines  Complexes  w*®^  Grads  sind  von  der 
Ordntmg  und  Clause  2n(n — l)  imd  haben  die  Gerade,  die  von 
ihren  zum  Complex  gehörigen  Tangenten  getroffen  wird^  zur 
n(n — i)- fachen  Geraden;  diese  Gerade  ist  für  die  Fläche 
n(n  —  l)'fach,  mag  die  letztere  als  Ort  oder  als  Enveloppe 
hetrachtet  werden. 

Für  einen  Complex  2*®*^  Grads  sind  daher  die  Complex- 
flächen 4*®'  Ordnung  und  4*®'  Classe  und  haben  eine  Doppel- 
gerade. 

Die  Geraden  des  Raums,  zu  welchen  Complexflächen  gehören, 
die  durch  denselben  Funkt  gehen  oder  dieselbe  Ebene  berühren, 
bilden  einen  Complex  n(n — l)^^  Grads. 


Es  gibt  gewisse  Punkte  des  Raums  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  durch  sie  gehenden  Geraden  des  Complexes  einen  Kegel 
mit  einer  Doppelerzeugenden  bilden;  und  es  gibt  gewisse  Ebenen 
des  Raums,  die  derart  sind,  dass  die  Enyeloppe  der  in  ihnen 
gelegenen  Geraden  des  Complexes  eine  Doppeltangente  hat. 
Diese  Funkte  und  Ebenen  heissen  singulär  und  der  Ort  der 
ersteren  ist  eine  Fläche,  die  zugleich  die  Enveloppe  der  letzteren 
ist  und  die  Singularitätenfläche  des  Complexes  genannt  wird. 
Der  Satz  wurde  för  Complexe  2*®^  Grads  von  P lücker,  all- 
gemein von  Pasch  aufgestellt.  Pasch,  Zur  Theorie  der  Com- 
plexe und  Congruenzen  von  Geraden,  Giessener  Habilitationsschrift, 
1870;  lieber  die  Brennfläche  der  Strahlensysteme  wnd  die  Sin- 
gularitätenflächen der  Complexe,  Grelle,  76. 

Die  Bezeichnung  „Singularitätenfläche"  stammt  von  F.  Klein, 
GöU.  Nachr.,  1869,  p.  267. 

Wenn  eine  Gerade  für  den  von  einem  ihrer  Funkte  aus- 
gehenden Kegel  doppelt  ist,  so  muss  sie  auch  für  die  in  einer 
ihrer  Ebenen  liegende  Enveloppe  doppelt  sein.  Diese  Gerade 
heisst  singulare  Gerade  des  Complexes. 

Es  kann  vorkommen,  dass  alle  Punkte  einer  Geraden  sin- 
gulär  und    alle    durch    die    Gerade    gehenden    Ebenen    singulär 
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sind;  die  Gerade  ist  alsdann  eine  Doppelgerade  des  Complexes; 
dieser  Fäll  Tccmn  jedoch  hei  dem  allgemeinen  Complex  nicht 
eintreten. 

Die  Singularitätenfläche  eines  Complexes  n^^  Grads  ist  von 
der  Ordnung  und  Classe  2n(n — l)^;  Clebsch,  Math.  Ann.,  5. 

Die  svngulären  Geraden  eines  Complexes  sind  durch  d'en 
vollständigen  Schnitt  des  Complexes  mit  einem  anderen  2{n  —  l)^^ 
Grads  gegeben;  sie  bilden  mithin  eine  Congruen0  i?on  der  Ord- 
nimg  u/nd  der  Classe  2n(n — l). 


Wir  fahren  die  folgenden  Theoreme  von  Clebsch,  Math, 
Ann.,  5  an: 

Die  Spitzen  der  einem  Complex  n^^  Grads  angehörigen 
Kegel,  die  von  einer  festen  Geraden  in  n  Punkten  geschnitten 
werden,   für    welche    eine    (binäre)   Invariante    vom    k*^  Grad 

verschwindet,  bilden  eine  Fläche  von  der  Ordnung  kn^  die  diese 

Icn 
feste  Gerade  als  -^' fache  Gerade  enthält. 

Die  Geraden,  welche  einen  dem  Complex  w*®^  Grads  an- 
gehörigen Kegel  in  Punkten  schneiden,  die  eine  bestimmte  invariante 

Eigenschaft  haben  (für  welche  eine  binäre  Invariante  k^^  Grads 

kft 
verschwindet),    bilden  einen  Complex  vom  Grad  -^- 

Zu  diesen  beiden  Theoremen  lassen  .  sich  selbstverständlich 
auch  die  dulden  Sätze  aufstellen,  wenn  man  an  Stelle  der 
Spitzen  der  Kegel  die  Ebenen  der  Umhüllungscurven  des  Com- 
plexes, an  Stelle  einer  Punktreihe  ein  Ebenenbüschel  etc.  in  Be- 
tracht zieht. 

Für  n  ^  4:  erhält  man  die  Theoreme: 

Die  Spitzen  der  einem  Complex  4^^  Grads  angehörigen 
Kegel,  die  von  einer  festen  Geraden  in  4  äqmanharmowischen 
oder  harmomschen  Punkten  geschnitten  werden,  bilden  eine  Fläche 
8*®'  bez.  12^''  Ordnung^  welche  diese  Gerade  zur  4 -fachen  bez. 
6 -fachen  Geraden  hat 

Die  Geraden,  weiche  einen  bestimmten  Kegel  eines  Complexes 
^ten  Qf(j^s  yi^  4  äquianharmonischen  oder  harmonischen  Punkten 
schneiden,  bilden  einen  Complex  4^^  bez.  6^^  Grads. 


Wenn  ein  Complex  (7=0  vom  n^^  Grad  gegeben  ist,  so 
lassen  sich  die  Polarcomplexe  einer  Geraden  des  Eaums  genau 
auf  dieselbe  Art  definiren,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Polaritäts- 
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theorie;  sind  pi^  die  Coordinaten  der  gegebenen  Geraden,  so 
stellt  die  Gleichung 

einen  Complex  (n  —  1)**°*  Grads  dar,  welcher  der  erste  Polar- 
complex  des  gegebenen  heisst.  Ebenso  ergeben  sich  die  übrigen 
Polarcomplexe. 

Battaglini  (siehe  das  Oitat  am  Ende  des  vorigen  Para- 
graphen) führte  zuerst  und  dann  Clebsch  in  die  analytische 
Darstellung  der  Gompleze  eine  Symbolik  ein,  die  derjenigen 
analog  ist,  die  bei  der  Invariantentheorie  der  Curven  und 
Flächen  zur  Verwendung  konunt. 

Wir  geben  im  Folgenden  die  Symbolik  in  der  von 
Clebsch,  Math,  Ann.,  2  vervollkomnmeten  Gestalt  an. 

Bei  Benutzung  der  Coordinaten  p^j  ist  ein  algebraischer 
Complex  durch  die  Gleichung  gegeben: 

^«O-,  *Ä,  Jm  ...  PijPkhPlm  ...   =  0.  (1) 

Wir  setzen  nun  symbolisch    . 

^ij,  khi  Im  •••  =  ^ij  ^kh  ^Im  •  •  •  * 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (l)  lässt  sich  dann  als  die 
symbolische  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks,  d.  h.  durch 


[^«.vl'J" 


darstellen,  worin  die  Symbole  a^j  die  Eigenschaft  haben,  dass 
sie  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn  die  Indices  i  und  j  vertauscht 
werden. 

Nun  lässt  sich  beweisen,  dass  sich  immer  imd  auf  nur 
eine  Art  die  Unke  Seite  der  Gleichung  des  Camplexes  als  die  n*® 
symbolische  Potenz  der  linken  Seite  der  Gleichu/ng  eines  spe- 
ci eilen  linearen  (symbolischen)  Complexes  ausdrücken  lässt,  wobei 
tmter  specieU  verstanden  wird ,  dass  der  Oornplex  eine  feste 
Gerade  zur  Birectrix  habe. 

Wenn  wir  mit  P  =  0  die  quadratische  Gleichung  bezeich- 
nen, der  die  p^j  genügen,  so  lässt  sich  offenbar  der  Gleichung 
F  =  0  eines  jeden  Complexes  vom  Grad  w  >  1  immer  die 
Form  geben: 

F  +  MP=0, 
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worin  i^  =  0  die  gegebene  Gleichung  und  M  eine  Form  vom 
{n  —  2)****  Grad  mit  toülkiirlicken  Coefficienten  ist. 

Wenn  wir  nun  in  dem  obigen  symbolischen  Ausdruck 

a,j  =  a^hj  —  ajhi,     (i,  j=  1,  2,  3,  4) 

setzen,  so  wird  der  lineare  Complex 

der  Complex  der  Geraden,  welche  die  Verbindungsgerade  der 
beiden  Punkte  (a^,  a^,  a^,  a^),  (fei,  fej,  feg,  fej  treiffen;  diese  sym- 
bolische Substitution  kann  man  aber  unter  der  Bedingung 
machen,  dass  zwischen  den  wirklichen  Coef&cienten  des  gegebe- 
nen Complexes  F  alle  linearen  Beziehungen  bestehen  sollen, 
welche  identisch  werden,  wenn  diese  wirklichen  Coefficienten 
durch  Producte  von  Factoren  vom  Typus 

ausgedrückt  werden. 

Nun  ist  die  einzige  zwischen  diesen  Factoren  bestehende 
Beziehung 

(«1^2  —  «2M(«8^4  »4^3)  +  («1^8 «8^)(«4^2  «jfej  + 

+  (ßih  —  «4^)(V8  —  <*8^)  =  ö; 

mithin  sind  die  einzigen  Beziehungen  w*^  Grads  zwischen  Deter- 
minanten vom  Typus  (a^fe^  —  a^.fe,)  diejenigen,  die  man  durch 
Multiplication  der  vorstehenden  Relation  mit  einer  beliebigen 
monomen  Combination  (n  —  2)**^  Grads  derselben  Determi- 
nanten erhält;  füLhrt  man  diese  Multiplication  aus,  so  wird  jeder 
der  drei  Terme  der  vorstehenden  Relation  ein  ivirklicher  Coefficient 
des  Complexes;  es  muss  unter  diesen  daher  die  lineare  Beziehung 
bestehen: 

^12,  84,  im, .  .  .  "I"  Ö^1S,  42,  Im,...  +  «14,  23,  im, .  .  .   =0. 

Nun  existiren  im  Allgemeinen  zwischen  den  Coefficienten 
von  F  kerne  Relationen  dieser  Art;  man  ka/nn  aber  immer  und 
auf  eine  einzige  Art  M  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von 

F-f  JfP 

derartigen  Beziehungen  genügen.  Den  Beweis  dafür  hat  C  leb  seh, 
Math.  Ann.,  2  geliefert. 

Die  Form,  welche  auf  diese  Art  die  Gleichung  des  Com- 
plexes  annimmt,  heisst  die  Normalform  und  C  leb  seh  hat 
gezeigt,  dass  sie 
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P  P* 

1  (w  +  1)  ^  1 .2  (n+  l)w 


1.2-3(w+l)w(w— 1) 
lautet,  worin 

^i'is  ^i>84      ^i>i8  ^i>4*      ^JPi4  ^;>«8 

^2  jp  =  ^(z^l^),    ^3^  =  J  [J{JF) } , .  •  .  is^. 


Der  Strahlenraum  wird  durch  jede  projective  oder  du(üe 
Transformation  des  Punkt-  und  Ebenenraums  in  sich  selbst 
transformirt;  die  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  unter 
den  J9,.y,  durch  welche  der  Strahlenraum  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  ist  zugleich  die  Gruppe  der  sämmtlichen  linearen 
Transformationen,  für  welche  die  Relation 

unverändert  bleibt. 

Die  Coefficienten  eines  Complexes  mögen  aij^hk,...  und 
die  Coefficienten  des  durch  eine  dieser  linearen  Transformatio- 
nen transformirten  Complexes  aj-^, **,...  heissen;  die  letzteren 
lassen  sich  linear  durch  die  ersteren  ausdrücken.  Der  Begriff 
von  Invaria/nten  des  Complexes  ergibt  sich  unmittelbar:  man 
nennt  Invaria/nte  vom  Grad  k  (oder  Covariante)  des  Complexes 
eine  solche  rationale  ganze  homogene  Function  vom  Grad  k 
in  den  a  (oder  vom  Grad  k  in  den  a  und  einem  beliebigen 
anderen  Grad  in  den  j)),  die  bis  auf  einen  Factor  (Potenz  der 
Substitutionsdeterminante)  unverändert  bleibt,  wenn  an  die  Stelle 
der  a  die  a'  (oder  an  die  Stelle  der  a  die  a  und  der  p  die 
transformirten  Coordinaten  p')  gesetzt  werden. 


§  3.   Die  linearen  Complexe. 

Die  allgemeine  Gleichung  eines  linearen  Complexes  ist 

4 

^  a-  t). .  =  0. 
Genügen  die  Coefficienten  a  der  Relation 

A  ^1  «12^34  +  «13  0^42  +  «14^23  =  ^  •> 
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so  besteht  der  Complex  aus  allen  Geraden,  welche  eine  gegebene 
Gerade  treffen,  deren  Coordinaten  die  a^j  sind;  dieser  besondere 
Complex  heisst  der  specielle  lineare  Complex. 

.   Der  lineare  Complex  hat  eine  einzige  Invariante,  nämlich  Ä, 

Gegeben  sei  ein  Funkt  des  Baums;  die  durch  ihn  gehenden 
Geraden  des  linearen  Complexes  Uegen  in  einer  Ebene  imd  sind 
die  Gesammtheü  der  Geraden  dieser  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  gehen;  ist  umgekehrt  eine  Ebene  gegeben,  so  u/mhüllen  alle 
in  ihr  gelegenen  Geraden  des  Complexes  einen  Funkt 

Mittelst  des  Complexes  wird  mithin  eine  specielle  Baum- 
polarität festgesetzt  und  zwar  eine  der  sogenannten  Nullpola- 
ritäten oder  Nullsysteme.  Vgl.  Kap.  1,  §  4,  S.  44;  Kap.  10, 
§  2,  S.  251. 

Den  Punkt  imd  die  Ebene,  welche  in  dieser  Polarität  con- 
jugirt  3ind,  kann  man  auch  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex 
nennen. 

Zwei  Gerade  des  Kaums,  welche  sich  in  der  Nullpolarität 
entsprechen,  heissen  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex;  die 
Geraden  des  linearen  Complexes  sind  sich  selbst  conjugirt. 

Zwei  conjugirte  Gerade  können  sich  nicht  treffen,  wenn  sie 
nicht  zusammenfallen. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Gerade  trifft,  gehört 
zu  dem  Complex,  imd  imigekehrt,  jede  Gerade  des  Complexes, 
welche  eine  diesem  nicht  angehörige  Gerade  trifft,  schneidet  auch 
die  der  letzteren  conjugirte  Gerade. 

Diameter  oder  Durchmesser  des  Complexes  werden  die 
Geraden  genannt,  welche  den  unendlich  fernen  Geraden  des 
Eaiuus  conjugirt  sind,  imd  Diametralebenen  des  Complexes  die 
den  unendlich  fernen  Punkten  conjugirten  Ebenen. 

Die  Durchmesser  sind  sämmtlich  einander  imd  den  Dia- 
fneträlebenen  parallel. 

Die  unendlich  vielen  Geraden  des  Complexes,  icelche  in  einer 
Diameträlebene  liegen,  sind  sämmtlich  einander  parallel. 

Axe  des  Complexes  heisst  der  (einzige)  Durchmesser,  welcher 
senkrecht  auf  den  Ebenen  steht,  die  durch  die  unendlich  ferne 
dem  Durchmesser  conjugirte  Gerade  gehen. 

Für  jede  Gerade  des  Complexes  ist  das  Froduct  aus  ihrem 
geringsten  Abstand  von  der  Axe  mit  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des  Winkels  zwischen  der  Geraden  und  der  Axe  constant; 
dieses  constante  Froduct  heisst  der  Farameter  des  Complexes.^ 

Der  lineare  Complex  wird  durch  jede  schraubenförmige  Be- 
wegung um  die  eigene  Axe  in  sich  selbst  transformirt 

Pascal,  Eepertorium.   II.  25 
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Em  linearer  Complex  lässt  sich  auf  verschiedene  Art  erzeu- 
gen, nämlich: 

1)  durch  die  in  der  NuUpolarität  vereinigten  Geraden; 

2)  indem  man  aUe  Geraden  ismammenfasst,  welche  die  ver- 
schiedenen Paare  von  Erzeugenden  einer  Flache  ^*®'  Ordnung  treffen, 
die  in  einer  beliebigen,  zwischen  den  Erzeugenden  festgesteXUen 
Involution  conjugirt  sind.  Die  Chasles'sche  Erzeugungsweise, 
Journ.  de  lAotmUe^  (1),  4; 

3)  indem  man  alle  Geraden  zieht,  die  zwei  zueinander  pro- 
jective  Eber^enbüschel  in  Punktreihen  schneiden,  welche  in  Invo- 
lution liegen; 

4)  dt4rch  die  Geraden,  von  welchen  oms  zwei  prcjective 
FunktreUien,  deren  Träger  sich  nicht  schneiden,  in  einer  Invo- 
luMon  von  Ebenen  prcjicirt  werden; 

5)  indem  man  aUe  Geraden  zieht,  welche  die  Paare  sich 
erdsprechender  Strahlen  zweier  prqjectiver  Strahlenbüschd  treffen, 
die  zwar  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  ein  verschiedenes 
Centrum  besitzen,  jedoch  einen  Strahl  gemeinschafüich  haben,  der 
sich  selbst  entspricht  Die  Sylvester'sche  Erzeugungsweise,  Compt. 
Bend.,  52,  1861. 

lieber  die  Construction  eines  linearen  Complexes,  von 
welchem  5  Gerade  gegeben  sind,  siehe  B.  Sturm,  1.  c,  1, 
p.  107  u.  % 


§  4.   Büschel  nnd  Netze  linearer  Compleze. 

Wenn  die  Gleichungen  zweier  linearer  Complexe  vorliegen 
und  eine  lineare  Combination  ihrer  linken  Seiten  gebildet  und 
gleich  Null  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines 
Büschels  linearer  Complexe. 

Ein  Büschel  linearer  Complexe  enthält  im  Allgemeinen  zwei 
Complexe,  die  speciell  sind.     Siehe  §  3,  S.  38ö. 

Daraus  folgt: 

Der  Schnitt  der  beiden  linearen  Complexe  ist  im  Allgemeinen 
eine  Congruenz  J*®'  Ordnung  und  Classe  (eine  lineare  Congruenz; 
Basiscongruenz  des  Büschels),  welche  aus  allen  Geraden  besteht, 
die  zwei  gegebene  Gerade  treffen. 

Wenn  die  beiden  spedelXen  Complexe  des  Büschds  zusammen- 
f edlen,  so  ist  die  Schnittcongruenz  eine  speciell e  Congruenz^ 
welche  nur  eine  einzige  Directrix  hat. 

Sind  femer  alle  Complexe  des  Büschels  speciell e,  so  be- 
steht die  Schnittcongruenz  aus  den  Geraden^  welche  in  einer  Ebene 
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liegen  und  den  Geraden  des  Baums,  welche  durch  einen  Punkt 
dieser  Ebene  gehen. 

ike  Axen  aller  linearen  Complexe  eines  Büschels  lüden  eine 
Begelfläche  5*®'  Ordnung  mit  verschiedenen  Leitgeraden,  von  denen 
eine  im  Unendlichen  Uegt. 

Die  Gleichung  dieser  Begelfläche  lässt  sich  auf  die  Form 
reduciren: 

z{x^  +  y^)  —  cxy  =  0;     Plücker. 

Cayley  nannte  diese  Begelfläche  CyUndraid. 

Wenn  die  Gleichungen  dreier  linearer  Complexe 

(7=0,    0'=0,    (7"=0 
gegeben  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

ein  Netz  linearer  Complexe  dar. 

Der  Schnitt  der  drei  linearen  Complexe  ist  im  Allgemeinen 
eine  Begelfläche  2^^  Ordnung;  die  oo^  Leitgeraden  aller  in  dem 
Netz  enthaltenen  specieUen  linearen  Complexe  hUden  das  zweite 
System  von  Erzeugenden  dieser  Begelfläche  ^  Ordnung. 

Die  Axen  der  sämmüic^en  <x>^  Complexe  des  Netzes  bilden 
eine  Congruenz  2^^  Ordnung  u/nd  3^  Glosse,  die  oms  den  Loihen 
besteht,  welche  den  cx)^  Paaren  von  Erzeugenden  der  zugehörigen 
Begelfläche  Sf^  Ordmmg  gememsehafHAch  sind. 

Den  Anfang  mit  dem  Studium  des  linearen  Complexes  hat 
Giorgini,  Mem.  della  Societa  itaUana  delle  sdenze,  20,  1827; 
Möbius,  CreUCy  10  und  Chasles,  Corr.  maffi.y  6, 1830;  Joum. 
de  lAouviUe,  4,  1839  gemacht;  dann  folgten,  ausser  Plücker, 
Beye,  Crelle,  69,  86,  95,  etc.;  Pasch,  ib.,  76;  d'Ovidio,  AUi 
Acc.  Torino,  16, 1881;  Ann.  di  moit.,  7;  Aüi  Acc.  Lincei,  (2),  3; 
De  Paolis,  Mem.  Acc.  lAncei,  1885;  etc. 

Die  Bemerkung  ist  von  Interesse,  dass  die  Theorie  der 
reciproken  Piguren  in  der  graphischen  Statik  im  engsten  Zu- 
sammenhang mit  der  Theorie  der  linearen  Complexe  steht. 

Man  hat  auch  die  Systeme  der  projectiy  aufeinander  be- 
zogenen linearen  Complexe  und  die  geometrischen  Gebilde  stu- 
dirt,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt  werden,  die  den  sic& 
entsprechenden  Complexen  gemeinsam  sind.  YergL  darüber  Segre, 
Mem.  Acc.  Torino,  t.  36,  37,  1885/86;  Montesano,  Sui  com- 
plessi  di  rette  di  29  grado  generaU  da  due  fasci  proiettivi  di 
compkssi  Uneari  (separate  Schrift),  Napoli  1886  und  Bend.  Acc. 
NapoU,  1886. 

26* 
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jVIit  dem  Studium  des  Linienraums  und  speciell  der  linearen 
Complexe  unter  Zuhülfenahme  der  Geometrie  der  ebenen  Kegel- 
schnitte beschäftigten  sich  C  r  e  m  o  n  a ,  Cfiom,  di  BaM. ,  8 ; 
Aschieri,  Bend,  Ist  Lonib.,  1879;  Mem.  Ist  Lomb.,  1883; 
Segre,  ÄUi  Acc,  Torino,  t.  20,  1885. 

Die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf  den  Punktraum 
(die  ersten  Begriffe  sind  Klein  zu  verdanken ,  Klein  und 
Noether,.(rört.  Nachr.,  1869)  untersuchten  speciell  Caporali, 
Mem,  Acc.  lAncei,  1877/78;  Del  Pezzo,  Bend.  Palermo,  1. 

§  5.   Die  linearen  Involntionsoomplexe  !Elein*s. 

Zwei  lineare  Complexe 

die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Invariante 

«12^84  +.  «13^42  +  «14^23  +  «34^2  +  ^^42^3  +  ^izhi. 

verschwindet,  stehen  in  einer  Beziehung  zueinander,  welche  als 
Involution  bezeichnet  wird;  Klein,  Math.  Ann,,  2. 

Jeder  spedelle  lineare  Complex  liegt  zu  sich  selbst  in  In- 
vohUion. 

Es  sind  bis  zu  sechs  lineare  Complexe  möglich,  die  zu  je 
zweien  in  Involution  liegen.  Sie  werden  von  Klein  das  System 
der  sechs  Fundamentalcomplexe  genannt;  es  gibt  oo^^  sölöhe 
Systeme,  jedes  von  ihnen  besteht  aus  Complexen,  die  ^mmtlich 
nicht  speciell  sind. 

Die  Untersuchung  dieser  Systeme  steht  in  Zusammenhang  mit 
den  neuen  von  Klein  eingeftihrten  Liniencoordinaten.  Siehe  S.  375. 
Bezeichnet  man  mit  x^  =  0  die  Gleichungen  der  6  Fundamental' 
complexe,  so  icird  die  Gleichung  der  Fundamentalfläche  2^^  Ord- 
nung des  Baums  von  fünf  Dimensionen  (siehe  S.  376)  ^x^  =  0. 
Jeäei'   andere   lineare    Complex   ist   durch   ^a^x^  =  0   gegeben 

und  zwei  Complexe  ^0^x^  =  0,  Sb-  x^  =  0  sind  involuto- 
risch,  tvcnn 

^flj.  b^  =  0     ist 

Die  sechs  Fundamentalcomplexe  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  15 
linearen  Congruenzen  mit  verschiedenen  Directricen.  Siehe  §  11. 
Die  Directricen  einer  dieser  Congruenzen  gehören  den  4  anderen 
Fundamentalcomplexen  an  und  treffen  daher  die  12  Directricen 
der  6  durch  diese  4  Complexe  bestimmtest  Congruenzen. 

Geht  man   von   diesen   Begriffen   aus,    so   kommt    man   zu 
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bemerkenswerthen  Configurationen  und  insbesondere  zu  einer 
Configuration  von  16  Punkten  und  16  Ebenen,  die  mit  der- 
jenigen der  singulären  Punkte  und  Ebenen  der  Kummer^schen 
Fläche  identisch  ist.     Siehe  Kap.  12,  S.  303. 

Näheres  findet  man  bei  Klein,  1.  c;  Königs,  Geom. 
reglee  etc.;  Ann,  de  Toulouse,  7,  1893  und  in  dem  citirten 
Werk  von  E.  Sturm. 

üeber  die  Anwendung  auf  die  Kummer'sche  Fläche  siehe 
auch  die  schon  auf  S.  302  citirte  Arbeit  Reich ardt's,  Nova 
Ada  der  Leop.  Carol.  Äkad,,  50,  Halle  1887. 

§  6.    Complexe  2^^"^  Grads  im  Allgemeinen. 

Der  Complex  2^^  Grads  hängt  von  19  Constcmten  ab;  er 
ivird  datier  durch  19  seiner  Geraden  individuaUsirt 

Die  Complexfläche  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Gerade  r  ist 
von  der  4^^  Ordnung  u/nd  Classe;  die  Gerade  r  ist  Doppel- 
gerade für  sie^ 

Der  Ort  der  Spitzen  der  Complexkegel,  in  Bezug  auf  ivelcfie 
zwei  Punkte  reciprok  sind,  ist  eine  durch  diese  beiden  Punkte 
gehende  Fläche  2^^  Ordwvmg,     Battaglini. 

Auf  jeder  Geraden  r  giebt  es  4  Punkte  A^,  A2,  A^,  A^  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Complexkegel,  deren  Spitzen  in  ihnen 
Uegen,  in  zwei  Ebenen  zerfallen  und  durch  jede  Gerade  gehen 
4  Ebenen  a^,  a^,  ci^,  cc^  derart^  dass  die  in  ihnen  liegenden 
Complexgeraden  zwei  Punkte  umhüllen. 

Die  Punkte  A  sind  Cuspidälpunkte  für  die  Complex- 
fläche in  Bezug  auf  r  (die  Doppelgerade  der  Fläche)  und  die 
Ebenen  a  sind  die  4  durch  r  gehenden  Ebenen,  deren  beide  Be- 
rührtmgspu/nkte  mit  der  Fläche  in  einen  zusammenfallen. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  4  Punkte  A  ist  dem- 
jenigen der  4  Ebenen  a  gleich.     Klein,  Math,  Ann,  2,  7. 

Die  Punkte  A  erzeugen  und  die  Ebenen  cc  umhüllen  dieselbe 
Fläche  4*®'  Ordnung  und  Classe  (die  Singularitätenfläche  des 
Complexes  2^^  Grads;  siehe  §  2,  S.  380).  Sie  ist  eine  Kum- 
mer'sche Fläche,    Kap.  12,  §  3. 

Jedem  Punkt  A  entspricht  eine  durch  ihn  gehende  Gerade 
a  (Doppelgerade  des    Kegels,    dessen  Spitze   A  ist)   und   jeder 
Ebene   cc   entspricht  eine    in    ihr    liegende    Gerade    a    (Doppel- 
gerade für  die  in  a  liegende  Enveloppe);  die  Geraden  a  und  a 
sind  singulare  Gerade  des  Complexes;  siehe  §  2,  S.  380. 

Jede  singulare  Gerade  s  Ist  einem  auf  ihr  liegenden  singu- 
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lärm  Punkt  S  und  einer  durch  sie  gehenden  singulären  Ebene  6 
zugeordnet;  diese  berührt  die  Singularitätenfläche  in  dem  singulären 
Punkt  S  und  schneidet  sie  in  zwei  anderen  Punkten,  welche  die 
Centren  zweier  in  der  singulären  Ebene  a  Hegender  Büschel 
sind.  Die  beiden  anderen  durch  s  gelegter^  Berührungsebenen 
sind  die  zwei  Ebenen,  in  welche  der  Kegel  zerfällt,  dessen  Spitze 
in  S  liegt. 

Jede   Ebene  %   schneidet   die   Singularitätenfläche   in    einer 
Curve,  welche  die  in  n  gelegene  Complexcurve  (siehe  S.  377)  in 
jedem  Punkt  berührt,   in  welchem  sie  diese  Curve  trifft;   die  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  sind  singulare  Gerade  des  Complexes;  ^ 
ebenso  gut  der  duale  Satz. 

Die  Ebenen^  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  in  ihnen  Hegen- 
den Complexcurven  entweder  zwei  gegebene  Gerade  schneiden, 
oder  eine  Gerade  schneiden  und  eine  Ebene  berühren^  oder  auch 
zwei  Ebenen  berühren,  hüUen  eine  developpable  Fläche  16^^,  bez. 
8*®',  bez.  4*®'  Classe  ein. 

Die  Begelfläche,  welche  aus  den  singulären  Geraden  besteht, 
die  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  ist  8*®'  Ordnung  und  die 
sämmtlichen  singulären  Geraden  bilden  eine  Congruenz  4*®^  Ord- 
nung und  Clause. 

Es  gibt  16  Ebenen,  deren  Complexcurven  aus  zwei  unend- 
lich nahen  Punkten  gebildet  sind^  u/nd  in  dualer  Weise  gibt  es 
16  Punkte^  deren  Complexkegel  aus  zwei  zusammenfallenden 
Ebenen  bestehen. 

Biese  16  Punkte  und  16  Ebenen  sind  die  singulären  Punkte 
und  Ebenen  der  Kurmner'schen  Fläche,  welche  die  Singularitäten- 
flache  des  Complexes  ist. 

Bie  16  Punkte  liegest  in  allen  auf  eine  beliebige  Gerade 
bezogenen  Complexflächen  und  die  16  Ebenen  berühren  dieselben 
Flächen. 

Ist  die  Kummer'sche  Fläche  gegeben,  so  wird  der  Complex 
auf  die  folgende  Art  gebildet:  Man  betrachte  in  einer  die 
Fläche  in  S  berührenden  Ebene  6  die  singulare  Gerade  s  des 
Complexes;  diese  schneidet  die  Fläche  in  zwei  anderen  Punkten; 
man  nehme  nun  in  a  die  beiden  Strahlenbüschel,  welche  diese 
Punkte  zu  Centren  haben;  die  Gesammtheit  aller  dieser  oü* 
Büschel,  welche  man  durch  Variation  der  Berührungsebene  0 
erhält,  ist  der  gegebene  Complex. 

Wir  wollen  nun  das  in  a  gelegene  Strahlenbüschel,  dessen 
Centrum  in  S  liegt,  betrachten,  und  die  00^  Büschel  dieser 
Art.     Wie    sich    beweisen    lässt,   können    sie   auf   die    folgende 
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Art  projectiv  einander  zugeordnet  werden:  Man  nehme  in  einem 
von  ihnen  einen  beliebigen  Strahl  und  alle  ihm  entsprechenden 
in  den  übrigen  an  und  betrachte  die  beiden  anderen  Schnittpunkte 
der  letzteren  mit  der  Fläche  und  die  Strahlenbüschel,  die  diese 
Schnittpunkte  zu  Centren  haben  und  in  den  durch  diese  Schnitt- 
punkte gehenden  Berührungsebenen  an  die  Fläche  liegen.  Diese  oo^ 
Strahlenbüschel  bilden  dann  einen  zweiten  quadratischen  Complex, 
welcher  dieselbe  Singularitätenfläche,  wie  der  gegebene,  hat. 

Man  erhält  so  oo^  Complexe  2*®^  Grads,  die  confocäl 
(Klein  und  Lie),  homofocäl  (Segre),  in  Involution  liegend 
{Schur)  oder  consingulär  (R.  Sturm)  genannt  werden. 

Da  die  Gleichimg  der  Kummer'schen  Fläche  von  18  Con- 
stanten, die  des  quadratischen  Complexes  von  19  Constanten 
abhängt,  so  erkennt  man,  dass  es  in  der  That  oo^  quadratische 
Complexe  mit  derselben  Singularitätenfläche  geben  muss. 

Ueber  die  Art,  die  prqjective  Correspondenz,  von  der  eben 
clie  Rede  war,  festzusetzen,  verweisen  wir  auf  R.  Sturm,  1.  c, 
3,  p.  32. 

Jede  Gerade  des  Raums  gehört  vier  confocalen  Complexen  an. 

Die  durch  die  singulären  Geraden  des  quadratischen  Com- 
jolexes   gebildete    Congruenz    kann   man   als    den   Schnitt  dieses 
Complexes  mit  einem  amier en  ansehen,   welcher  in  der  von  dem 
gegebenen  Complex   erzeugten  Beihe  confocaler  Complexe  unend- 
lich wenig  von  dem  gegebenen  verschieden  ist. 

Eine  singulare  Gerade  des  Complexes,  welche  die  Kummer- 
sche  Fläche  oscuUrt  (eine  dreipunktige  Berührung  mit  ihr  hat), 
heisst  eine  singulare  Gerade  2*®'  Ordnung  des  Complexes  (Segre); 
berührt  sie  die  Kummer'sche  Fläche  vierpunktig,  so  wird  sie 
von  demselben  Autor  eine  singulare  Gerade  5*®'  Ordnung  genannt. 

Die  singulären  Geraden  2^^  Ordnwng  eines  quadratischen 
Complexes  bilden  eine  Regel  fläche  16^^  Ordnwng,  und  die  aller 
Complexe  der  confocalen  Reihe  eine  Congruenz  von  der  24^^  Ord- 
mmg  u/nd  Classe, 

Singulare  Gerade  5*®'  Ordnu/ng  eines  gegebenen  quadratischen 
Complexes  gibt  es  im  Ganzen  32;  die  singulären  Geraden  3^^  Ord- 
nung der  Complexe  der  ganzen  confocalen  Reihe  bilden  eine  Regel- 
fläche 64^^  Ordnung,  welche  in  die  16  in  jeder  der  Doppelebenen  der 
Kummer'schen  Fläche  enthaltenen  Enveloppen  2^^  Ordnung  und 
in  die  16  von  jedem  der  16  Doppelpunkte  derselben  Fläche  aus- 
gehenden  Kegel   2^^  Ordnung  zerfällt. 

Wenn  die  Klein' sehen  Coordinaten  (siehe  §  1,  S.  375)  benutzt 
werden,  lässt  sich  die  Gleichung  des  Complexes  2*®^  Grads  schreiben : 
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6 
L 

worin  die  x  an  die  Relation 

6 

1 
gebunden  sind. 

Die   singulären   Geraden    1*®'  Ordnung    werden    durch    den 

Schnitt  des   gegebenen  Complexes   mit  einem  anderen  bestimmt, 

dessen  Gleichung 

1 
lautet. 

Die   singulären   Geraden   2*®'  Ordnung   femer   ergeben   sich 

aus  dem  Schnitt  der  vorstehenden  Congruenz  mit  dem  Complex 

6 


1 

und  für  diejenigen  dritter  Ordnung  muss  schliesslich  noch 

6 


sem. 

Die  Gleichimg  der  Reihe  confocaler  Complexe  lautet: 


6  2 

xr 


1       * 

worin  A  ein  variabeler  Parameter  ist*). 

Der  erste,  der  sich  mit  den  Complexen  2*®"^  Grads  beschäf- 
tigte, warBattaglini,  Ätti  Acc,  Kapoli,  1866;  Giorn,  di  Bat  f.,  6: 


*)  Man   könnte  glauben,  dass  unter  diesen  einfach   unendlich 
vielen  Complexen  derjenige   nicht  enthalten    sei,    dessen   Gleichung 

^k.x^^  =  0  lautet;  wir  bemerken  jedoch,  dass  man  diese  Gleichung, 

da  ^x^^  =  0  ist,  auch  ^{k--}-  ii)x.^  =  0  schreiben  kann,  wäh- 
rend man  der  Gleichung  im  Text  aus  demselben  Grund  auch  die  Form 

2  {-,-1  +  ;.,  +  i)  V  =  «;  "*•  ^-  S'^l  V  =  0  geben 
kann ;  multiplicirt  man  nun  mit  l\  +  ^  und  lässt  dann  l  gegen  00 
convergiren,  so  ergibt  sich    ^{k.  +  ft).r.*  =  0. 
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er  studirte  einen  speciellen  quadratischen  Complex,  der  nach 
ihm  benannt  wurde;  siehe  §  7;  es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass 
er  Anfangs  geglaubt  hatte,  dieser  Complex  sei  der  allgemeinste; 
diesen  Irrthum  hat  Klein,  DisserL,  Bonn  1868  nachgewiesen. 
In  dem  Plücker'schen  Werk  ist  zum  ersten  Mal  eine  Theorie 
der  Complexe  2*®^  Grads  enthalten,  die  später  eingehend  auch  von 
anderen  Autoren,  Clebsch,  Klein,  Lie  (siehe  §  1,  S.  378)  unter- 
sucht wurden.  Eine  umfassende  Darstellung  dieser  Theorie  bringt 
der  3*®  Band  des  citirten  Buches  von  R.  Sturm. 

Von  anderen  Arbeiten  über  die  Complexe  2*®^  Grads  citiren 
wir  Caporali,  Mem,  Äcc.  Lincei,  1878,  der  sie  auf  den  Punkt- 
raum abbildete;  Schur,  Dissert.,  Berlin  1879  (Auszug  in  den 
Math.  Ann,,  15);  Reye,  CreUe,  86,  93,  95,  97,  98;  Segre, 
Mem.  Äcc.  Tormo,  t.  36,  1885,  der  die  früher  von  Klein  (vergl. 
§  1,  S.  376)  angegebene  Idee  weiter  ausbaute,  d.h.  die  Geometrie 
auf  einer  Fläche  2**^^^  Grads  im  Baum  von  fünf  Dimensionen 
studirte;  Montesano,  die  S.  387  citirte  Schrift  und  Rend.  Acc. 
Napoli,  1886;  etc. 

Wie  die  Complexe  2*^^  Grads  classificirt  werden  und 
welche  die  bemerkenswerthesten  sind,  davon  wird  iiji  folgenden 
Paragraphen  die  Rede  sein. 

Die  Theorie  der  Polarität  der  Complexe  2*®"  Grads  (siehe 
§  2,  S.  381  und  diejenige  der  Diameter,  Centren,  etc.  (siehe 
S.  385),  die  ein  specieller  Fall  der  ersteren  ist,  behandelte  be- 
sonders Plücker.  Vergl.  auch  die  §§  567—585  im  3*®^  Band 
des  R.  Stürmischen  Werks. 

Reye,  CreUe,  98,  legt  seiner  Classification  der  allgemeinen 
Complexe  2*®°  Grads  die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  ima- 
ginären Elemente  zu  Grund.  Er  unterscheidet  hyperbolische, 
parabolische,  elliptische  und  imaginäre  Complexe. 

§  7.   Classifioation  der  Complexe  2^*^  Grads. 

Bezeichnet  man  mit  P  =  0  (siehe  §  2)  die  identische 
quadratische  Relation  zwischen  den  Liniencoordinaten  oder  die 
Gleichung  der  Fundamentalfläche  2**'  Ordnung  im  Raum  von 
5  Dimensionen  und  mit  (7=0  die  Gleichung  einer  anderen 
Pläche  2*®'  Ordmmg  in  demselben  Raum,  deren  Schnitt  mit  der 
ersteren  die  Mannigfaltigkeit  liefert,  welche  dem  Liniencomplex 
2*®"  Grads  entspricht,  so  lassen  sich  die  Complexe  classificiren, 
indetn  tnan  die  Discriminante  der  Fläche  ^*®'  (h'dnung 
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betrachtet,  die  vom  6^^  Grad  in  X  ist  und  insbesondere  eine 
Determinante  6^^  Ord/mmg  A  darstdlt. 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Discriminante  sämmtlicli  ver- 
schieden sind,  d.  h.  wenn  das  Büschel  von  Flächen  J2^'  Ordnung 
6  verschiedene  Kegel  enthält ,  so  liegt  der  in  §  6  besprocliene 
allgemeine  Complex  mit  19  Consta^ten  vor;  die  Singularitäten- 
flache  ist  darni  eme  allgemeine  Kummer'scJie  Fläche, 

Es  kann  vorkommen,  dass  sie  speciell  ein  Tetrobedroid  wird; 
siehe  Kap.  12,  §  4;  alsdann  erhält  man  den  sogenannten  Bai- 
taglini'schen  oder  harmonischen  Complex,  der  als  besonderen  Fall 
den  Pai/nvin' sehen  Complex  enthält,  dessen  Singularitätenfläche 
zur  Fr esneV sehen  Fläche  geworden  ist.  Siehe  Kap.  12,  §  4, 
S.  310. 

Es  sind  femer  die  Fälle  zu  untersuchen,  in  denen  ein  Theil 
der  Wurzeln  der  Discriminante  A  einander  gleich  ist,  keine 
jedoch  alle  Unterdeterminanten  5*®'  Ordnung  der  Determinante 
6**'  Ordnung  annullirt.  Alsdann  fallen  einige  der  Kegel  2*®'*  Grads, 
von  denen  oben  die  Bede  war,  zusammen.  Nimmt  man  z.  B.  an, 
2  von  ihnen  oder  3  etc.  fallen  zusanmien,  so  werden  die  bezüg- 
lichen Complexe  mit 

[2,1,1,1,1]    oder    [3,1,1,1],    etc. 

bezeichnet,  während  für  den  allgemeinen  Complex  das  Symbol 

[1,1,1,1,1,1] 
gebraucht  wird. 

In  solchen  Fällen  hat  der  Complex  Doppdgerade  (§  2,  S.  381), 

die  auch  für  die  SingiUaritätenfläöhe  Doppelgerade   sind.     Man 

unterscheidet  ausser  dem  allgemeinen  FaU  10  Fälle,     Siehe  die 

TabeUe  S.  396. 

Es  bleiben  nun  die  Fälle  zu  betrachten,  in  denen  die 
Determinante  6*®'  Ordnung  J  vielfache  Wurzeln  hat  und  diese 
Wurzeln  sämmtliche  Minoren  5*®'  Ordnung  (wir  wollen  sie  mit  J' 
bezeichnen)  oder  auch  alle  Minoren  4*®'  Ordnung  der  Deter- 
minante, die  ^"  heissen  mögen,  annulliren. 

Wir  benutzen  die  folgende  Schreibweise  zur  Bezeichnung 
der  Complexe,  welche  diesen  Fällen  entsprechen;  wir  nehmen  an, 
eine  Wurzel  sei  v-fach  für  ^,  v'-fach  für  alle  Minoren  J'  und 
annullire  nicht  sämmtliche  Minoren  A'\  Den  bezüglichen  Com- 
plex bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol 

worin  v-|-r-|-s-f"**'  =  6 
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ist  und  r,  5,...  die  Vielfachheiten  der  übrigen  Wurzeln  der 
Determinante  A  angeben,  d,  h.  derjenigen  Wurzeln,  welche  die 
A'  nicht  annulliren.  Mit  anderen  Worten:  wenn  eine  v- fache 
Wurzel  von  A  auch  die  A'  mit  der  Vielfachheit  v'  der  Wurzel 
annullirt,  so  wird  in  dem  oben  S.  394  definirten  Symbol  an 
die  Stelle  der  Zahl  v,  welche  dieser  vielfachen  Wurzel  ent- 
spricht,   das  Symbol   (v  —  v\  v')  gesetzt. 

Auf  ähnliche  Art  wird,  wenn  eine  Wurzel  v-fach  für  z/, 
v'-fach  für  alle  A'  und  v"-fach  für  alle  A"  ist,  in  demselben 
Symbol  an  die  Stelle  der  Zahl  v 

(y  —  V  ,  V  —  V  ,  V  j 

gesetzt.  So  bedeutet  z.  B.  das  Symbol  [(3,  2),  1],  dass  von  den 
6  Wurzeln  von  A  eine  fiinffach  und  fiir  sammtliche  A'  doppelt 
ist;  und  das  Symbol  [(111)  21],  dass  von  den  6  Wurzeln  von 
jA  eine  einfach  und  eine  andere  doppelt  ist,  ohne  alle  A'  zu 
annulliren,  dass  femer  eine  dreifach,  für  alle  A'  doppelt  und 
für  alle  A''  einfach  ist.     Es  ist  immer: 

Diese  Bezeichnungsart  ist  durch  die  Weierstrass* sehe 
Theorie  der  Elementartheüer y  von  der  wir  in  Bd.  1,  p.  328 
handelten ,  veranlasst  worden.  Wir  haben  hier  die  P  -\-  XC 
zu  untersuchen,  wobei  P  und  C  Formen  zweiten  Grads  in  sechs 
Variabelen  sind. 

Auf  die  Möglichkeit,  die  Elementartheiler  in  dieser  Frage 
zu  verwerthen,  hat  zuerst  Klein  in  seiner  Dissertation  hin- 
gewiesen. 

lieber  die  Literatur  siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15,  S.  328—330. 

Wir  lassen  nun  die  Tabelle  für  alle  oben  erwähnten  Fälle 
folgen. 

Den  Fällen  9,  10,  11  entsprechen  insbesondere  als  Singu- 
laritätenflächen, ausser  einer  Ebene,  die  von  Cayley  unter  den 
Nummern  16,  18,  19  aufgeführten  Flächen,  Mem.  on  Gubie 
Surfaces,  Phil  Trans.,  1869,  Thl.  1,  p.  317  und  dual 

In  den  FäUen  12 — 49  ist  die  Singidaritätenfläehe  immer 
eine  Begelfläche, 

Falls  alle  A"  für  eine  Wurzel  von  A  =  0  verschtvinden, 
dcgenerirt  die  Singularitätenfläche  stets  in  eine  doppelte  Fläche 
^*®'  Ord/nung. 
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Es  sind  im  Ganzen  49  Species;  rechnet  man  die  6  Species, 
die  noch  eine  zweite  zu  ihnen  dualistische  Species  zulassen,  also 
die  unter  den  Nummern  9,  10,  11,  26,  27,  45  doppelt,  so 
ergeben  sich  55  Species. 

Die  erste  Arbeit  über  die  Classification  der  Complexe  ist 
von  Weiler,  Math.  Ann,,  7;  sie  enthält  jedoch  viele  Ungenauig- 
keiten,  welche  von  Segre  und  Anderen  richtig  gestellt  wurden. 
Auf  Weiler  folgte  Segre,  AUi  Äcc.  Torino,  36,  1884;  er  unter- 
suchte in  einem  besonderen  Aufsatz,  Math.  Ann.,  23  auch  die  Fälle, 
in  denen  die  Singularitätenfläche  eine  degenerü-te  doppelte  Fläche 
2*^  Grads  ist.  In  dem  3*^  Band  des  Stürmischen  Werks 
wird  der  Gegenstand  ausfiihrKch  nach  Methoden  der  reinen  Geo- 
metrie behandelt. 


§  8.    Der  Battaglini'sche  oder  harmonisohe  Complex. 

Der  Battaglini'sche  Complex  (vergl.  die  Literaturangaben  am 
Ende  des  §  6)  wird  auf  die  folgenden  Arten  projectiv  erzeugt: 
Er  ist  die  GesammiJieit  der  Geraden,  die  zwei  Flächen  ^*®^  Grctds 
fif  /*2  ***  ^^^*'  harmonischen  Funkten  treffen,  oder: 

die  Gesaimntheit  der  Geraden,  dmrch  wekJie  sich  an  zwei 
gegebene  Flächen  2^^  Grads  (die  übrigens  nicht  dieselben  sind, 
wie  die  vorigen)  vier  harmonische  Berührwngsebenen  legen  lassen. 
Aschieri,  Giorn.  di  Batt.,  8, 

Der  Battaglini'sche  Comjplex  lässt  sich  also  auf  unendlich  viele 
Arten  erzeugen. 

Die  Congruenz  der  singulären  Geraden  des  BattagUrd'schen 
Gomplexes  ist  der  Schnitt  dieses  Complexes  mit  dem  tetraedrcUen 
Complex  (siehe  §  9)  derjenigen  Geraden,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  die  beiden  Flächen  2^^  Grads  f^,  f^  sich  schneiden. 

Betrachtet  man  das  Büschel  A/J^  -|-  ft/'a  =  0  und  ordnet  die 
'  Flächen  2*®*^  Grads  dieses  Büschels  paarweise  involutorisch  in 
der  Art  einander  zu,  dass  /i  =  0,  /i  ==  0  die  Doppelelemente 
der  Involution  darstellen,  so  sind  die  den  beiden  Flächen  Sf^ 
Grads  eines  jeden  Paares  gemeinschafüichen  Tangenten  die  Geraden 
des  Complexes.     Segre  und  Loria,  Math.  Ann.,  23. 

Die  singulären  Ebenen  des  Complexes  sind  die  den  beiden 
Flächen  2^^  Grads  eines  jeden  Paares  gemeinschaftlichen  Be- 
riüirungsebenen,  und  die  singulären  Geraden  sind  die  Verbindungs- 
geraden der  Berührungspu/nkte.    Ebenda. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (§  7,  S.  394),  ist  die  Singu- 
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larUätmftäche  des  BaUagUni' sehen  Complexes  ein  Tetraedroid;  wir 
fügen  hinzu: 

Jedem  Tetraedroid  als  SingtUaritätenfläche  entsprechen  zwei 
BaUaglmi'sche  Complexe. 

Die  auf  die  Coordinaten  p  bezogene  Gleichung  des  Batta- 
glini'sclien  Complexes  lässt  sich  durch  die  Quadrate  der  p  allein 
ausdrücken. 

Ein  spedeller  Fall  des  Battaglini'schen  Complexes  ist  der 
Painvin'sche  (^«W.  de  Larhoux,  1871;  Nouv.  Ann.  de  ma&i,, 
1872;  Desmoulin,  BuU,  delaSoc.  MaO^,,  20),  weicher  au  den 
sämmtUdhen  Geraden  lesteht,  von  denen  aus  man  an  ein  Ellip- 
soid  Paare  von  orihogonailen  Berührungsebenen  legen  kann. 

Man  erhält  diesen  Gomplex,  wenn  man  eine  der  beiden 
Flächen  ^^  Grads,  die  auf  die  oben  angegebene  Art  (als 
Enveloppe)  zur  Er/geugung  des  Complexes  dienen,  in  den  Kugel- 
kreis des  (Eiiclid* sehen)  Baums*)  degeneriren  lässt. 

Die  Singularitätenfläche  des  Painvin'schen  Complexes  ist 
eine  FresneVsche  Weüenfläche, 

Die  Battaglini'schen  Qomplexe  wurden  von  S  e  gr e  und  L o r i  a, 
MaOh  Ann.,  23  und  von  Montesano,  Bend,  Acc,  Napoli,  1886 
in  Classen  geordnet;  man  vergleiche  auch  das  Stürmische  Werk, 
Bd.  3,  p.  488  u.  ff. 

§  9.    Der  Beye*80he  oder  tetraedrale  Oomplez. 

Zu  dem  tetraedralen  oder  Bey ersehen  Complex  gehört  das 
Symbol  oder  die  Charakteristik 

[(11)  (11)  (11)]     (siehe  §  7). 

Seine  Gleichu/ng  in  Klein'schen  x- Coordinaten  kann  ge- 
schrieben werden: 

Dem  Beye'schen  Complex  entspricht  ein  Tetraeder  von  der 
Besdiaffenheit,  dassjede  Gerade,  welche  in  einer  seiner  Seitenflächen 
liegt  oder  durch  eine  seiner  Ecken  geht,  dem  Complex  a/ngehört. 

Die  vier  Seitenflächen  und  die  vier  Ecken  des  Tetraeders 
hilden  die  Singularitätenfläche  des  Complexes,  und  die  Congruenz 


*)  Euffelkreis  oder  absoluter  Kegelschnitt  (assoluto)  heisst  der 
unendlich  lerne  imaginäre  Kreis,  der  allen  Kugeln  des  Baums  ge- 
meinschaftlich ist^  d.  h.  der  Ort  der  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  s&mmtlicher  Ebenen   des  Baums.     Siehe  S.  28  und  83. 
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der  singidären  Geraden  besteht  aus  allen  in  einer  der  vier  Ebenen 
enthaltenen  wid  allen  durch  einen  der  vier  Echpmüde  gehenden 
Geraden. 

Die  Kanten  des  Tetraeders  sind  Doppelgerade  des  Complexes. 

Wählt  man  dieses  Tetraeder  zum  Fu/ndamentaltetraeder  der 
Coordinaten,  so  lautet  die  Gleidiung  des  Complexes  in  Coordi- 
naten  p^^: 

Der  Beye'sche  Complex  besteht  aus  aUen  Geraden,  weldie 
die  4  Ebenen  des  Ftmdamentältetraeders  in  4  PwMen  schneiden, 
die  m  einem  bestimmten  a^nharmonischen  Verhältniss  stehen;  oder: 
aus  allen  Geraden,  die  von  den  4  Ecken  des  Tetraeders  in 
vier  in  bestimmtem  a/nharm>onischem  Verhältniss  stehenden  Ebe- 
nen proßdrt  tvcrden.  (Dieses  zweite  anharmonische  Verhätiniss 
ist  dem  ersteren  gleich), 

Variirt  wem  das  anharm^mische  Verhältniss,  wäJirend  das 
Tetraeder  fest  bleibt,  so  ergeben  sich  oo*  confocale  tetra^edralc 
Complexe,  ' 

Reye  hat  die  folgenden  Erzeugungsweisen  des  tetraedralen 
Complexes  angegeben: 

Er  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die  sich  ent- 
sprechenden  Punkte  zweier  superponirter  homographisch  einander 
Zugeordneier  Bäume  (siehe  Kap.  l)  verbinden,  oder: 

die  Gesammtheit  der  Schnittlinien  der  sich  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  nämlichen  Bäume]  oder: 

die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  in  denselben  beiden  Bä/umen  schneiden. 

Andere  Erzeugungsarten  sind: 

Der  Beye'sche  Complex  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden, 
welche  ßie  Faare  sich  entsprechender  Strahlen  zweier  homogra- 
phischer  und  beliebig  im  Baum,  gelegener  Strählenbüschel  treffen. 

Er  ist  au^h  die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die 
Punkte  einer  Ebene  mit  den  Punkten  der  ihnen  entsprechenden 
Strahlen  eines  homographisch  auf  die  Ebene  bezogenen  Bündels 
verbinden. 

Er  wird  ferner  durch  alle  Sehnen  und  Tangenten  der  sämmt- 
liehen  Baumcurven  5*®'  Ordnung  definirt,  welche  durch  die 
4  Ecken  des  Tetraeders  gehen  und  eine  Gerade  des  Baums,  die 
dem  Complex  natürlich  angehört,  zweimal  schneiden.  Nimmt  man 
statt   dieser   Geraden    eine    andere   Gerade    des    Complexes,    so 
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ändern  sich  die  Curven  5**'  Ordnung,  der  Complex  aber  hleiht 
derselbe. 

Der  Beye*sche  Complex  wird  durcfi  das  Tetraeder  und  eine 
dieser  Erzeugungsgeraden  des  Coniplexes  individualisirt. 

Ein  speciell  yon  metrischem  Gesichtspunkt  aufgefasster 
tetraedaler  Complex  besteht  aus  den  Geraden,  die  von  zwei  festen 
Punkten  gleidhweit  entfernt  sind;  siehe  B.  Sturm,  1.  c,  p.  364. 
Ein  anderer  specieller  tetraedraler  Complex  hat  die  Charakteristik 
[(22)  (11)];  siehe  §  7;  bei  ihm  sind  die  Complexcurven ,  d,  h. 
die  Curven,  weiche  in  den  Ebenen  des  Rau/ms  von  Geraden  des 
Complexes  uvnhüUt  werden,  sämmUich  Parabeln  und  die  Complex- 
kegel  sämvnüich  gleichseitig,     Yergl.  S.  122. 

Den  tetraedralen  Complex  untersuchte  zuerst  Beye,  die 
Geometrie  der  Lage,  2  Bde.,  Hannover  1877,  1880  (1.  Aufl., 
1866,  1868)-,  auf  ihn  folgten  Lie,  GöU.  Nachr,,  1870,  Math. 
Ann.,  5;  Battaglini,  Giom.  di  Batt.,  12;  Aschieri,  Mend. 
Ist.  Zonib.,  1879;  Loria,  Ätti  Äcc.  Torino,  1884;  Giern,  di 
Bau.,  23;  etc. 

Weiler,  Zeitsdir.  f.  Math.,  22  stellte  die  Abbildung  auf 
den  Baum  von  drei  Dimensionen  her;  dem  tetraedralen  Complex 
ist  der  2*®  Thl.  des  1*^  Bds.  des  Stürmischen  Werks  gewidmet. 

Arbeiten  über  andere  specielle  Complexe  findet  man  auf 
p.  222, 223  des  öfter  citirten  Buches  von  Loria,  11  pass.  e  il  pres, 
delle  princip.  teorie  geom.,  Torino,  1896  und  auf  p.  102,  103  der 
deutschen  Ausg. 

§  10.    Allgemeine  Theorie  der  Linienoongruensen. 

Die  Ordnung  n  einer  algebraischen  Congruenz  ist  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  durch  einen  beliebigen  Pimkt  des  Baums 
gehen,  und  die  Classe  m  einer  Congruenz  die  Anzahl  ihrer  in 
einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Geraden. 

Unter  dem  Bang  r  (nach  Schumacher:  Art,  nach  Sturm: 
Bang)  einer  Congruenz  versteht  man  die  Anzahl  ihrer  Paare 
von  Geraden,  die  mit  einer  willkürlichen  Geraden  des  Baums 
demselben  Büschel  angehören. 

Eine  Congruenz  von  der  Ordnung  n  und  Classe  m  pflegt 
man  mit  (n,  m)  zu  bezeichnen,  und,  wenn  auch  der  Bang  an- 
gegeben werden  soll,  mit  (n,  m,  r). 

Nennt  man  das  Geschlecht  der  Begelfläche,  längs  welcher 
die  Congruenz  (n,  m,  r)  von  einem  allgemeinen  linearen  Complex 
geschnitten  wird,  j>,  so  besteht  die  Belation 

p  =  (n  —  l)  (m  —  l)  —  r. 
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Die  Zahl  p  pflegen  einige  Autoren  auch  das  Geschlecht  der 
Congruenz  zu  nennen. 

Wenn  Classe  urnd  Ordnrmg  gleich  1  sind,  so  ist  der  Rang 
Null 

Jede  Congruenz  y  deren  Ordmmg  und  Clctsse  gleich  sind, 
u/nd  die  einem  linearen  Complex  angehört,  hat  den  Rang  NuU. 

Die  Congruenz,  welche  der  Schnitt  zweier  Complexe  von  den 
Graden  n^,  n^  ist,  hat  den  Rang  «1^2  (n^  —  l)(**2  —  ^)- 

Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  der  n  Strahlen  der  Congruenz, 
die  durch  einen  Punkt  F  gehen,  gelegt  werden,  umhüllen,  teenn  P 
eine  Gerade  durchläuft,  eine  ahwickdbare  Fläche  T  von  der  Cktsse 

in(n  —  1)  +  r; 

durchläuft  P  eine  Ubene,  so    umhüllen  dieselben   Ebenen    eine 
Fläche  S  von  der  Classe 

^m(m  —  1)  +  ^, 

für   welche   die   von   P  durchlaufene   Ebene   ^m(m — V)- fache 
Berührungsebene  ist 

Die  Schnittptmkte  der  in  einer  Ebene  liegenden  m  Geraden 
der  Congruenz  bilden,  wenn  die  Ebene  um  eine  Gerade  rotirt, 
eine  Curve  C  von  der  Ordmmg 

^m(m —  1)  +  r, 

und  wenn  die  Ebene  um  einen  Punkt  rotirt,  eine  Fläche  S^^  von 
der  Ordnung 

^n{n  —  1)  +  r, 

für  welche  das  Cenfrum  des  Ebenenbündels 

^n(n  —  i)-facher 
Ptmkt  ist. 

Der  Ort  der  Geraden  der  Congruenz,  die  eine  gegebene 
Gerade  schneiden,  ist  eine  Regelfläche  R  von  der  Ordmmg 

n  4-  *w; 
welche  diese  Gerade  zur  n- fachen  Directrix  hcU. 


Mittelst  der  algebraischen  Congruenzen  werden  inrolntorische 
Correspondenzen  höherer  Ordmmg  zwischen  den  Ebenen  und 
Punkten  des  Eaums  bestimmt;  diese  Zuordnungen  wollen  wir 
analog  den  gewöhnlichen  Nullpolaritäten  und  NuUsystemen  von 
Möbius  (§  3,  S.  385)  Nullsysteme  höherer  Ordnung  nennen.     Ist 
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ein  Funkt  des  Baums  gegeben,  so  gehen  n  Strahlen  der  Con- 
gruenz  und  mithin  a=i\n(n — l)  Ebenen  durch  ihn;  wenn 
eine  Ebene  gegeben  ist,  so  liegen  m  Strahlen  der  Congruenz 
imd  mithin  ß «« ^m(fn  —  1)  Punkte  in  ihr;  die  gewöhn- 
liche Nullpolarität  ist  ein  specieller  Fall  der  höheren  für 
a  =  |3  =  1. 

Einer  solchen  Oorrespondenz  kann  man  eine  zweite  CfharäJc- 
teristik  y  beilegen,  welche  angibt,  wie  viele  Punkte  auf  einer 
beliebigen  Geraden  des  Eaimis  derart  existiren,  dass  eine  der 
den  Punkten  entsprechenden  Ebenen  durch  die  Gerade  geht. 
Wewn  ein  solches  Ntdlsystem  miUelst  emer  Congruenz  hergestellt 
wird,  entspricht  seine  dritte  Charakteristik  y  dem  Bang  der  Con- 
gruenz, 

Das  älteste  Beispiel  für  eine  derartige  Zuordnung  wurde 
von  Cremona,  Campt.  Bend.,  54,  1862  gegeben;  spätere  Unter- 
suchungen sind  von  Ameseder,  Cr  die,  97;  Voss,  Math.  Ann., 
23;  ß.  Sturm,  ib.,  28. 

Mehr  Einzelheiten  imd  Beispiele  ündet  man  in  §  5Q  des 
!*•*''  Bds.  des  Stürmischen  Werks. 


Jeder  Strdhl  der  Congruenz  wird  von  zwei  anderen  wnend- 
lieh  nahen  Strahlen  geschnitten;  die  beiden  Schnittpunkte  heissen 
Brennpunkte,  Focalpunkte  und  die  beiden  durch  diese  Gerade 
und  je   eine  der  beiden    anderen  gehenden  Ebenen  Focälehenen. 

Die  Focalpunkte  beschreiben  dieselbe  FMche  (Brennftäche), 
die  von  den  Focalebenen  umhüllt  wird.   Sie  ist  von  der  Ordnung 

n^  SS  2m(w  —  l)  —  2r 
und  der  Classe 

i»i  ÄS  2n(m  —  1)  —  2r. 

Daraus  ergibt  sich: 

Die  Differenz  zwischen  der  Ordnung  und  der  Classe  der 
Brennfläche  einer  algebraischen  Congruenz  ist  das  Doppelte  der 
Differenz  zwischen  der  Ordnung  und  der  Classe  der  Congruenz. 
Theorem  von  Klein;  siehe  Lie,  GöU.  Nachr.,  1870. 

Jeder  Strahl  der  Congruenz  berührt  die  Brennftäche  in 
seinen  eigenen  Focaipunkten  und  die  Berührungsebenen  in  diesen 
Funkten  sind  die  Focalebenen. 

Singulare  Punkte  und  Ebenen  der  Congruenz  werden  die 
Punkte  und  Ebenen  genannt,  denen  unendlich  viele  Gerade  der 
Congruenz   angehören;    die    von   den  letzteren   gebildeten    Kegel 
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und  die  von  ihnen  umhüllten  Curven  heissen  singulare  Kegel 
und  Curven  der  Congruenz. 

Sind  diese  Kegel  von  der  h^^  Ordnung,  so  sagt  man,  der 
singulare  Punkt  sei  vom  Grad  A;  sind  die  Curven  von  der 
^^ten  Qiasse,  so  heisst  die  singulare  Ebene  vom  Grad  h. 

Zwei  singulare  Punkte  oder  Ebenen  heissen  verbunden  (con- 
jugati)^  wenn  die  Gerade,  welche  die  beiden  Punkte  verbindet 
oder  der  gemeinschaftliche  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ist,  der 
Congruenz  a/ngehört. 

Manchmal  scheint  es,  als  ob  die  Congruenz  eine  besondere 
Brennfläche  nicht  besitze,  sondern  nur  eine  Brennlinie  habe. 

Wir  wollen  z.  B.  die  Congruenz  der  Geraden  betrachten, 
die  zwei  gegebene  Curven  treffen;  die  Punkte  dieser  Curven 
treten  als  Focalpunkte  der  Strahlen  der  Congruenz  auf,  und 
es  könnte  daher  scheinen^  dass  es  andere  Focalpunkte,  als  die 
den  beiden  Curven  an  gehörigen,  nicht  gebe. 

Einige  Autoren  haben  diese  Congruenzen  solche  ohne  Brenn- 
fläche  genannt,  E.  Sturm  jedoch  bemerkt  in  seinem  citirten  Werk, 
dass  diese  Annahme  nicht  zutrifft,  wenn  die  Congruenz  eine 
höhere  als  die  1*®  Ordmmg  hat;  denn  offenbar  ist  alsdann  jeder 
Punkt  der  Verbindungsgeraden  •der  beiden  Berührungspunkte 
der  den  zwei  Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  als 
Focalpunkt  anzusehen  und  daher  die  Brennfläche  die  aus  diesen 
Verbindungsgeraden  gebildete  Eegelfläche,  d.  h.  die  Developpable 
der   den  beiden   Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen. 

Die  Punkte  der  beiden  Curven  sind  nach  der  eben  gege- 
benen Definition  offenbar  auch  singulare  Punkte  der  Congruenz; 
man  sieht  daher,  dass  solche  Congruenzen  unendlich  viele  singu- 
lare Punkte  haben;  diese  können  eine  oder  mehrere  Linien  bilden, 
die  wir  singulare  Linien  nennen  wollen;  im  Allgemeinen  jedoch 
sind   die  singulären  Punkte  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden. 

Man  kann  mithin  die  Congruenzen  von  höherer  als  der 
^j^ten  Ordnung  in  solche  unterscheiden,  die  keine  singulären  Linien 
haben  und  in  solche  mit  singulären  Linien. 

Wenn  man  einen  Strahl  einer  beliebigen  (auch  nicht 
algebraischen)  Congruenz  betrachtet  und  alle  ihm  unendlich 
nahen,  sowie  die  kleinsten  Abstände  zwischen  ihm  und  diesen 
anderen,  so  sind  die  auf  dem  Strahl  liegenden  Fusspunkte  dieser 
kleinsten  Abstände  im  Allgemeinen  immer  zwischen  zwei  Fu/nkten, 
die  Grenzpimkie  heissen,  enthalten. 

Unter    allen   imendlich  nahen    Strahlen    gibt    es,    wie    wir 
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oben  bereits  gesagt  haben,  zwei,  die  den  Strahl  schneiden,  für 
welche  also  der  kleinste  Abstand  Null  ist ;  diese  Schnitte  sind  die 
FoccUpunkte. 

Beachtenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  Focalpunkte,  die  natürlidi  beide  innerhalb  des  von  den 
Grenzpunkten  eingeschlossenen  Segments  liegen,  stehen  gleichweit 
von  den  Grenzpunkten  ab. 

Daraus  ergiebt  sich:  Der  MiMelpunkt  des  Segments  der 
Grenzpunkte  fällt  mit  dem  Mittelpunkt  des  Segments  der  Focal- 
punkte et^ammen;  er  wird  der  Mittelpunkt  des  Strahls  genannt. 

Man  betrachte  die  beiden  dem  gegebenen  Strahl  unendlich 
nahen  Strahlen,  für  welche  die  Fusspunkte  der  kleinsten  Ab- 
stände von  dem  gegebenen  Strahl  mit  den  Grenzpunkten  zu- 
sammenfallen; man  erhält  dann  das  Theorem:  Die  Bichtungen. 
dieser  kleinsten  von  den  Grenzpunkten  ausgehenden  Abstände  stehen 
senkrecht  aufeinander;  die  durch  den  Strahl  imd  diese  Richtungen 
gehenden  Ebenen  heissen  Hauptebenen. 

Die  Ebenen,  welche  den  Winkel  zwisclien  den  Hauptebenen 
halbiren,  fällen  mit  den  Halbirungsebenen  des  Winkels  zwisclien 
den  Focalebenen  zusammen. 

Zwischen  dem  Winkel  y,  den  die  beiden  Focalebenen  mit- 
einander  bilden,  dem  Abstand  2d   der    Grenzpunkte   und   dem 

Abstand  26  der  Focalpunkte  besteht  die  Relation:  siny  =  -,  • 

Die   hier    entwickelten  Begriffe    gehören    der  Infinitesimal- 
theorie der  Congruenzen  an,  zu  welcher  Hamilton  und  Kum- 
mer den  Grund   gelegt  haben.     Wir    werden   diese   Theorie  in 
Kapitel  16  besprechen  und  dort  auch  die  sogenannte  Dichtigkeit 
des  Systems  in  einem  Punkt  eines  Strahls  in  dem  von  Kummer 
eingeführten  Sinn  definiren  (siehe  weiter  unten  Kap.  16,  §  15), 
die  mit  dem  Begriff  der  Krümmung  einer  Fläche  in  einem  Punkt 
verwandt  ist.    Von  den  Congruenzen,  die  nach  Methoden  der  In- 
finitesimalgeometrie studirt  wurden,  ist  die  Congruenz  der  Nor- 
malen zu  einer  Fläche  bemerkenswerth;  von  ihr  wird  ebenfalls 
in  Kap.  16    die  Rede   sein.     Hier  beschränken  wir  uns  darauf, 
in    den  folgenden    Paragraphen    die    algebraischen    Congruenzen 
1*®'  \md  2*®'  Ordnung  zu  betrachten. 


Die  erste  Species  wichtiger  Congruenzen,  die  sich  den  Geo- 
metem  bot,  war  die  der  Normalen  zu  einer  Fläche.  Im  Jahr 
1828    begann   Hamilton  sein    Studium    der  Congruenzen,    die 
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auch  Strählensysteme  genannt  wurden,  Irish  Trans.,  15,  1828; 
16,  1830;  17,  1837  und  im  Jahr  1860  veröffentHchte  Kum- 
mer seinen  schon  erwähnten  Aufsatz,  Grelle^  57,  der  einen  w'ich- 
tigen  Fortschritt  in  der  Entwickelung  der  Theorie  bedeutete. 

Den  Anfang  mit  dem  systematischen  Studium  der  alge- 
braischen Congruenzen  1*®'  und  2*®'  Ordnung  machte  Kummer 
im  Jahr  1866  in  einem  anderen  Aufsatz  Berl.  Ahh,,  1866  und 
ein  grosser  Theil  der  neuen  Geometrie  Plücker's  wurde  der 
Theorie  der  Congruenzen  und  speciell  derjenigen  gewidmet,  die 
sich  aus  dem  Schnitt  zweier  linearer  Oomplexe  ergeben. 

Andere  Arbeiten  über  die  Congruenzen  sind  von  Möbius, 
Leipz,  Ber,,  14,  1862;  Matthiessen,  Zeitsckr,  f,  Math.,  29; 
Acta  math.,  4;  Weingarten,  Crelle,  98;  Bianchi,  Ann,  di 
mat,  15;  Voss,  Math.  Ann.,  9;  ß.  Sturm,  Gatt.  Nachr.,  1888; 
Math.  Ann.,  36;  Schumacher,  ib.,  37,  38;  Montesano,  Atti 
Acc.  Torino,  1892;  Bend.  Lincei,  1892;  Bend.  BcHermo,  1893;  etc. 

Eine  alles  Wesentliche  imifassende  Darstellung  der  Con- 
gruenzentheorie  findet  man  bei  Sturm  1.  c.  Bd.  2.  Die  Einfüh- 
rung des  Ba/ngs  geschah  diirch  Schumacher,  der  ihn,  vrie 
wir  oben  bereits  bemerkt  haben,  Art  nannte. 


§  11.    Congruenzen  1^'  Ordnui^ig. 

Alle  Congruenzen  1^^  Ordnung  sind  vom  Bang  Null;  sie 
können  keine  eigentliche  Brermfläche  als  Ort  der  Focalpu/nMe 
haben ;  ihre  Brennfläche  ist  vielmehr  nur  die  Enveloppe  der  Focal- 
ehenen. 

Unter  die  Congruenzen  1*®'  Ordnimg  ist  das  StraJilenbündel 
zu  rechnen,  welches  von  der  Classe  Null  ist  tmd  für  welches 
nur  ein  einziger  singulärer  Bwnkt  existirt. 

Jede  andere  Congruenz  I*®'  Ordnu/ng  hat  immer  wenigstens 
eine  singulare  Linie.  Wemt  eine  singulare  Linie  der  linearen 
Congruenz  die  Ordnung  y^  hat  und  so  beschaffen  ist,  dass  die 
unendlich  vielen  Strahlen,  die  von  einem  ihrer  Punkte  ausgehen, 
einen  Kegel  ä*®'  Ordnung  bilden,  so  besteht  die  Belation 

^yjJiQi  —  1)  ==  m(m  —  1), 

worin   m  die  Classe  der  Congruenz  angibt  und  die  Summirung 
sich  über  alle  singulären  Linien  erstreckt. 

Man  erhält  ferner  noch  zwei  Beziehungen,  von  denen  die 
letzte  aus  den  beiden  früheren  folgt: 
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Die  Congruenz  erster  Ordnung  kann  höcfistens  zwei  sin- 
gulare Linien  (Leitcuruen  der  Congruenz)  haben. 

Wenn  sie  nur  eine  Leitcurve  hat  und  auf  jedem  ihrer 
Strahlen  die  Focalpunkte  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  so 
liegt  eine  Congruenz  der  Sehnen  einer  gewissen  Curve  vor. 

Die  einzige  aus  Sehnen  einer  Curve  gebildete  Congruenz 
!*•'  Ordnung  ist  die  Congruenz  der  Sehnen  einer  Baumcurve 
5*®'  Ordnung;  sie  ist  von  der  5*®^  Classe. 

Wenn  die  Congruenz  zwei  Leitcurven  hat,  so  muss  die  eine 
von  ihnen  eine  Gerade  sein;  die  Ordnwng  der  anderen  Curve  ist 
dann  die  Classe  m  der  Congruenz;  diese  Bireckix  m*®'  Ordnung 
musa  die  Gerade  in 

m(m  —  1) 
Punkten  treffen. 

Wenn  die  beiden  Brennpunkte  auf  jedem  Strähl  der  Con- 
gruenz zusammenfallen,  so  hat  diese  eine  einzige  Focakurve 
und  Directrix,  welche  nur  eine  Gerade  sein  kann. 

Diese  Congruenz  lässt  sich  auf  eine  einzige  Art,  wie  folgt, 
erzeugen:  man  ordnet  die  Punkte  einer  Geraden  in  einer  Cor- 
respondenz  [1,  n»]  den  Ebenen  des  Büschels  zu,  welches  diese 
Gerade  zur  Axe  hat,  und  betrachtet  als  Gerade  der  Congruenz 
die  sämmüichen  (ein  Büschel  bildenden)  Geraden,  welche  durdi 
einen  Punkt  der  Geraden  gehen  und  in  der  entsprechenden  Ebene 
liegen. 

Der  (einzige)  Brennpunkt  eines  jeden  Strahls  ist  der  Punkt, 
in  tcdchem  der  Strahl  die  Leitgerade  trifft  und  die  Focalebene 
ist  die  Ebene,  die  durch  den  Strälil  und  die  Leitgerade  gelit. 

Kummer  hat  in  seiner  Arbeit  Berl,  Abh.y  1866  bei  der 
Classification  der  Congruenzen  1*®'  Ordnung  die  mit  nur  einer 
Focallinie  nicht  zu  diesen  Congruenzen  gerechnet. 


§12.    Oongruenzen  2^®'  Ordnung  ohne   singulare  Linien. 

Die  Congruenzen  zweiter  Ordnung  können  nur  entweder 
eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte  oder  singtdäre  Linien 
haben. 

In  dem  ersteren  Fall  kann  die  Classe  m  nicht  höhet;  als  die 
7^^  sdn. 
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In  einer  Congruenz  ^'®'  Ordnung  ohne  singulare  Linien 
können  keine  singulären  Ebenen  von  einem  höheren  als  dem 
jten  Qy>(i^  y^^  keine  singulären  Funkte  von  höherem  als  dem 
ßteiD.  Q^d^  vorkommen.     Siehe  §  10. 

Jeder  singulare  Punkt  ersten  Grads  ist  das  Centrum  eines 
StraJilenMschds,  welches  in  einer  singulären  Ebene  liegt,  die 
ebenfalls  ersten  Grads  ist. 

Der  Bang  einer  Congruenz  (2,  m)  ohne  singulare  Linien 
ist  dir  (m  —  2)*«. 

Die  Charakteristiken  des  durch  die  Congruenz  (2 ,  m)  be- 
stimmten Nullsystems  (siehe  §  10)  sind: 

1,   \m(m — l),   m  —  2. 

Die  Brennfläche  einer  Congruenz  (2,  ni)  ohne  singtdäre 
Curven  ist  4*®'  Ordnung,  2m^^  Classe  und  1^^  Bangs*);  jeder 
singulare  Punkt  der  Congruenz  ist  Dc>ppelpunkt  für  die  Brenn- 
fläche. 

Die  Strahlen,  deren  Focalpunkte  und  die  Strahlen,  deren 
Fdcälebenen  zusammenfallen,  bilden  2  Begelflächen  2(m  -\-  2)*™ 
Grads. 

Wenn  «^  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  ä*®"  Grads  be- 
zeichnet,  so  gelten  die  folgenden  Belationen: 


^a.  ==  18 


'h 


m. 


^«,Ä   =  4(m  +  2), 
^cij^jt^  =  2m(m  +  2), 
^a^h^  =  (w  +  2)2(m  —  1). 

Jede  Congruenz  (2,m)  ohne  singulare  Linien  hat  ^(m—2)(m—S) 
Doppelstrahlen  und  zu  jedem  singulären  Punkt  h*^  Grads  ge- 
hören ^(h  —  l)(h  —  2)  Doppelstrahlen,  welche  Doppelerzeugende 
des  von  diesem  Punkt  ausgehenden  Kegels  sind;  kein  Doppel- 
strahl  liegt  in  der  Brennfläche. 

Jede  singulare  Ebene  enthält  6  auf  einem  Kegelschnitt  liegende 
singulare  Punkte  und  jeder  (von  einem  singulären  Punkt  2^^  Grads 
ausgehende)  singulare  Kegel  2^^  Grads  enthält  im  Ganzen  9  sin- 
gulare Punkte,  die  auf  einer  Baumcurve  4*®'  Ordnung  i**'  Species 
liegen,  welche  einen  Doppelpunkt  in  der  Spitze  des  Kegels  hat. 
Jeder  Doppelstrahl   enthält  zwei   singulare  Punkte;   die   Summe 


*)   Unter  Rang  einer  Fläche  versteht  man   die  Zahl  a.    Siehe 
S.  208. 
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der  Zahlen^  welche  die  Grade  der  beiden  letzteren  angehen,  be- 
trägt «1  +  2. 

JEs  gibt  zwei  Arten  von  Congruenzen  (2,  m)  ohne  singulare 
Pwnkte,  näml/ich: 

I.  die  Congruenzen,  welche  nur  singulare  Pimkte  vom  1^^, 
2^,  ^ten  ^^  (^_  i)ten  Q^^  besüzen  (1^  Art); 

n.  diejenigen,  welche  nur  singulare  Punkte  vom  1^^,  ^*®^ 
und  (im  4-  1)**"  ^rad  haben  (^  Art). 

Die  Zahlen  aj^  bezüglich  der  verschiedenen  Arten  von  Con- 
gruenzen (2,  m)  ohne  singulare  Linien  sind  mithin  die  folgenden: 


Congruenzen  !*•'  Art 

(2,2) 

(2,3) 

(2,  4)      (2,  6) 

(2,6) 

* 

(2,7) 

^1 

16 

10 

6 

3 

1 

0 

«2 



5 

6 

6 

4 

0 

(Xg 

— 

2 

3 

6 

10 

«4 

1 

0 

0 

a^ 

— 

— 

1 

0 

^e 

— 

1 

Congruenzen  2**'  Art 

(2,4) 

(2,6) 

«1 

6 

0 

«2 

6 

8 

<^S 

2 

0 

«4 

4 

Für  die  beiden  Congruenzen  (2,  6)  werden  nach  dem  Vor- 
gang E.  Sturm's  in  seinem  citirten  Werk  die  Bezeichnungen 
(2,  6)i,  (2,  6)n  gebraucht.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Autoren 
vor  E.  Sturm  seine  „2*®  Art*'  die  „1**"  nannten  und  umgekehrt. 


Die  Congruenz  (2,  2)  hat  zur  Brennfläche  eme  Kummer- 
sehe  Fläche;  sie  ist  der  vollständige  Schnitt  eines  Complexes  ^*®^  Grads 
mit  einem  linearen  Complex. 

Aus  den  16  singulären  Punkten  lassen  sich  40  Paare  ver- 
bundener Punkte  und  80  Paare  nicht  verbundener  Punkte  zusam- 
menstellen.    Jeder  Punkt  ist  mit  anderen  5  Punkten  verbunden. 
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Diese  Congruenz  studirte  spedell  Kummer,  Berh  Älh,, 
1866;  Eeye,  Crelle,  86;  Schur,  Maffi.  Ann.,  15;  Caporali, 
Mem.  Lincei,  (3),  2,  1878;  Stahl,  CreUe,  92;  Hirst,  Land, 
math,  Soc,  14;  R.  Sturm,  Crelle,  101.  Eine  ausftUirliche  Be- 
handlung dieser  und  anderer  Congruenzen  findet  man  auf 
p.  117  u.  ff.  des  2^"^  Bds.  des  R.  Stürmischen  Werks. 


Die  Congruenz  (2,  3)  hat  5  smgtMre  Punkte  2^  Grads 
8^,  10  ersten  Orads  S^  und  mifhm  10  singulare  Ebenen;  jede 
von  diesen  geht  durch  2  Funkte  S^  und  einen  Funkt  S^, 

Jeder  Funkt  S^  ist  mit  jedem  anderen  /Sg  und  mit  i^ier  5^ 
verbunden;  jeder  Funkt  S^  ist  mit  drei  S^  und  mit  zwei  S^  ver- 
bunden» 

Durch  jede  ^Congruenz  (2,  3)  gehen  10  tetraedrcde  Com- 
plexe;  das  Fundamentaltetraeder  eines  jeden  von  ihnen  hat  eu 
Ecken  drei  Funkte  8^  und  den  einzigen  Funkt  8^,  der  mit  keinem 
dieser  drei  8^  verbunden  ist. 

Die  Brennfläche  ist  eine  Fläche  4*®'  Ordnung  und  6*^  Classe; 
sie  hat  die  10  Singular en  Ebenen  zu  m  Kegelschnitten  doppelt 
berührenden  Ebenen, 

Diese  Congruenz  wurde  ausser  von  Kummer,  Reye,  Hirst, 
die  oben  citirt  wurden,  auch  von  Stahl,  Grelle^  91;  Voss,  Math. 
Ann.,  23,  p.  381  u.  ff.;  Schumacher,  Unters,  über  StraMensyst. 
5*®'  Ordn.  und  2^^  Glasse,  Dissertation,  München  1885  studirt. 


Die  Gongruenz  (2,  4)  ist  vom  2^^  Bang;  sie  hat  noüiwen- 
diger  Weise  einen  Doppelstrahl,  der  die  beiden  singutären  Funkte 
5*®'  Ordnung  verbindet;  sie  besitzt  zwei  miteinander  verbundene 
singulare  Funkte  8^  dritten  Grads,  6  zweiten  und  6  ersten  Grads 
und  mithin  6  singulare  Irenen.  » In  jeder  singutären  Ebene  liegt 
ein  Funkt  8^,  zwei  8^  und  zwei  8^.  Jeder  Funkt  8^  ist  nur 
mit  einem  der  übrigen  8^  nicht  verbunden;  ein  Funkt  8^  und 
ein  82  sind  immer  verbunden;  jeder  Funkt  8^  ist  mit  drei  anderen 
8^  nicht  verbunden  und  nur  mit  einem  einzigen  8q  verbunden. 

Die  Brennfläche  ist  4*®'  Ordnung  und  8^^  Glasse  mit  14 
konischen  Funkten  und  6  längs  Kegelsdinitten  berührenden  Ebenen. 
Die  B Tangentialebenen  umhüllen  eine  Developpable  4*®'  Glasse, 
und  die  stationären  Ebenen  eine  Developpable  12^^  Glasse,  welche 
die  Brenn  fläche  längs  einer  Gurve  12^^  Ordnung  berührt.    . 

Durch  die  Gongruenz  (2,  4)  gehen  3  tetraedraJe  Gomplexe. 


§  12.   Congruenzen  2.  0.  415 

Die  Ecken  des  Tetraeders  sind  die  beiden  Punkte  S^  tmd 
zwei  Punkte  S^^  welche  nicht  miteinander  verbunden  sind. 

Die  Congruenz  wurde  ausser  von  Kummer  und  den 
übrigen  oben  citirten  Autoren  spedell  auch  von  Stahl  studirt, 
Crelle,  97. 

Die  Congruenz  (2,  5)  hat  drei  singulare  Ebenen  und  ist 
vom  3*^  Bang, 

Sie  hat  einen  Punkt  Ä^,  drei  Punkte  &,,  sechs  S^  und  drei 
8^,  ferner  drei  Boppelstrahlen,  die  8^  mit  jedem  der  Punkte  8^ 
verbinden. 

Es  existirt  ein  einziger  singulärer  Kegel  4*®'  Ordnung^  wel- 
cher die  sämmtlichen  singutären  Punkte  bis  auf  einen  8^  enihält 
Die  diesem  8^  entsprechende  singulare  Ebene  enthält  auch  die 
beiden  anderen  Punkte  8^, 

Die  Congruenz  (2,  ö)  gehört  zu  einem  einzigen  tetraedralen 
Complex,  dessen  Tetraeder  die  Punkte  8^,  8^  zu  Ecken  hat. 

Die  Brennfläche  ist  4*®'  Ordnung,  10^  Klasse  mit  13  koni- 
sdien  Punkten  und  3  singulären  Berührungsebenen.  Die  doppelt 
heriihrenden  Ebenen  unihüllen  eine  Developpäble  IS^  Classe 
und  die  stationären  Ebenen  eine  Developpäble  18^'  Classe. 

Diese  Brennfläche  ist  nicht  die  einzige  Fläche  4*®'  Ord- 
mmg  mit  13  konischen  Punkten, 


Die  Congruenz  (2,  6)i  hait  einen  Punkt  8^,  sechs  &j,  vier  82, 
einen  8^,  eine  singulare  Ebene,  6  Doppelstrahlen. 

Alle  Punkte  8^  und  der  einzige  8^  liegen  in  der  singulären 
Ebene;  der  Bang  von  (2,  6)i  ist  der  4*®. 

Die  (2,  6)1  gehört  einem  tetraedralen  Complex  nicht  cm. 

Die  Brennfläche  ist  4*®'  Ordnung,  12^^  Classe  mit  12  Doppel- 
punkten; sie  ist  nicht  die  einzige  von  dieser  Beschaffenheit*);  die 
doppelt  berührenden  Developpablen  und  die  stationären  Ebenen 
sind  beide  von  der  24*^^  Classe. 


Die  Congruenz  (2,6)n  hat  vier  Punkte  8^,  acht  8^,  sechs 
Doppelstrahlen,  welche  die  4  Punkte  8^  verbinden;  sie  ist  vom 
4*«"  Bang. 


*)  Rohn  hat  bewiesen,  dass  es  4  Arten  von  Flächen  4**'  Ord- 
nung mit  12  Doppelpunkten  gibt;  siehe  Math.  Änn.^  29;  vergl.  auch 
R.  Sturm,  1.  c,  p.  271. 


m 
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Sie  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  anderen  Congruenz 
6*®'  Classe,  dass  sie  einem  tetraedrälen  öomplex  angehört;  die 
Ecken   des  Tetraeders  sind  die  4  Punkte  S^. 

Die  sechs  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen  der  Congruenz 
bilden  immer  ein  Brianchon'sches  Sechsseit.     Vergl.  S.  76. 

Die  Brennfläche  hat  12  Doppelpunkte;  sie  ist  nicht  dieselbe, 
wie  die  von  (2,  6)i,  sondern  eine  andere  der  4  von  Bahn  ge- 
fundenen Flächen  (siehe  oben).  Vergl.  R.  Sturm,  1.  c,  2, 
p.  271. 

Man  beachte,  dass  die  Congruenzen  (2,  5),  (2,4),  (2,  3), 
(2,  2)  sich  sämmüich  als  spedelle  Fälle  von  (2,  6)n  ansehen 
lassen;   Kummer,  1.  c,  p.  102;  R.  Sturm,  1.  c,  2,  p.  294. 


Die  Congruenz  (2,  7)  hat  einen  Punkt  8^,  10  Punkte  S^ 
vnd  10  Doppelstrahlen,  welche  den  einzigen  Punkt  Sq  mit  den 
10  Punkten  S^  verbinden;  sie  ist  vom  5*^  Bang, 

Die  Brennfläche  ist  von  der  14*^  Classe  und  hat  11  com- 
sehe  Punkte;  die  doppelt  berührenden  Devehppablen  und  statio- 
nären Ebenen  sind  von  den  Classen  40  bez.  30;  diese  Brenn- 
fläche ist  nicht  die  einzige,  die  11  conische  Punkte  hat;  es  gibt 
ausser  ihr  noch  drei  andere  ^  wie  Bohn,  l.  c.  gefunden  hat. 


Die  Congruenzen  2*®'  Ordnung  mit  nur  singulären  Punkten 
wurden  zuerst  in  der  bereits  citirten  Arbeit  von  Kummer, 
1866  studirt;  später  folgten  die  oben  schon  angegebenen  Auf- 
sätze, dann  Caporali,  Bend.  Äcc,  Napoli,  1879;  Bertini,  Bend. 
Äcc.  Lincei,  1879—80;  Loria,  AUi  Acc.  Torino,  1884—1886; 
Masoni,  Bend.  Acc.  Napoli,  1883. 

Die  Arbeit  Caporali's  enthält  eine  sehr  elegante  Erzeu- 
gungsart für  die  Congruenzen  (7,  2),  (6,  2),  (5,  2). 

§13.    Congruenzen  2^'  Ordnung  mit  singulären   Linien. 

Von  diesen  Congruenzen  unterscheidet  man  drei  Kategorien: 
I.  Die  Congruenz  besteht  aus  den  Sehnen  einer  Baumcurve, 

welche  nur  eine  Curve  4*®'  Ordnung  i*®'  Spedes  sein  kann.  Siehe 

Kap.  10,  S.  254.     Sie  ist  ^*^'  Classe  und  2^""  Bangs. 

Die  Brennfläche  ist  8*®'  Ordnung  und  wird  aus  den  vier 

Kegeln  2'^^  Grads  gebildet,  die  durch    die   Curve  4*®'  Ordnung 

gehen. 
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Die  4  Spitzen  der  Kegel  sind  für  die  Congruenz  singulare 
Punkte  2^^  Grads '^  die  singulare  Linie  ist  offenbar  die  Bawny- 
curve  4*®'  Ordnung. 

n.  Die  Congruenz  besteht  aus  allen  Geraden,  die  zwei 
Curven  treffen;  diese  Ourven  sind  die  singulären  Linien  mid 
können  sein: 

A)  zwei  Kegelschnitte  mit  zwei  gemeinschaftlichen  Funkten: 
die  Congruenz  ist  4*®'  Classe  und  2^^  JRangs;  die  Punkte  der 
beiden  Kegelschnitte  sind  singulär  2*^  Grads  mit  Ausnahmt  der 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte,  die  singulär  3^^  Grads  sind: 
die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  sind  singulär  2^^  Grads  und 
die  zwei  Berührungsebenen  an  beide  Kegelschnitte  in  ihren  Schnitt 
punkten  singulare  Ebenen  i*®°  Grads. 

Betrachtet  man  das  Büschel  von  Flächen  2^^  Ordnung, 
welche  durch  die  beiden  Kegelschnitte  gehen,  und  in  diesem  Büschel 
die  zwei  nicht  degenerirten  Kegel,  so  sind  die  Spitzen  dieser 
beiden  Kegel  auch  singulare  Punkte  2^^  Grads  für  die  Congruenz; 
die  Brennfläche  (4^^  Ordnung)  besteht  dann  aus  diesen  beiden 
Kegeln. 

B)  Eine  der  singulären  Linien  ist  eine  Gerade  und  die 
andere  eine  Curve  w*®'  Ordnung,  welche  die  Gerade  in  n  —  2 
Punkten  schneidet.  Diese  Congruenz  ist  n^^  Classe  u/nd  nullten 
Bangs. 

Jeder  Punkt  auf  der  singulären  Geraden  ist  ein  singulärer 
Punkt  n^^  Grads  und  jeder  Punkt  der  Curve  singulär  1^^  Grads. 
Jede  durch  die  Gerade  gelegte  Ebene  ist  singulär  2'^^  Grads. 
Die  Brennfläche  besteht  aus  der  Gesammtheit  aller  durch  die 
Gerade  an  die  Curve  gezogenen  Berührungsebenen ;  sie  ist  mithin 
von  der  Ordnung 

m  —  2(n  —  2) , 

wenn  m  die  Classe  der  Baumcurve  angibt. 

Die  Congruenz  hat  zu  Doppelstrahlen  alle  Geraden,  welche 
die  Curve  zweimal  schneiden  und  von  den  Punkten  der  singu- 
lären Geraden  ausgehen;  diese  Bisecanten  bilden  eine  Begel fläche 
von  der  Ordnung 

2(n  —  l)  —  ^m. 

in.  Die  Congruenz  besteht  aus  Strahlen,  welche  eine  gewisse 
singulare  Linie  nur  einmal  schneiden.  Es  können  hier  die 
folgenden  Fälle  vorkommen: 

A)  die  singulare  Linie  ist  eine  Gerade.  Die  Congruenz 
hat  den  Bang  Null.     Sie  kann  sein: 
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(1)  die  Congrumz  (2,2)  aXler  Geraden,  die  eine  Fläche 
^'  Ordnung  'berühren  tmd  evne  gegebene  Gerade  schneiden; 

(2)  die  Congruenzen  (2,  2|Lt — 2)  der  Geraden,  welche 
in  einem  JPiinkt  eine  Fläche  ft*®'  Ordnung  mit  einer  (f*  —  2) -fachen 
Geraden  berühren  und  ivelche  diese  letztere  in  einem  zweiten 
Funkt  treffen; 

(3)  die  Congruenzen  (2 ,  m)  der  Geraden,  die  man  erhält, 
wenn  die  Punkte  einer  Geraden  den  Ebenen  eines  Büschels, 
dessen  Axe  die  Gerade  ist,  vn  der  Correspondenz  (2,  m)  zugeord- 
net und  die  Büschel  von  Geraden  construirt  werden,  deren  Centrum 
in  einem  Punkt  der  Geraden  liegt  und  deren  Ebene  die  diesem 
Punkt  entsprechende  Ebene  ist. 

Diese  Species  (3)  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung  gezogen. 

B)  Die  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  »  >  1 ;  von 
jedem  ihrer  Punkte  geht  ein  Strahlenbüschel  der  Congruenz  aus 
umd  ausserdem  ein  anderer  isoUrter  Strahl.  Die  Classe  der  Con- 
gruenz ist  der  Ordnung  der  singulären  Gurve,  die  rational  sein 
muss,  gleich. 

Die  Ebenen  der  von  den  Punkten  der  singulären  Curve 
ausgehenden  Strahlenbüschel  müssen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung 
berühren,  dessen  Spitze  auch  ein  singulärer  Punkt  für  die  Con- 
gruenz ist. 

Der  Bang  der  Congruenz  ist  n  —  1 . 

Die  Congruenz  besteht  aus  den  Tangenten  an  einen  Kegel 
^^  Ordnung. 

Von  dieser  Species  lassen  sich  zwei  Unterabtheüungen  wnter^ 
scheiden: 

(1)  die  rationale  Curve  w*®'  Ordnung  liegt  auf  dem 
Kegel  2^^  Grads  und  geht  n  —  2  mal  durch  dessen  Spitze; 

(2)  die  rationale  Curve  w*®'  Ordmmg  Hegt  nicht  auf 
dem  Kegel,  ist  aber  projectiv  zu  ihm,  d.  h.  ihre  Punkte  entsprechen 
eindeutig  den  Berührungsebenen  des  Kegels  und  jeder  Punkt  liegt 
in  der  ihm  entsprechenden  Berührungsebene. 

C)  Die  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  w  >  1  ; 
von  jedem  ihrer  Punkte  geht  ein  Kegel  2^^  Ordnwng  von  Geraden 
der  Congruenz  aus  und  irgend  ein  anderer  Strahl.  Der  Bang 
der  Congruenz  ist  n  —  2 .  , 

Man  unterscheidet  die  folgenden  Falle: 

(1)  der  Kegel  2^^  Ordnung  zerfällt  in  zwei  Ebenen.  Die 
Congruenz  ist  2w*®'  Classe  und  besteht  aus  Strahlen^  welche  einen 
Kegel  ^*®'  Ordnung  berühren  und  eine  ebene  Curve  w*®'  Ordnung, 
die  n  —  1  mal  durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  schneiden. 
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Die  hier  folgenden  Arten  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung 
gezogen,  sie  wurden  von  Sturm  gefunden. 

(2)  Der  von  einem  Punkt  der  singulären  Linie  aus- 
gebende Kegel  2*^  Grads  ist  nicht  degener irt;  die  singvMre  Linie 
ist  em  Kegelschnitt.  Die  Congruenz  besteht  aus  allen  Geraden, 
iceldie  den  Kegelschnitt  schneiden  und  eine  Fläche  4*®'  Ordnung 
berühren,  die  den  KegelscJmitt  zur  Doppelcurve  und  ausserdem 
noch  4  andere  conische  Fwnkte  hat.     Die  Congruenz  ist  4^^  Classe, 

(3)  Ber  Kegel  degenerirt  nicht  und  die  singulare  Linie  ist 
eine  ebene  Curve  5*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt;  die  Con- 
gruenz ist  6*®'  Classe;  sie  entsteht  auf  die  folgende  Art:  Man 
nimmt  im  Raum  4  Punkte  an,  deren  6  Verbindungsgerade  sicfi 
auf  der  Curve  5*®'  Ordnung  schneiden;  alle  Kegel  2^^  Grads, 
deren  Spitzen  auf  der  Curve  liegen,  und  welche  durch  die  vier 
gewählten  Punkte  und  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  gehen, 
erzeugen  die  Congruenz  (2,  6). 

(4)  Der  Kegel  degenerirt  nicht  und  die  singulare  Linie  ist 
eine  Raumcurve  5*®'  Ordnung;  die  Congruenz  ist  6^'  Classe;  sie 
entsteht  auf  die  folgende  Art:  Auf  der  Raumcurve  5*®'  Ordnung 
nimmt  man  4  Punkte  an  und  zieht  durch  einen  von  ihnen  P 
eine  Sehne,  welche  die  Curve  in  einem  fünften  Punkt  Q  schneidet; 
die  Gesammtheit  der  Kegel  J2*^  Grads,  deren  Spitzen  auf  der 
Curve  liegen,  und  welche  durch  die  4  Punkte  gehen  und  in 
P  die  Sefine  PQ  berühren,  erzeugt  die  Congruenz, 

Die  sechs  Verbindungsgeraden  der  4  Punkte  sind  Doppel- 
straJilen  der  Congruenz  und  die  4  Punkte  sind  singulär  vom 
4*«^  Grad. 


Die  Congruenzen  2*®'  Ordnung  mit  singulären  Linien  be- 
handelte zuerst  Kummer  in  dem  wiederholt  citirten  Aufsatz 
vom  Jahr  1866;  er  begann  sie  zu  classificiren;  es  entgingen  ihm 
jedoch  einige  Species;  vollständig  ist  die  Aufzählung  von  Sturm, 
Math.  Ann.,  36,  von  Schumacher,  ib.,  38  und  in  der  schon 
citirten  Dissertation  Schumacher' s.  Das  letzte  Kapitel  des 
2^^  Bds.  des  Stürmischen  Werks  gibt  eine  eingehende  Darstel- 
lung dieser  Congruenzen. 

Mit  ihnen  beschäftigte  sich  auch  Montesano,  Atti  Acc, 
Torino,  1892;  Rend.  Lincei,  (5),  1;  Rend.  Palermo,  7;  Rend. 
Ist.  Lomb.,  1893;  er  studirte  ihre  Abbildung  auf  eine  Ebene. 


27 


420      Ksi^.  XIV.    Die  Linien-  und  Eugelgeometrie  im  Baum. 

Ueber  die  Congruenzen  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
existiren  nur  wenige  Arbeiten. 

Eine  der  ersten  ist  vonirmer,  Ueber  Strdhlensysteme  3^^  Ord- 
nwng  mit  Brenncurven,  Dissertation,  Halle  1870  (siehe  die  Fortsckr. 
d,  Math.,  1870,  p.  611);  eine  Congruenz  (3,  3)  wurde  von 
Roccella  in  einer  unter  dem  Titel:  Sugli  enti  geometrici  deUo 
spazio  di  rette  etc.,  1882  separat  publicirten  Arbeit  untersucht, 
in  welcher  der  Verfasser  eine  specielle,  durch  drei  projective 
Büschel  linearer  Complexe  erzeugte  Congruenz  studirte.  Mit  Con- 
gruenzen 3*®'  und  höherer  Ordnung  befassten  sich  auch  Hirst, 
JVoc.  London  See,  14,  16,  17;  Bend,  Palermo^  1  und  Fano, 
AUi  Acc,  Torim,  1894—1896;  1901;  Mem.  Äcc,  Torino,  (2), 
50,  1901.  In  dem  letzteren  Aufsatz  stellt  Fano  seine  sämmt- 
lichen  früheren  Untersuchungen  über  die  Congruenzen  3*®'  Ord- 
nung ohne  singulare  Linien  systematisch  zusammen. 

§  14.    Die  Eugelgeometrie. 

Wenn  5  Kugeln  gegeben  sind,  deren  Gleichungen  in  Carte- 
sischen  Coordinaten 

s,^{x-  a^^  +  (y  -  ft)^  +  {z-  y,)»  -  i?/  =  0, 

(i=l,2,...,5) 

lauten,  so  lässt  sich  die  Gleichung  jeder  anderen  Kugel  des 
Baums 

5  =  5^0?!  -|-  s^x^  "T~  %^3  ~r  ^4^4  ~r  %%  "^^  0 

schreiben,  worin  die  x  Grössen  bedeuten,  die  von  der  spe- 
ciellen  in  Betracht  gezogenen  Kugel  abhängen. 

Die  fünf  Grössen  x  kann  man  zu  homogenen  Coordinaten 
einer  Kugel  des  Eaums  nehmen;  die  fünf  gegebenen  Kugeln 
sind  dann  die  Fwndamentalkugeln  des  Coordinatensystems. 

Betrachtet  man  die  Kugel  als  Element  eines  Eaums,  so 
bildet  offenbar  die  Gesammtheit  aller  Kugeln  einen  linearen 
Baum  von  4  Dimensionen,  während  die  Gesammtheit  aller  Geraden 
des  Eaums,  wie  wir  schon  gesagt  haben,  einen  quadratischen 
Eaum  von  4  Dimensionen  bildet. 

Dieses  homogene  Coordinatensystem  wurde  von  Loria  an- 
gewendet. 

Ein  anderes  von  Eeye  benutztes  System  nicht  homogener 
Coordinaten  ist  das  folgende: 

Wir  wollen  Potenz,  eines  Punkts  in  Bezug  auf  eine  Kugel 
das  Produkt  der  Abstände    des   Punkts   von   zwei  mit   ihm    in 
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derselben  Geraden  liegenden  Punkten  der  Kugel  nennen;  (dkses 
Product  bleibt  beim  Variirm  der  durch  den  Punkt  gehenden  Trans- 
versalen constani);  die  drei  Coordinaten  a,  /3,  y  des  Mittelpunkts 
der  Eugel  und  die  in  Bezug  auf  die  Kugel  gebildete  Potenz  p 
des  Anfangspunkts  der  Cartesischen  Coordinaten  (diese  Potenz 
wird  durch  c?  -\-  §>^  -\-  y^  —  B^  =  p  ausgedrückt)  können  zu 
Coordinaten  der  Kugel  im  Baum  genommen  werden. 

Die  Coordinaten  x^  haben  (analog,  wie  bei  den  homogenen 
Punkt'  oder  Ebenencoordinaten)  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede 
ihrer  linearen  Transformationen  geometrisch  der  Umänderimg  des 
Systems  der  fünf  Fundamentalkugeln  in  ein  System  von  fünf 
anderen  entspricht,  welche  in  Bezug  auf  die  früheren  zu  Coor- 
dinaten die  Coefficienten  der  zu  der  gegebenen  inversen  linearen 
Substitution  haben, 

Sie  haben  ausserdem  die  Eigenschaft,  da^s,  wenn  der  KugeL- 
räum  mittelst  einer  Transformation  durch  reciproke  Badienvectoren 
iransformirt  wird,  die  Coordinaten  der  transformirten  Kugeln  in 
Bejsug  auf  die  5  transformirten  Fundamentalkugeln  dieselben  sind, 
wie  die  der  früheren  Kugeln  in  Bezug  auf  die  früheren  5  Fun- 
damentalkugeJn.     L  o  r  i  a. 

Setzt  man 

2Bij  =  2Bji  =  Bi^  +  B/  — 

-  {(«.—  -j)'  +  (ßi-ßjY  +  (n- y/} , 

so  heisst  der  Ausdruck  2B^j  Invariante  der  beiden  Fundamen- 
talkugeln  (i),  (^*);  sein  Verschwinden  ist  die  nothwendige  und 
ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  einander 
orthogonal  (senkrecht)  schneiden. 

Wenn  alle  B.j  verscfiwinden,  d.  h,,  wenn  die  fünf  Kugeln 
zu  je  zweien  senkrecht  auf  einander  stehen,   so  gut  die  Belation 

^,  -pY  =  0.     Darboux,   Sur   une    classe    remarquäble    des 

courbes  et  surfaces,  Paris  1873,  p.  135. 

Fünf  Kugeln,  die  sich  zu  je  zweien  orthogonal  schneiden, 
können  nicht  sämmtlich  reell  sein. 

Wird  mit  B  der  Badius  einer  beliebigen  Kugel  mit  den 
Coordinaten  a;,-,  (*  =  1,  2,  3,  4,  ö)  bezeichnet,  so  besteht  die 
Formel  ^  p 

aus  welcher  unmittelbar  die  Beziehungen  vor  Augen  treten,  die 
zwischen  den  x  bestehen  müssen,  damit  die  Kugel  entweder  den. 
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Eadius  Null  habe  (sich  auf  einen  Punkt,  eine  sogenannte  Punkt- 
kugel,  reducire)  oder  einen  unendlich  grossen  Badius  habe  (sich 
auf  eine  Ebene,  eine  Ehenevikugel,  reducire). 

Eine  Punktkugel  ist  als  orthogonal  zu  einer  Kugd  anzu- 
seilen, wenn  sie  auf  ihr  liegt;  zwei  Punktkugeln  sind  orthogonal, 
wenn  sie  zusammenfallen. 

Nennt  man  E^    die  Polare  des  Pols  y  in  Bezug  auf  die  Form 

■^xx  "^^  ^  -^ij  ^i  ^j  » 

so  ist  die  gemeinschaftliche  Invariante  der  beiden  Kugeln  mit 
den  Coordinaten  (x)  und  (y) 


2ji  ^i  jui  Vi 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  {x),  (y) 
einander  berühren,  ist 

Wie  in  der  Liniengeometrie,  so  lassen  sich  auch  in  der 
Kugelgeometrie  die  Kugelcomplexe ,  die  Kugelcongruenzen ,  ihre 
Ordnungen,  etc.  definiren. 

Alle  Kugeln  eines  linearen  Kugelcomplexes  stehen  senkrecht 
auf  derselben  Kugel, 

Alle  Punktkugeln  des  Baums  bilden  offenbar  einen  Complex 
2ten  Qj-ads,  dessen  Gleichung 

ij 

lautet;  wenn  man  zwischen  den  x  eine  neue  quadratische  Glei- 
chimg  aufstellt,  so  ergibt  sich  ein  anderer  Kugelcomplex  2*®"^  Grads; 
die  den  beiden  Complexen  gemeinschaftliche  Congruenz  4*®"^  Ord- 
nung wird  nur  von  Punktkugeln  gebildet;  dabei  ist  das  Theorem 
bemerkenswerth,  dass  der  Ort  dieser  oo^  Punktkugeln  eine  Cyclide 
ist.     Siehe  Kap.  12,  §  7. 

Ferner  gilt  im  Allgemeinen: 

Der  Ort  der  Punktkugeln  eines  Complexes  w*®'  Ordnung 
ist  eine  Fläche  2nt^^  Ordnung,  die  den  unendlich  fernen  ima- 
ginären Kreis  zur  n- fachen  Linie  hat.  Der  Ort  der  Punkt- 
ktigeln  einer  Congruenz  w*®'  Ordnung  ist  eine  Curve  2n^^  Ordnung. 

Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  studirte  und  classificirte 
Loria  die  Cycliden,  wie  wir  an  der  betreffenden  Stelle,  Kap.  12 
angegeben  haben. 
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Die  ersten  Begriffe  einer  Kugelgeometrie  verdankt  man 
Lie,  Campt  Bend,,  1870;  Math.  Änn.^  5,  femer  Darboux  in 
dem  schon  auf  Seite  421  citirten  Werk  (vergl.  auch  Darboux, 
Legons  sur  la  theorie  generale  des  surfäces,  Vol.  1:  Les  coor- 
donnees  pentasphcnques)\  auf  sie  folgten  Reye,  SyniJietische  Geo- 
metrie der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme  mit  einer  Einleitung 
in  die  analytische  Geometrie  der  Kugelsysteme,  Leipzig  1879; 
CreUe,  99;  Loria,  Mem,  Äcc.  Torino,  1884;  Ätti  Acc,  Torino, 
1885. 

Die  Arbeit  des  letzteren  Autors  enthält  eine  systematische 
Behandlung  des  Gegenstands;  wir  haben  sie  zu  den  wenigen 
obigen  Angaben  benutzt. 

Mit  metrischen  Beziehungen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  des 
Baums  beschäftigten  sich  Frobenius,  Grelle,  79;  Darboux, 
1.  c.  und  Ann,  de  V^c,  norm,  sup.,  1872;  siehe  auch  Salmon- 
Fiedler,  Anal.  Geom.  des  Eaums^  2.  Thl.,  3.  Aufl.  p.  453  u.  ff. 

Ueber  die  Bestimmung  der  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehenden  Funktkugel  und  die  Beziehung  dieses  Problems  zu  der 
Aufgabe,  den  Kreis  zu  construiren,  der  drei  gegebene  Kreise 
berührt,  siehe  Casey,  Trans.  Irish  Ac.,  1866;  Cayley,  Ann. 
di  mat.,  (2)  1. 


Kapitel  XV. 
Abzählende  Geometrie. 

§  1.    AUgemeines.  —  Frincip  der  Erhaltung  der  Anzahl, 

Die  abzählende  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  den  Problemen, 
die  zu  ermitteln  suchen,  wie  viele  bestimmte  geometrische  Gebilde 
existiren,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen;  z.  B.  wie  viele 
Kegelschnitte  eines  Büschels  eine  Gerade  berühren,  oder  vne 
viele  Curven  4*®'  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt  durch 
zehn  gegebene  Punkte  gehen,  etc.. 

Nachdem  das  geometrische  Gebilde  definirt  ist,  nehmen  -wir 
an,  es  existiren  oö^  Individuen,  die  dieser  Definition  entsprechen, 
d.  h.,  wir  setzen  voraus,  bei  der  analytischen  Darstellung  des 
Gebildes  bleiben  c  Constante  unbestimmt;  die  Zahl  c  pflegt  als- 
dann die  Constantenzähl  des  Gebildes  genannt  zu  werden. 

1.  Für  einen  Funkt  der  Ebene  ist  c  =  2  u/nd  für  einen 
Punkt  des  Raums  c  =  3. 

2.  Für  eine  Ebene  des  Raums  ist  c  =  3. 

3.  Für  eine  Gerade  in  der  Ebene  ist  c  =  2  und  für  eine 
solche  im  Raum  ==  4. 

4.  Bei  einem  Breieck  im  Raum  wird  c  =  9  u/nd  in  der 
Ebene  c  =  6. 

5.  Bie  Constantenmhl  eines  ebenen  Polygons  von  n  Seiten 
im  Raum  beträgt: 

c=  2w  +  3. 

6.  Für  ein  Polyeder  von  k  Seiten  ist  c  =  k  -\-  ß.  Hoppe, 
Grunerfs  Arch,,  55;   Schubert,  ib.,  63. 

7.  Bie  Constantenzahl  beträgt  für  eine  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegende  Curve  w*®'  Ordnung,  v*®'  Classe,  mit  d  Boppel- 
punkten,  r  Spitzen,  ö  Boppeltangenten,  c  Inflexianen: 

« 

c=3  +  iw(w  +  3)  — d[  —  2r  =  3  +  ^v(i/  +  3)—  d  —  2t. 
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8.  für  eine  aUgemeine  Fläche  n**'  Ordnung: 

c  =  i(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)  — 1, 

9.  für  einen  allgemeinen  Liniencomplex  n*®'  Ordntmg: 

c  =  i(n+l)(«+2)«(«+3)  — 1; 

Lüroth,  Crelle,  67;   Voss,  Math.  Ann.,  9. 

Wenn  y  eine  Bedingung  ausdrückt,  welcher  ein  geometri- 
sches Gehilde,  dessen  Definition  gegeben  ist,  unterworfen  wird, 
und  0  eine  andere  solche  Bedingiuig,  so  wird  die  aus  beiden  zu- 
sammen resultirende  Bedingung  durch  yz  dargestellt  und  das 
Product  der  beiden  Bedingimgen  genannt. 

Wenn  z.  B.  g  die  Bedingung  bezeichnet,  unter  welcher  eine 
Gerade  eine  bestimmte  andere  Gerade  schneidet  und  gp  die  Be- 
dingung, die  erfüllt  sein  muss,  damit  eine  Gerade  durch  einen 
Punkt  gehe,  so  stellt  ggp  die  Bedingung  dar,  unter  welcher 
eine  Gerade  durch  einen  Punkt  geht  und  eine  andere  Gerade 
trifft;  g^  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Gerade  zwei  gegebene 
Gerade  schneide,  etc. 

Man  sagt,  eine  Bedingung  sei  von  der  Dimension  a  für  ein 
bestimmtes  geometrisches  Gebilde,  wenn  sie  zu  a  Gleichungen 
zwischen  den  c  Constanten  des  Gebildes  führt,  d.  h.  wenn  oo^~* 
Gebilde  vorhanden  sind  (oo^  =  endliche  Zahl),  die  der  gegebe- 
nen Bedingung  genügen.  Die  Gesammtheit  aller,  der  Bedingung 
von  der  Dimension  cc  genügenden  oo^"^  Gebilde  heisst  ein 
System  von  der  (c  —  a)^^  Stufe;  so  ist  eine  Curve  ein  System 
1*®'  Stufe;  ein  Strahlencomplex  eia  System  3*®'  Stufe,  eine 
Regelfläche  ein    Strahlensystem  1*®'  Stufe   etc. 

Die  Dimension  einer  Bedingung,  welche  das  Product  meh- 
rerer anderer  ist,  kommt  der  Summe  der  Dimensionen  der  Fac- 
tor en  gleich. 

Es  sei  c  die  Constantenzahl  eines  geometrischen  Gebildes 
und  diesem  mögen  c-fach  zusammengesetzte  Bedingungen  auf- 
erlegt werden ;  alsdann  existirt  im  Allgemeinen  eine  endliche 
Anzahl  N  von  Individuen  des  Gebildes,  welche  diesen  Bedin- 
gungen genügen. 

Wird  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  des  Gebildes  ge- 
ändert, oder  wird  sie  auf  geeignete  Weise  specialisirt ,  so  bleibt 
die  Zahl  N  entweder  ungeändert  oder  wird  unendlich  gross.  Dieser 
Satz  heisst  das  Princip  der  Erhältung  der  Anzahl  oder  das  Princip 
der  gleichgültigen  oder  speciellen  Lage.  Schubert.  Algebraisch 
interpretirt,   sagt   es   aus,   dass   eine   Gleichung,    vde  man   auch 
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die  Werthe  ihrer  Coefficienten  ändern  möge,  entweder  dieselbe 
Anzahl  von  Wurzeln  behält,  oder  eine  Identität  wird,  in  wel- 
chem Fall  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  unendlich  gross  ist. 

Selbstverständlich  muss  man  bei  seiner  Anwendung  die 
durch  die  vorgenommenen  Aenderungen  etwa  eingetretene  Ver- 
vielfachung der  Individuen  in  Eechnung  ziehen. 

Dieses  Princip  ist  sehr  förderlich,  weil  man  durch  Spe- 
cialisirung  der  Lage  der  Elemente  eines  Gebildes  die  Berechnung 
der  Anzahl  von  Individuen,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen, 
bedeutend  vereinfachen  kann.  Ein  Beispiel  wird  seine  Anwen- 
dung erläutern: 

Man  wünscht  zu  wissen,  wie  viele  Gerade  4  gegebene 
Gerade  treffen. 

Man  weist  den  4  Geraden  eine  specielle  Lage  an  und 
nimmt  z.  B.  an,  zwei  von  ihnen  gehen  durch  einen  Punkt  P 
und  die  beiden  anderen  durch  einen  anderen  Punkt  P';  dann  gibt 
es  offenbar  zwei  Gerade,  welche  die  4  Geraden  treffen  und  zwar 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  P,  P'  und  den  Schnitt 
der  beiden  Ebenen,  in  denen  die  beiden  gegebenen  Paare  von 
Geraden  liegen.  Vermöge  des  obigen  Pnncips  können  wir  daher 
behaupten,  dass  immer  zwei  Gerade  existiren,  welche  vier  gegebene 
Gerade  treffen.  Es  leuchtet  auch  ein,  dass  durch  andere  Spe- 
cialisirung  der  Lage  der  vier  Geraden  (z.  B.  durch  die  Annahme, 
drei  der  Geraden  liegen  in  einer  Ebene  oder  gehen  durch  einen 
Punkt  etc.)   die  gesuchte  Anzahl   imendlich   gross  werden  kann. 

Die  Anwendungen  dieses  Princips,  welches  als  Postulat 
anzunehmen  ist,  sind  verschiedenartig;  es  wurde  von  Schubert 
klar  formulirt  und  kann  auf  vier  verschiedene  Arten  ausge- 
sprochen werden,  die  sich  als  Corollare  des  Princips  ansehen 
lassen.  Siehe  Schubert,  Calcül  der  abzahlenden  Geometrie, 
Leipzig  1879,  p.  12    u.  334. 

§  2.    Symbolischer  Calcül  der  Bedingungen. 
Incidenz-  und  Coincidenzformeln.     Sätze  über  die 

Berüluningen. 

Für  das  Thema,  welches  uns  hier  beschäftigt,  ist  die  Ein- 
führung der  folgenden  Symbolik  von  Bedeutung. 

Es  sei  ein  Gebilde  gegeben,  dessen  Constantenzahl  c  be- 
trägt; wenn  wir  ihm  eine  Bedingung  v  von  der  Dimension  c 
auferlegen,   so    erhalten    wir   eine    endliche   Anzahl   von  Indivi- 
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duen,  die  ihr  genügen;  wir  wollen  diese  Zahl  mit  demselben 
Buchstaben  v  bezeichnen,  der  auch  die  Bedingung  darstellt. 

Man  kann  dann  zwischen  den  Symbolen,  welche  die  ver- 
schiedenen Bedingimgen  darstellen,  die  sich  einem  Gebilde  auf- 
erlegen lassen,  damit  es  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten 
bestimmt  sei,  Fundamentalbeziehungen  oder  -Identitäten  fest- 
stellen. 

Es  sei  z.  B.  p  das  Symbol,  welches  die  Bedingung  darstellt, 
unter  welcher  ein  Punkt  in  einer  Ebene  liegt  und  P  das  Sym- 
bol für  die  Bedingung,  dass  ein  Punkt  in  einem  speciellen 
Ort  fest  liege;  wir  können  dann  offenbar  symbolisch   schreiben: 

p'  =  p, 

weil  beide  Terme  den  Zahlenwerth  1  haben. 

Auf  diese  Art  würde  man  nur  zu  Relationen  zwischen  Be- 
dingungen Yon  der  Dimension  c  kommen;  nimmt  man  aber 
einen  Kuiistgriff  zu  Hülfe,  so  lässt  sich  auch  Beziehungen 
zwischen  solchen  von  beliebiger  Dimension  a-<c  ein  Sinn  bei- 
legen: Es  mögen  verschiedene  Bedingungen  von  der  Dimension 
et  vorliegen;  sie  seien  v,  v',  v",  .  .  .  und  y  sei  eine  beliebige 
Bedingung  von  der  Dimension  c  —  a.  Multiplicirt  man  v,  v', 
v",  .  .  .  mit  y,  so  ergeben  sich  lauter  Bedingungen  von  der 
Dimension  c.  Nun  wollen  wir  annehmen,  es  bestehe  zwischen 
den  V  eine  Relation,  wenn  die  aus  der  Multiplication  eines  jeden 
Terms  dieser  Relation  mit  (dem  beliebigen)  y  sich  ergebende 
Beziehung  (die  eine  solche  zwischen  Bedingungen  von  der  Dimen- 
sion c  darstellt)  thatsächlich  in  dem  oben  angegebenen  Sinn 
existirt. 

Bezeichnet  z.  B.  p  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Punkt 
auf  einer  Geraden  liegt,  so  ist  offenbar 

Denn,  multiplicirt  man  z.  B.  mit  J9,  so  folgt  p^  =  pPg^ 
und  diese  Relation  besteht,  weil  beide  Seiten  der  Gleichung  den 
Werth  1  haben. 

Im  Allgemeinen  gelten  für  die  symbolischen  Gldchimgen^ 
welche  man  auf  diese  Art  erhält,  alle  gewöhnlichen  Begeht  der 
Arithmetik  über  Addition,  Subtraction  und  Multiplication. 

Fundamentalrdationen  sind: 

\  P>Pg>  ^^^'  Psind  die  Symbole,  welche  dieBedin- 

p^  =  p  gungen  darstellen,  unter  welchen  ein  Punkt 

p^  =-  pPg==  P  in  einer  Ebene,  auf  einer  Geraden,   oder 

]  fest  liegt  \ 
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9 


e^  =  ee„  =  E 


9 


9' 

99f 

99. 
G 


9p  +  9e 
9s  =  99e 


9. 


2. 


9, 


2 


e,e  ,  bez,  E  sind  die  Symbole,  welche  die  Bedin- 
gmi^en  darstellen,  die  bestehen  müssen,  da- 
mit eme  Ebene  durch  einen  Punkt  oder  eine 
Gerade  gehe  oder  fest  liege; 

9y  9ey  9p*  9»>  ^^^'  ^  ^^!^^  ^^^  Symbole  für  die 
Bedingungen,  die  bestehen  müssen,  damit 
eine  Gerade  entweder  eine  Gerade  schneide 
oder  in  einer  Ebene  liege  oder  durch  einen 
Punkt  gehe  oder  einem  Strählenbäschel  an- 
gehöre oder  fest  liege*). 


Punkt  und  Gerade,  Ebene  und  Gerade,  Punkt  und  Ebene 
beissen  inddent,  wenn  sie  sicli  gegenseitig  angehören,  d.  b.  wenn 
der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  die  Gerade  in  der  Ebene  oder 
der  Punkt  in  der  Ebene;  zwei  Gerade  beissen  incident,  wenn  sie 
sieb  schneiden. 

Inddenzformeln  werden  wir  alle  Gleichungen  zwischen  den 
Bedingungen  nennen,  welche  diese  vier  Incidenzen  darstellen. 

Sie  lauten,  wenn  die  Symbole  die  oben  angegebene  Bedeu- 
tung haben: 


P9  =Pn  +  9e=P     +9e^ 


9 


'99.=^r  '\'9., 


P9.  =  JP^9p  =G'\-]^^g  =  G-\-  p^g^, 

^9  =9p  +  e^  =  9p  +  e^ 

^9e  =9»  +  ß^ 

eV.=  eg,  =  G-{-  eV  =  ö^  +  e^9p> 

p^e  — p^e^  +i>^^  =-■  0, 

(^—9ji+9e\+9pK-9K  +  H=0, 
(^h—gXhp+K)  +  {g^+g;)h—gH==0, 
Ghe  —  g,h,-j-g^H=0, 
Gh^  —  g,\+g^H  =  0, 


Die  Gerade  g  und  der 

Punkt  p  gehören  sich 

an. 

Die  Ebene  e  und  die 

Gerade  g  gehören 

sich  a^. 

Der  Punkt  p  und 

die  Ebene  e  gehören 

sich  an. 

Das  Symbol  h  ist,  wiep, 
das  Symbol  einer  Ge- 
raden und  die  beiden 
Geraden  g  und  h 
schneiden  sich. 


*)  Diese  Symbole  haben  Schubert  in  seinen  weiter  unten 
citirten  Arbeiten  und  auch  andere  deutsche  Autoren  benutzt;  sie  be- 
ziehen sich  auf  die  Anfangsbuchstaben  der  Worte  Gerade,  Ebene, 
Punkt,  Strahl.  » 
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Diese  Formeln  kommen  auf  vielfache  Art  zur  Anwendung; 
ynr  können  uns  dabei  aber  nicht  aufhalten  und  verweisen  auf 
das  Schubert 'sehe  Werk.  Wir  beschränken  uns  darauf,  einige 
Seispiele  anzuftihren. 

Es  liege  das  einfach  unendliche  System  aller  Berührungs- 
geraden  und  der  bezüglichen  Berührungs^wwÄi^e  einer  Raumcurve 
vor;  wenn  man  dann  ein  einfach  unendliches  System  derartiger 
Curven  betrachtet,  so  erhält  man  in  der  Gesammtheit  ein 
doppelt  unendliches  System  von  sich  angehörenden  Geraden 
und  Punkten.  Für  ein  solches  System  stellt  das  Symbol  p^  die 
Bedingung  dar,  unter  welcher  einer  dieser  Punkte  gleichzeitig 
in  zwei  gegebenen  Ebenen  liegt,  d.  h.  in  einer  gegebenen 
Geraden;  es  stellt  mithin  auch  die  Anzahl  der  Curven  des 
Systems  dar,  welche  von  einer  gegebenen  Geraden  geschnitten 
werden;  ebenso  wird  das  Symbol  g^  die  Anzahl  der  Tangenten 
des  Systems  angeben,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen, 
daher  auch  die  Anzahl  der  Curven  des  Systems,  die  eine  gege- 
bene Ebene  berühren,  und  pg  die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems, 
die  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen  und  zugleich  Geraden  ent- 
sprechen, die  eine  andere  gegebene  Gerade  schneiden;  aus  der 
Formel  vg  =  p^  -\-  g^  folgt  daher  das  Theorem: 

Es  liege  ein  einfach  tmendUches  System  von  Raumcurven 
vor;  wenn  zu  der  Anzahl  der  Curven,  die  eine  gegebene  Gerade 
schneiden,  die  Anzahl  der  Curven  addirt  wird,  die  eine  bestimmte 
Ebene  berühren,  so  erhält  man  als  Summe  die  Anzahl  der 
Curven  des  Systems,  welche  eine  Ebene  derart  schneiden,  dass 
die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  eine  bestimmte  Gerade 
treffen;  oder  man  erhält  den  Grad  der  Curve,  welche  der  Ort 
der  Berührwngspu/nkte  aller  eine  gegebene  Gerade  schneidenden 
Ta/ngenten  an  die  Curven  des  Systems  ist;  Zeuthen,  Compt 
Bend,,  1872. 

Es  sei  n  die  Ordnung  einer  ebenen  Curve,  v  die  Bedingung, 
imter  welcher  sie  eine  gegebene  Gerade  des  Raums  schneidet, 
^n  die  Bedingung  dafür,  dass  ihre  Ebene  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehe,  P  diejenige,  unter  welcher  sie  selbst  durch  einen 
Punkt  geht.  Betrachtet  man  ein  d(yppelt  unendliches  System 
solcher  Curven,  so  erhält  man  ein  dreifach  unendliches  System 
von  Punkten,  und  die  Ebenen  der  Curven  bilden  ein  doppelt 
unendliches  System  von  Ebenen. 

Die  Incidenzformel 

p3  —  p2g  +  jpc^  —  e'  =  0 
wird 
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JP  =  fiv  —  >*  f*'^ 
weil 

p^  =  F,    e  =  (i,  p^  =  V 

und  überdies 

ist,  da  im  Allgemeinen  in  einem  doppelt  unendlichen  System 
von  Curven  die  (dreifache)  Bedingung  nicht  erfüllt  werden  kann, 
dass  eine  Curve  dieses  Systems  in  einer  willkürlich  vorgeschrie- 
benen Ebene  liegen,  d.  h.,  dass  die  Ebene  der  Curve  durch  drei 
gegebene  Punkte  gehen  soll. 

Nun  drückt  die  oben  angegebene  Eelation  die  Bedingung 
P  durch  die  beiden  anderen  v  und  fi  aus;  wenn  wir  daher  eine 
Tabelle  hätten,  aus  welcher  wir  den  Werth  von  fiv  und  ft* 
entnehmen  könnten,  so  würden  wir  den  Werth  von  P  erhalten. 
So  wollen  wir  z.  B.  ein  doppelt  unendliches  System  von  Kegel- 
schnitten im  Eaum  und  zwar  speciell  das  System  aller  Kegel- 
schnitte betrachten,  die  drei  gegebene  Ebenen  berühren  und  drei 
gegebene  Gerade  schneiden;  nennt  man  q  die  Bedingimg,  unter 
welcher  ein  Kegelschnitt  des  Eaums  eine  Ebene  berührt,  so  lässt 
sich  die  Bedingung,  welcher  alle  diese  Kegelschnitte  genügen 
müssen,  durch  v^q^  ausdrücken.  Multiplicirt  man  daher  beide 
Seiten  der  Incidenzformel  mit  v^q^^  so  erhält  man,  da  im  vor- 
liegenden Fall  n  =  2  ist, 

Aus  der  Tabelle,  die  wir  weiter  unten  in  §  4  folgen  lassen, 
entnehmen  wir: 

fiv^Q^  =  72,     (i^v\^  =  24., 

mithin 

Pv\^  =  24 , 

d.  h.,  in   unserem  System  gibt   es   24   Kegelschnitte,   die   durch 
einen  Punkt  gehen. 

Coincident  heissen  zwei  Elemente  (zwei  Punkte,  zwei  Ge- 
rade, zwei  Ebenen),  die  unendlich  nahe  aneinander  liegen. 

Die  bezüglichen  Formeln  heissen  Goincidenzfarmdn.  Eine 
von  ihnen  entspricht  dem  sogenannten  Chasl es' sehen  Cdncidem- 
prindp.     Siehe  Kap.  1,  §  2. 

Wir  wollen  annehmen,  ein  einfach  unendliches  System  von 
Paaren  von  Punkten  sei  derart  gegeben,  dass  es  in  ihm  p  Paare 
gibt,  die  den  ersten  Punkt  und  q  Paare,  die  den  zweiten  Punkt 
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gemeinschaftlich  haben,  und  es  stelle  g  die  Gerade  dar,  welche 
die  beiden  Punkte  eines  Paars  verbindet  und  mithin  auch 
die  Anzahl  der  Geraden,  welche  Paare  von  Punkten  verbinden 
und  von  einer  beliebigen  Geraden  des  Eaums  getroffen  werden. 
^Bezeichnet  man  dann  mit  c  die  Anzahl  der  Coincidemen,  d.  h, 
die  Zahl,  welche  angibt,  wie  oft  die  beiden  Punkte  eines  Paars 
coincidiren,  so  ergibt  sich  die  Formel 

e=p-\-  q  —  g (1) 

Wenn  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  eines  Paars 
eine  feste  Lage  hat,  so  wird  g  =  0  und  man  erhält 

s=p-\-q. 

Diese  letztere  Beziehung  entspricfit  der  Chasles'schen  Correspon- 
denzformel. 

Aus  der  Formel  (1)  lassen  sich  verschiedene  andere  ableiten, 
z.  B.  die  beiden  folgenden: 

ip  =pq  —  g^, 

die  auf  die  n£(ichstehende  Art  zu  interpretiren  sind: 

Ist  ein  dreifach  unendliches  Sy stein  von  Ptmktepaaren  ge- 
geben und  man  addirt  die  Anzahl  der  Paare,  deren  erstes  Ele- 
ment fest  liegt,  die  Anzähl  derjenigen,  deren  zweites  Element 
fest  liegt,  und  den  Grad  des  Liniencomplexes ,  icelcher  aus  den 
die  entsprechenden  Punkte  eines  Paars  verbindenden  Geraden 
besteht,  so  ist  die  Summe  derjenigen  Zahl  gleich,  welche  angibt,  wie 
oft  sich  zwei  entsprechende  Punkte  unbegrenzt  in  einer  Richtung 
einander  nähern,  die  durch  einen  beliebigen  festen  Punkt  geht. 

Bei  einem  doppelt  u/nendlichen  System  von  Punktepaaren 
ist  die  Differenz  zunschen  der  Anzahl  der  Paare,  deren  Pu/nkte 
bez.  in  zwei  voraus  bestimmten  Ebenen  liegen  und  der  Anzahl 
der  Paare,  für  welche  die  Verbindu/ngsgerade  der  beiden  Punkte  in 
einer  im  Voraus  festgesetzten  Ebene  liegt ,  der  Ordnung  der  Raum- 
curve  gleich,  welche  der  Ort  der  Coincidenzen  ist 

Es  lassen  sich  nun  die  Formeln  für  die  Ausdehnung  des 
Chasles'schen  Correspondenzprincips  auf  die  Ebene  und  den 
Baum  ableiten.  Sie  sind  von  Salmon,  Geom,  of  three  dim,, 
2.  ed.,  1865,  p.  511  (siehe  Fiedler's  Bearbeitung,  2.  Thl.  2.  Aufl., 
p.  556);  Zeuthen,  Compf,  Eend.,  1874;  Schubert,  Math, 
Ann,,  10  angegeben  worden.  Siehe  auch  des  letzteren  Calcül 
der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  p.  45. 
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Aus  denselben  Principien  ergeben  sich  die  folgenden  wich- 
tigen Theoreme: 

Es  liege  ein  einfach  unendliches  System  ebener  Curven  und 
ausserdem  eine  Curve  n*®'  Ordnung  und  w*®'  Classe  vor.    Wenn 

V  u/nd  Q  die  sogenannten  beiden  Charakteristiken  des  Systems 
ebener  Curven  sind^  d,  h,  angeben,  wie  viele  Curven  des  Systems 
durch  einen  Punkt  gehen  bez.  eine  Gerade  berüJiren,  so  gibt  es 

nQ  -\-  mv 

Curven  des  Systems,  welche  die  gegebene  Curve  berühren. 

Und  ähnlich:  In  einem  einfach  unendlichen  System  von 
Baumcurven  gibt  es 

nQ  -\-  mv 

Curven,  die  eine  Fläche  »*®'  Ordntmg  und  w*®'  Classe  berühren, 
wenn   mit  q    die  Anzahl   der    eine  Ebene  berührenden  und  mit 

V  die  Anzahl  der  eine  Gerade  schneidenden  Curven  bezdchnet 
wird. 

Die  Berührungspunkte  zweier  einfach  unendlicher  lüsterne 
von  ebenen  Curven,  deren  Charakteristiken  bez. 

^1^    Ql'^      ^2'    Q2 

sind,  bilden  eine  Cwrve  von  der  Ordnung 

und  die  Tangenten  in  diesen  Berührungspunkten  umhüllen  eine 
Curve  von  der  Classe 

Eine  Verallgemeinerung  des  1*®"^  Theorems  lautet: 
Es  sei  in  der  Ebene  eine  Zuordnung  zwischen  Punkten  und 
Geraden  von  der  Art  festgestellt,  dass  jeder  Geraden  eine  Anzahl 
Q  von  auf  ihr  liegenden  Punkten  und  jedem  Punkt  eine  Anzahl 

V  von  durch  ihn  gehenden  Geraden  entspricht;  es  wird  dann 

nQ  -f-  mv 

mal  vorkommen,  dass  eine  dieser  Geraden  in  einem  der  ihr  ent- 
sprechenden Punkte  eine  ebene  Curve  w*®'  Ordnung  und  m*®'  Clause 
berührt. 

Dieser  Satz  kann  zur  Ableitung  des  Correspondenzprincips 
von  Brill-Cayley  benutzt  werden  (siehe  Kap.  5,  §  4),  welches 
die  Erweiterung  des  für  die  Correspondenzen  auf  der  Geraden 
geltenden  Chasl  es 'sehen  Princips  auf  diejenigen  Correspondenzen 
ist,  die  auf  Curven  beliebigen  Geschlechts  bestehen.  Siehe  §  18 
des  citirten  Schub  er  tischen  Werks. 
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Um  die  Fruchtbarkeit  dieser  Theoreme  darzuthun  und  ihre 
Anwendung  zu  zeigen,  wollen  wir  das  folgende  Beispiel  ein- 
gehender ausführen: 

Es  soll  zu  ermitteln  sein,  wie  viele  in  einer  Ebene  liegende 
Kegelschnitte  5  gegebene  Kegelschnitte  berühren.  Bezeichnet 
man  mit  S  die  Bedingung,  unter'  welcher  ein  Kegelschnitt  eines 
Systems  einen  cmderen  festen  Kegelschnitt  berührt  und  mit  fi 
die  Bedingung,  unter  welcher  seine  Ebene  durch  einen  Punkt 
geht,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Kegelschnitt  des 
ebenen  Systems  5  Kegelschnitte  berühre,  durch 

gegeben. 

Nun  ist  aber  nach  einem  der  vorstehenden  Theoreme 

S  ==  nQ  -\-  mv  =  2q  -{-  2v^ 

weil  in  dem  vorliegenden  Fall  m  =  n  =  2  ist;  die  Bedingung 
lautet  daher: 

^8fif5  =  ^\2q  +  2vy  =  2^ii\Q^  +  5q^v  + 

Aus  den  Tabellen  in  §  4  entnehmen  wir  dann  die  Werthe 
von  ft^^^,  fi^Q^Vy  etc.  und  erhalten  schliesslich 

^3^5  ^  2^ .  102  ==  3264 

als   die  Anzahl   der  Kegelschnitte   eines   ebenen  Systems,    die  5 
gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

§  3.    Die  CharakteristikentheoTie. 

Man  habe  in  einer  Ebene  ein  einfach  unendliches  System 
von  Kegelschnitten;  es  sei  z  eine  Bedingung  1*®'  Dimension 
(eine  einfache),  und  v  bez.  q  mögen  die  Bedingungen  darstellen, 
imter  denen  ein  Kegelschnitt  des  Systems  durch  einen  Punkt 
geht  bez.  eine  Gerade  berührt. 

Die  Charakteristikentheorie  beruht  auf  dem  nachstehenden 
Satz  von  Chasles,  der  zwar  von  Chasles  als  allgemein  giltig 
hingestellt  wurde,  der  aber,  wie  man  später  in  Folge  der  Unter- 
suchimgen  von  Halphen   einsah,    nicht  für   alle  Fälle  gilt. 

Die  Bedingung  e  lässt  sich  (wie  Halphen  zeigte,  nicht 
cUlgemein,  sondern  nur  in  vielen  Fällen)  linear  durch  v  und  ^ 
mittelst  der  Formel 

z  =  av  -{-  ßq 

Pascal,  Bepertorium.  ü.  28 
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ausdrücken,  worin  a,  ß  nur  von  der  Bedingung  e  abhängige 
Zahlen  sind.  Die  Zahlen  v,  q  heissen  Charakteristiken  des 
Kegelschnittsystems. 

Dieses  Theorem,  welches  eine  wichtige  Formel  der  abzäh- 
lenden Geometrie  der  Kegelschnitte  enthält,  wurde  durch  Ver- 
suche von  Ohasles,  Compt.  Eend,,  1864  aufgefunden,  ohne 
Beweis  formulirt  und  zu  verschiedenen  Anwendungen  benutzt. 

Bewiesen  wurde  es  von  Clebsch,  Ma^.  Ann,,  6;  Hal- 
phen,  Bull.  Soc.  math.,  1;  Schubert  und  Hurwitz,  Gott. 
Nachr.,  1876;  Schubert,  Alz.  Geom.,  §38;  Brill,  Math, 
Ann.,  10;  etc. 

Das  Chasles'sche  Theorem  gilt  jedoch  nicht  for  jede  Be- 
dingung ^,  wie  Halphen  nachwies,  Compt.  Rend.,  83,  p.  537 
und  886;  Froc.  Lond.  math.  Soc,  9,  10;  Math.  Ann.,  15;  Journ. 
de  VEc.  pöl.^  45;  er  machte  zu  dem  Theorem  den  Zusatz: 

Damit  das  Chasles'sche  Theorem  gütig  sei,  d.  h.,  damit 
sich  z  durch  die  Formel 

z  s=  av  -{-  ßg 

ausdrücken  lasse,  worin  cc  und  ß  nur  von  z  abhängen,  ist  es 
nöthig  und  ausreichend,  dass  die  Anzahl  der  Kegelschnitte,  welche 
der  Bedingung  z  genügen  wnd  eine  Berühru/ng  3*®'  Ordnung  mit 
einer  gegebenen  Curve  haben,  a  +  j3  sei. 

Andererseits  hat  Study  in  seiner  Habilitationsschrift  (Leipzig 
1885,  Math.  Ann.,  26)  nachgewiesen,  dass,  von  einem  gewissen 
Standpunkt  aus  betrachtet,  der  Chasles'sche  Satz  als  allgemein 
giltig  angesehen  werden  kann. 

Aus  dem  Chasles 'sehen  Theorem  folgt  ein  Corollar  zu 
einem  von  uns  schon  in  §  2  mitgetheilten  Satz  über  die  Anzahl 
der  Berührungscurven  an  g^ebene  Curven: 

.  Wenn  man  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  eines  Systems  zu 
kennen  wünscht,  welche  eine  Curve  n*®'  Ordnung  und  w*®'  Classe 
berühren,  so  genügt  dazu,  in  der  Chasl es* sehen  Formet 

a  =  m,    j3  ==  w 
zu  setzen. 

Man  kann  auch  ein  allgemeineres  Problem,  als  das  Chas- 
les'sche,  aufstellen: 

Wenn  ein  System  von  beliebigen  Gebilden  (nicht  von  Kegel- 
schnitten allein)  gegeben  ist,  das  nicht  nur  einfach  unendlich,  son- 
dern Ä;-fach  unendlich  ist,  existirt  dann  eine  endliche  Atiz^ViI  yon 
A;- fachen  Bedingimgen  der  Art,  dass  jede  andere  A;-fache  Be- 
dingung   z  sich    linear  und  mit  nur  von  der  Bedingung  z  ah- 
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h&ngigen  Coefficienten  durch  sie  ausdrücken  lässt?  Diese 
A;- fachen  Bedingungen,  deren  Anzahl  endlich  ist,  kann  man  dann 
die  Charakteristiken  des  Systems  nennen. 

An  diesem  Problem  hat  man  sich  vielfach  versucht;  Chasles 
meinte  einmal,  die  beiden  Charakteristiken  v  und  q  könnten 
nicht  nur  för  die  Kegelschnitte,  sondern  für  jede  Plancurve 
gelten.  Halphen  dehnte  die  Betrachtungen  dieser  Art  auch 
auf  die  Kegrischnitte  des  Baums  und  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung aus;  Bull.  Soc,  math.,  2.  Cremona  bemerkte,  dass  sich 
für  ein  doppelt  unendliches  System  von  Kegelschnitten  drei 
Charakteristiken  aufstellen  lassen;  nämlich  die  Anzahl  der  durch 
2  Punkte  gehenden  Kegelschnitte,  die  Anzahl  derjenigen,  die 
durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  Gerade  berühren,  und  die 
Anzahl  der  Kegelschnitte,  die  zwei  Gerade  berühren,  Compt, 
Mend,,  69,  p.  776.  Schubert  widmete  diesem  Problem  ein 
ganzes  Kapitel  seiner  citirten  Arbeit  und  machte  den  Versuch, 
es  für  gewisse  einfache  Systeme  von  Gebilden  zu  lösen. 


Die  ersten  Arbeiten  über  die  Charakteristikentheorie  sind  die 
sehr  zahlreichen  Aufsätze  von  Chasles  (z.B.  Compt, Rend,,  1864; 
speciell  der  vom  27.  Juni  1864),  welche  zum  Theil  Veranlassung 
2u  einer  Polemik  mit  De  Jonquieres  gaben;  ein  Verzeichniss 
der  sich  hierauf  beziehenden  Schrifken  findet  man  bei  Loria, 
U  passato  e  ü  presente  delle  principali  teorie  geom,,  .Torino 
1896,  p.  263,  264,  deutsche  Ausg.,  p.  65  u.  ff. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Cayley,  namentlich  in  den 
JPhil.  Trans,,  1868;  Salmon,  An.  Geom.  der  höheren  ebenen 
Curven,  deutsch  von  Fiedler,  2.  Aufl.,  Leipzig  1882;  Cre- 
mona, Compt.  Bend.,  1864  (siehe  auch  seine  Introd.  ad  una 
teoria  geom,  deUe  curve  piane,  Bologna  1862,  auch  in  den  Mem. 
Acc.  Bologna,  12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  1865);  Zeu- 
then,  unter  Anderem  Bull,  des  sciences  maiHu,  7.  Eine  kurze 
Darstellung  findet  man  in  der  Clebsch-Lindemann'schen 
Geometrie  und  viele  Literaturnachweise,  die  sich  jedoch  nur 
bis  1872  erstrecken,  bei  Painvin,  Bull,  des  sciences  maüi.,  3. 

üeber  die  neueste  Literatur  sehe  man  Loria,  1.  c.  nach, 
wo  auch  die  lange  Reihe  der  übrigen  Aufsätze  von  Chasles, 
Compt.  Bend.,  1871 — 1877  über  die  zahlreichen  Anwendungen 
des  nach  ihm  benannten  Correspondenzprincips  auf  die  abzäh- 
lende Geometrie  aufgezählt  wird.  Die  Geschichte  dieses  Princips, 
welches  seiner  Natur  nach  so  eng  mit  den  Theorien  der  abzäh- 

28* 
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lenden  Geometrie  yerbimden  ist,   findet  man  in  einem  histori- 
schen Aufsatz  von  Segre,  Bihl,  mcUh.,  1892. 


Man  kann  sagen,  dass  die  abzählende  Geometrie  als  Lehr- 
körper mit  der  Gharakteristikentheorie  von  Chasles  entstan- 
den sei. 

Es  war  Halphen,  der,  von  der  Gharaktenstikentheorie 
ausgehend,  den  symbolischen  Galcül  der  Bedingungen  einfahrte, 
welcher  dann  hauptsächlich  von  Schubert  fortgesetzt  wurde. 
Der  letztere  legte  systematisch  die  Grundlagen  dazu  in  seinen 
Beiträgen  zur  abzählenden  Geometrie,  Math,  Ann,,  10  und  anderen 
darauf  folgenden  Arbeiten,  ib.,  11,  12,  etc. 

Viele  Besultate  und  Bestimmungen  in  Bezug  auf  die  ab- 
zählende Geometrie  wurden  schon  früher  von  verschiedenen 
Autoren  insbesondere  auf  geometrischem  Weg  gefunden,  wie 
z.  B.  von  Steiner,  Crelle,  32,  37,  45,  55;  Bischoff,  ib.,  56; 
De  Jonquieres,  Journ,  de  Liouvüle,  6,  1861;  10,  1865; 
ein  Theil  der  Eesultate,  zu  denen  sie  kamen,  ist  jedoch  fehler- 
haft. Der  Zweck  der  Autoren,  die  sich  später  mit  der  abzählen- 
den Geometrie  beschäftigt  haben,  bestand  hauptsächlich  darin, 
derartige  Bestinunungen  auf  feste  Gesetze  zurückzufahren,  eine 
Bechnung  für  sie  einzurichten  und  mit  deren  Hülfe  diesen  Thej/ 
der  Geometrie  zu  einem  systematischen  Ganzen  zu  machen. 

Ein  wichtiges  Buch,  in  welchem  man  alle  Methoden  und 
Besultate  der  abzählenden  Geometrie  zusammengestellt  und  er- 
klärt findet,  ist  von  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geo- 
metrie, Leipzig  1879,  das  wir  bei  der  Bearbeitung  dieses  Kapitels 
vielfach  benutzt  haben. 

Neuere  Forschungen  sind  insbesondere  von  demselben  Autor 
Schubert,  Math,  Ann,,  26,  38,  45;  Acta  muth,,  8;  Hamburger 
Mitth.,  1,  2,  3,  etc.  und  von  Pieri,  Bend.  Palermo,  5;  Bmd. 
Ist.  L<mb.,  1893—1895. 


§  4.    Methode  zur  Ermittelung  der  charakteristischen 
Zahlen  eines  Systems  von  Gebilden.    Uebersicht  über  ver- 
schiedene wichtige  Resultate  der  abzählenden  Geometrie. 

Aus  unseren  obigen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  durch 
das  Eechnen  mit  Bedingungssymbolen  sich  der  Calcül  mit 
einer  Bedingung  auf  den  mit  anderen  reduciren  lässt;  die  Cha- 
rakteristikentheorie hat   z.  B.  gerade  den  Zweck,  zu   ermitteln, 
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ob    gewisse  elementare  Bedingungen  bestehen,  mit  deren  Hülfe 
sich  alle  übrigen  ausdrücken  lassen. 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  sei,  Zahlen 
aufzufinden,  die  diese  elementaren  Bedingungen  oder  Charakte- 
ristiken darstellen  würden  und  mit  deren  Hülfe  sich  vielleicht 
die  übrigen  oder  doch  ein  Theil  yon  ihnen  ausdrücken  lassen. 
Diese  Ermittelung  geschieht  mittelst  einer  von  Chasles  ein- 
geführten imd  von  Zeuthen,  Schubert  und  Anderen  vielfach 
angewendeten  und  weiter  entwickelten  Methode: 

Man  betrachtet  specielle  invariante  Ausartungen  des  gege- 
benen Gebildes,  sucht  die  Eelaüonen  auf,  welche  die  Bedingungen 
dafür,  dass  das  Gebilde  auf  die  gegebene  Art  degenerire,  mit 
den  übrigen  elementaren  Bedingungen  (unter  denen  es  durch 
einen  Punkt  geht,  eine  Ebene,  oder  eine  Gerade  berührt)  ver- 
binden, leitet  daraus  die  charakteristischen  Zahlen  für  die  aus- 
gearteten Gebilde  ab  und  erhält  schliesslich  mit  Hülfe  der  ge- 
fundenen Relationen  die  Zahlen   für  die  allgemeinen  Gebilde. 

Ein  Beispiel  wird  genügen,  die  Anwendung  dieser  Methode 
zu  erläutern. 

Das  gegebene  Gebilde  sei  ein  Kegelschnitt.    Man  betrachte 
zwei  invariante  Ausartungen  desselben,  nämlich 
-ri  —  einen  Kegelschnitt,  dessen  Pimkte  eine  Doppelgerade  und 
dessen  Tangenten  zwei  verschiedene  Strahlenbüschel  bilden, 
deren  Centren  in  zwei  Punkten  der  Doppelgeraden  liegen; 
d  —  einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  zwei  verschiedene  Gerade 
und   dessen   Tangenten  zwei    zusammenfallende   Strahlen- 
büschel bilden,   deren  Centrum  in   dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden  liegt. 
Bezeichnet  man  mit  tj  bez.  d  die  Bedingungen,  unter  welchen 
ein    Kegelschnitt    auf  diese    beiden   Arten    degenerirt,    und    mit 
ft,  V,  q   die  Bedingungen    dafür,    dass    die  Ebene   eines  Kegel- 
schnitts  durch  einen  Punkt  gehe,  der  Kegelschnitt  eine  Gerade 
schneide,  bez.  eine  gegebene  Ebene  berühre,  so  findet  man  mit- 
telst des  Princips  der  Coincidenzen  die  Relationen: 

2v  —  Q  —  2|ü  =  t^, 

2p  —  1;  =  ^, 

woraus 

^  =  •3^  +  1^  +  1^? 

,,  ,  9  =  iv  +  ^^  +  ^i^ 

folgt. 

Es  soll  nim  die  Zahl 
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zu  ermitteln  sein,  d.  h.,  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  einer 
Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  also  eine  Gerade  des 
Eaums  schneiden,  und  vier  Gerade  der  Ebene,  mithin  vier 
Ebenen  des  Eaums  berühren;  aus  den  vorstehenden  Formeln 
ergibt  sich: 

Nim  ist  das  Glied,  welches  den  Factor  (i^  enthält.  Null, 
weil  man  eine  Ebene  durch  4  beliebige  Pimkte  des  Eaums 
nicht  legen  kann;  würde  man  daher  die  beiden  anderen  Glieder 
der  rechten  Seite  kennen,  so  wäre  auch  der  Werth  der  linken 
Seite  bekannt.  Offenbar  gibt  es  mm  in  einer  Ebene  (ft®)  drei 
Kegelschnitte  i^,  die  vier  gegebene  Gerade  zu  Tangenten  haben; 
die  Anzahl  der  Kegelschnitte  d  aber,  die  vier  gegebene  Gerade 
berühren,  ist  Null;  man  erhält  also: 


Um  einen  Begriff  von  den  Eesultaten  zu  geben,  welche 
sich  aus  den  bisher  entwickelten  Methoden  imd  Principien  ab- 
leiten lassen,  wollen  wir  hier  einige  Hauptergebnisse  zusammen- 
stellen, auch  der  Bedeutung  wegen,  die  sie  an  sich  und  unabhängig 
von  den  Methoden  haben,  mit  deren  Hülfe  sie  gefunden  wurden. 

Die  wichtigsten  in  dem  4*®*^  Kap.  des  citirten  Werks  von 
Schubert  enthaltenen  Sätze  lauten: 

1.  Es  gibt  zwei  Gerade,  die  4  gegebene  Gerade  treffen, 

2.  Es  gibt  drei  mndschiefe  Polygone  von  n.  Seiten,  deren 
n  Ecken  in  gegebenen  Ebenen  liegen  und  deren  n  Seitein  durch 
gegebene  Punkte  gehen. 

3.  Wenn  im  Raum  fünf  Paare  von  Geraden  gegeben  sind, 
so  lassen  sich  auf  20  verschiedene  Arten  fünf  in  einer  Ebene 
liegende  u/nd  in  einem  Punkt  zusammenlaufende  Strahlen  derart 
ziehen,  dass  jeder  der  Strahlen  die  2  Geraden  eines  der  gegebenen 
Paare  trifft. 

4.  Ein  Kegelschnitt  liege  vor;  ^  sei  die  Bedingung  dafür, 
dass  seine  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  v,  dass  er 
eine  gegebene  Gerade  schneide,  q  die  Bedingtmg ,  unter  welcher 
er  eine  gegebene  Ebene  berührt.  Benutzt  mcm  nun  dieselben  Be- 
zeichnu/ngen,  wie  in  den  vorigen  Paragraphen,  so  erhält  ma/n  die 
folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  des  Baums, 
die  acht  Bedingungen  genügen*): 

*)  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  wollen  wir  hier  nochmals 
die  Bedeutung  der  Symbole  in  dieser  Tabelle  angeben: 
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^^^  - 1 

^V-    8 

fiv^  —  34 

V»—    92 

(JL^V^Q  —  2 

fl^V^Q  =  14 

|i4v«^  =  52 

vV  —  116 

^8^3^2  =  4 

^2y4^2  =  24 

(iv^Q^—  76 

vV^  =  128 

fl^V^Q^  =  4 

fi^v^Q^  —  24 

|[Av*^»  —  72 

yß^s  =  104 

ll^VQ^  —  2 

ii^v\*  —  16 

liivV— 48 

vV—    64 

(.y  - 1 

(l^VQ^—      8 

fiv^(>^—  24 

v\^—    32 

jtiV—    4 

(IVQ^—  12 

v»^«  =    16 

^(.'_    6 

vg'^  =      8 
9«=^      4 

5.  Es  existiren  in  jeder  gegebenen  Ebene  3264  Kegel- 
schnitte, welche  fünf  andere  gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Zahl  machte  Steiner  Fehler;  er 
fand  den  Werth  6^;  genau  ermittelten  die  Zahl  zuerst  Ghasles 
und  Th.  Bereut. 

6.  Es  stelle  fi  die  Bedingung  dafür  dar,  dass  eine  Fläcfie 
^ten  Qfacls  durch  einen  gegebenen  Funkt  gehe,  9,  dass  sie  eine 
Ebene  berühre,  und  v,  dass  sie  eine  Gerade  berühre;  man  erhält 
dann  die  folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Flächen  2^^ 
Grads  des  Baums,  die  neun  Bedingungen  erfüllen: 


(.'-    q'    -    1 

vy—  vy  —   4'  vV^^— vVV— 112 

fl^Q—    fi^«    —     3 

vYQ—v^fiQ^—   12,    vy—  vV  —    32 

f.y  -  (ly  -  9 

vVV— »'W—  36    vyQ—v^(iQ^—    80 

fiy—  (lY  —17 

vVV— ^VV—  68'vy^^         —        128 

(iy=  fiy  =21 

vY—  vY  —     8     vY—  ^y  —    56 

V(l^—   VQ^     —     2     vyQ—V^ilQ^=    24     vy^=  V^flQ^  =  104: 

V(A^Q VflQ^   6 

vYq^—vYq^—  72     vV»—  v\^  —    80 

v(iy—viiy— IS 

vy^8     ^      104    vVp     =      104 

v(iy=v(iy=34: 

vY—  vV  —   16      v^(i—    v^Q   —    92 

v(iy       =          42 

vYq—'^W^  48        V»         —           92 

Das  Symbol  ii^v^  zeigt  an,  dass  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  soll  (mithin  gegeben  ist)  imd  der 
Kegelschnitt  mnf  (im  Kaum)  gegebene  Gerade  schneiden  soll;  das 
Symbol  ii^v*q  bedeutet,  dass  der  Kegelschnitt  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegen,  vier  gegebene  Gerade  schneiden  ^mithin  durch  vier  in 
seiner  Ebene  liegende  gegebene  Punkte  gehen)  und  eine  gegebene  Ebene 
(mithin  eine  in  seiner  Ebene  liegende  gegebene  Gerade)  berühren  soll. 
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Diese  Tafeln  lassen  sich  auch  zur  Ableitung  von  Zahlen 
benutzen,  die  anderen  Bedingungen  für  die  Kegelschnitte  oder 
Flächen  2**^  Grads  entsprechen;  zu  diesem  Zweck  drückt  man  mit 
Hülfe  der  symbolischen  Gleichungen  zwischen  den  Bedingungen 
(yergl.  §  2)  die  neuen  Bedingungen  durch  (i,  v,  q  aus  und  ent- 
nimmt diesen  Tafeln  den  Zahlenwerth  eines  jeden  Terms  9**™ 
Grads.     Siehe  das  in  §  2  ausgeführte  Beispiel. 

7.  Es  gilt  666841088  Flächen  2^''  Grads,  die  neun 
gegebene  Flächen  ^**°  Grads  berühren. 

8.  Eine  cubische  Flancurve  in  einer  gegebenen  Ebene  liege  vor; 
es  sei  V  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  durch  einen  Punkt  gehe, 
und  Q,  dass  sie  eine  Gerade  berühre;  man  erhält  dann  die  fol- 
genden Zahlen: 

Wenn  die  Curve  5*®'  Ordnung  allgemein,  d.  h.  6^^  Classe,  ist: 

v^Q^  =  256,     v^q'^  =  976,     v^q^  =  3424,     v\'^  =  9766, 

VQ^=  21004,     (1^  =  33616. 

Wenn  die  Curve  3^^  Ordnung  einen  Doppelpunkt  haben, 
d.  h.  4**'  Classe  sein  soll: 

v^=  12,  1/^9=  36,  v^Q^=100, 
v^Q^  =  240,  v^Q^  =  480,  v^Q^  =  712, 
v\^  =  756,      vq'^  =  600,         Q^  =  400. 

Soll  schliesslich  die  Curve  eine  Spitze  haben,  also  3^^  Classe  sein: 

v^  =    24,      v^Q=    60,     v^Q^=114:, 
v*^8=168,     i;8(»*=168,     v^^»^  =  114, 
vQ^=    60,         (>^=    24. 

Die  Zahlen  für  die  cubischen  Plancurven  wurden  von  Mail- 
lard  de  la  Gournerie  berechnet,  Eech.  des  caracteristiques  des 
sy Sternes  elem,  de  courbes  plemes  du  3^^  ordre,  These,  Paris  1871, 
dessen  Resultate  in  dem  Bull,  de  Barboux,  3,  1872,  p.  161 
wieder  abgedruckt  sind,  später  von  Zeuthen,  Compt.  Bend,,  1872 
und  von  Schubert,  GöiL Nachr.,  1874,  1875;  Math.  Ann.  13. 

9.  Für  eine  Flcmcurve  4*®'  Ordnung,  12^^  Classe  in  einer 
gegebenen  Ebene  gut,  wenn  v  und  q  dieselben  Bedingungen,  tvie 
vorher,  bezeichnen,  die  Tabelle: 
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.11^3, 


1, 

216, 
46656, 
9840040 
1530345504,     v^*» 


6, 

1296, 

279600, 

56481396, 

=  6533946576, 


.14 


9    = 


36, 

7776, 

1668096, 

308389896, 

23011191144. 


Diese  Zahlen,  sowie  viele  andere,  die  sich  auf  specielle 
Flächen  4*®'  Ordnung  (mit  doppelten,  dreifachen  Punkten,  mit 
Spitzen  etc.)  beziehen,  berechnete  Zeuthen,  Compt  Bend.,  1872; 
Kopenhagener  Äcad.,  1873,  In  dem  Schub ert'schen  Werk 
sind  die  Resultate  Zeuthen's  angegeben. 

10.  Für  eine  cubische  Baumcurve  sei  F  die  Bedingimg, 
dass  sie  durch  einen  Punkt  gehe,  T,  dass  sie  eine  Gerade  berühre, 
V,  eine  Gerade  schneide,  q,  eine  Ebene  berühre,  B  die  Bedingung 
dafür,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  in  zwei  Ptmkten  schneide. 

Man  erhält  dann  die  Tabelle: 

vi8«=  80160,     9^^=56  960, 


1*1/*       =      5, 

P^vq     —    10, 

J*p»=    20, 

P*v*       —    30, 

P*vV    —    60, 

P*vq'  —  240, 

P*Tv     —      4, 

P*Tq    ==      8, 

PT*v     —    12, 

PT'e    =    12, 

r»^,«      =608, 

r*v»     =  120, 

T»v«9  =120, 

pSß»      —       1 , 

P»JB*    =      1, 

PB^     —      1, 

^      —    6, 

psßi^i  —      4, 

i«5»v«—      6, 

P5*v«  —      9, 

jB'v«  —  20, 

P^B'-vQ—      8, 

P^B»vq—    12, 

PB*vQ—    18, 

B^VQ  —  iO. 

Zu  vielen  anderen  ähnlichen  Zahlenbestinmiungen  kommt 
man  durch  Einführung  anderer  Bedingungen.  Schubert,  1.  c, 
§  25  hat  eine  grosse  Anzahl  zusammengesteUt.  Solche  Berech- 
nungen für  cubische  Raumcurven  wurden  von  Cremona,  Cr  die, 
60,  Bestimmungen  auf  geometrischem  Weg  von  R.  Sturm, 
Grelle,  79,  80  und  auch  von  Schubert  ausgeführt. 

Weitere  Zahlenangaben  in  Bezug  auf  die  .linearen  Strahlen- 
congruenzen,  die  projectiven  Strahlen-  und  Ebenenbüschel  etc. 
findet  man  in  dem  wiederholt  citirten  Werk  von  Schubert. 


Kapitel  XVI. 
Inflnitesimaltheorie  der  Curven  und  Flächen. 

§  1.    Tangenten  und  Normalen  an  Curven  und  Flächen. 

Die  Tangente  an  eine  (Plan-  oder  Raum-)  Curve  in  einem 
Punkt  P  der  Curve  (dem  Berührungspunkt)  ist  die  Grenzlage 
einer  variabelen  Geraden,  die  durch  den  Punkt  P  und  einen 
anderen  demselben  Zweig  der  Curve  angehörigen  Punkt  P' 
geht,  wenn  P'  mit  P  zusammenzufallen  strebt. 

Die  Normale  zu  einer  Pkmcurve  in  einem  Punkt  P  ist  die 
Gerade,   welche  in  P  senkrecht  auf  der  Tangente  in  P  steht. 

Die  Gleichungen  für  die  Tangente  und  die  Normale  an 
eine  Plancurve  lauten, 

wenn  die  Gleichung  der  Curve 

y  =  f{x)    ist: 
für  die  Talente:    Y  —  y  =^  ^-  (X  —  a?), 

für  die  Normale:    -^  {Y  —  y)  =  —  (^ —  ä;), 

wobei  Xj  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  und  X^Y  die 
laufenden  Coordinaten  sind; 

ist  dagegen  die  Gleicürnng  der  Curve 

9>(^7  y)  =  0, 
für  die  Tangente:     {X  —  a;)  0^  +  (^ —  y)  0^  =  ^^ 
für  die  Normale:      (X  —  x)^^  —  (F—  y)^  =  0; 

ist  schliesslich  die  Curve  durch  die  beiden  Gleichu/ngen 

x  =  ^(t),    y  =  x(t) 
gegeben^  so  lauten  die  Gleichungen 
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für  die  Tangente:     (^  —  y)  ^  —  (X  —  a?)  ^  =  0 

^nd  die  Normale:     {Y  —  y)-^  -\-  (X  —  x)  ^  =  0. 

Bezeichnet   man  mit   ö,  0'   die  Winkel,    welche   die    Tan- 
gente  und  die  Normale  mit  der  a;-Axe  bilden,  so  erhält  man, 

Tvenn   v'  =  ~^  gesetzt  wird: 

V 


cos  ö  =  H —  -  -,    cosö'=H-    . 

sinÖ  =  4--,=^?^ — ,    sine'=4-         ^ 


1/1 +  y«'  --|/r+y'« 

Das  Vorzeichen  dieser  Formeln  hängt  von  dem  Ueberein- 
kommen  ab,  das  man  in  Bezug  auf  die  positive  Bichtimg  der 
Tangenten  und  Normalen  trifft. 

Die  Länge  der  Tangente  und  die  Länge  der  Normalen 
heissen  die  Längen  der  von  dem  Pimkt  P  der  Curve  und  der 
4r-Axe  begrenzten  Segmente  der  Tangente  bez.  der  Normalen. 

Suhtangente  und  Subnormale  werden  die  Längen  der  auf 
der  rr-Axe  liegenden  Segmente  genannt,  die  von  dem  Fusspunkt 
-des  von  dem  Curvenpunkt  P  auf  die  oc-Axe  gefällten  Loths  und 
den  Punkten  begrenzt  werden,  in  denen  die  Tangente  bez.  die 
^Normale  die  oj-Axe  treflfen. 

^5  gelten  nim  die  Formeln: 

T  =  Länge  der  Tangente  =  ^l-i;*^- , 
N  =  Länge  der  Normalen  =  y  "|/l  -|-  «/'* , 

y 

Sn  ^  Subnormale  ==  yy'. 

.  Polarsubtangente  bez.  Polarsubnormale  heissen  die  Theile 
der  Tangente  bez.  Normalen,  die  zwischen  dem  Curvenpunkt 
xind  dem  Pimkt  liegen,  in  welchem  sie  von  dem  im  Pol  auf 
den  Eadiusvector  errichteten  Loth  getroffen  werden. 


St  =  Suhtangente  =  -  , » 


Asymptote  einer  Plancurve  ist  die  Gerade,  welche  die 
Grenzlage  der  Tangente  an  die  Curve  darstellt,  wenn  der  Be- 
rührungspunkt sich  unbegrenzt  auf  einem  Zweig  der  Curve  in 
das  unendliche  entfernt. 
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Die  Gleichung  der  Asymptote  ist 

Y—ÄX  —  B  =  0, 


worm 


dx 


B  =  \\r^[y-£x) 


ist,  und  diese  Grenzen  in  dem  Sinn  zu  nehmen  sind,  dass  die 
Coordinaten  a?,  y  des  Curvenpunkts  den  Coordinaten  des  unend- 
lich fernen  Punkts  der  Curve  zustreben  sollen. 


Die^  Gleichungen  der  Tangente  an  eine  Eaumcurve  lauten, 
tvenn  die  Eaumcurve  durch 


y 

—  q>{x) 

gegeben  ist: 

z 

—  i\f{x), 

(Y- 

-y)- 

-S(^- 

x), 

(Z- 

-.)-. 

-rt«^- 

x), 

oder  symmetrischer 

• 
• 

X 

X 

Y-y        Z 

—  z 

dx  dy  dz 

u/nd,  wenn  die  Curve  durch  die  Gleichungen 

f(x,  y,  z)  =  o;     F{x,  y,z)  =  0 
gegeben  ist: 

Normalebene  emer  Eaumcurve  in  einem  Punkt  P  heisst 
die  Ebene,  welche  auf  der  in  P  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
gente senkrecht  steht  und   durch   den  Berührungspunkt  geht. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  hat  eine  der  beiden  folgen- 
den Formen: 

(X  —  x)dx  +  (r  —  y)dy  +  (Z  —  z)dz  =  0, 
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X—  X,  Y—y,  Z  —  z 

df_            d£  df_ 

dx'         dy'  dz 

dF           dF  dF 


=  0. 


dx'         dy'  dz 

Die  Bichtwngscosinus  der  Tangente  sind: 

cosa  =  cos(#,  x)  =  -^y     {ds  =y  dx^  +  ^V^  +  dz^j, 
cosß  =  cos(t,y)  =  -^, 

co8y  =  coa(t,  z)  =  j^, 

wenn  mit  (t,  x),  (t,  y),  (t,  z)  die  Winkel  zwischen  der  Tangente 
t  und  den  Äxen  x,  y,  z  bezeichnet  werden. 

Wenn  P  ein  Pimkt  emer  Fläche  ist  und  alle  möglichen  auf 
dieser  Fläche  liegenden  BoMmcurven  durch  ihn  gezogen  werden^ 
so  liegen  die  in  P  an  alle  diese  Curven  gezogenen  Tangenten 
sämmüich  in  einer  Ebene,  der  Tangentialebene  an  die  Fläche, 

Die  Gleickimg  der  Ta/ngenUalebene  an  die  Fläche  f(x,  y,z)  =  0 
lautet: 

(x-.)g  +  (r-,)|^+(z-.)|^  =  o. 

Die  durch  P  gehende  Gerade,  welche  senkrecht  auf  der 
Tangentialebene  an  die  Fläche  in  P  steht,  heisst  die  Flächen- 
normale, 

Die  Gleichungen  der  Flächennormalen  sind: 

X  —  x  _  r—y  _  Z—z 

dl    ~     dl     ~     dl    ' 

dx  dy  dz 

und  die  Bichtungscosinus  der  Flächennormalen: 

dl 

dx 


cos  (n,  x)  = 


cos  (n,y) 


dy 


y{i)+f)+(i)" 
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cos  (n,  z)  = 


v© + (gj-+ i) 


Wewn  die  Gleichimg  der  Fläche  in  der  Form 

z  =  q>(x,  y) 
gegeben  ist,  und  wenn 

dz^  dz 

^       dx'     ^       cy 

gesäzt  wird,  so  lauten  die  GMchwngen  der  Flächennormalen, 

X—x  _  Y—y  _  Z—z 
p       —        q        —     —1    ^ 

und  die  lÜchttmgscosinus  sind: 

P 


cosOn,  x)  =  +    ^ , 

cos(n,  y)  =  ±    .    ,  ^,,    ,. 


Yr+y-+Y^ 


§  2.    Concavität  und  Convezität  der  ebenen  Cnrven. 

Inflexion. 

Es  sei  P  ein  Punkt  einer  Plancurve,  deren  Gleichung 
y  =  f(x)  lautet,  und  Xq  sei  seine  Abscisse ;  wenn  eine  Zahl  fc 
von  der  Beschaffenheit  existirt,  dass  alle  Punkte  mit  der  Ab- 
scisse XQ^h  (worin  h<^k  ist),  einen  Bogen  bilden,  der  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  in  P  liegt, 
so  sagt  man,  die  Curve  sei  in  F  convex  oder  concav]  existirt 
keine  solche  Zahl  Je,  so  ist  die  Curve  in  P  weder  convex  noch 
concav,  sondern  besitzt  daselbst  einen  Inflexionspunkt  oder  Wende- 
punkt. 

Die  Curve  heisst  femer  in  P  convex  bez.  concav  in  Bezug 
auf  die  x-Äxe,  wenn  alle  Punkte  mit  der  Abscisse  a?Q  +  Ä  in 
dem  stumpfen  bez.  spitzen  Winkel  liegen,  welchen  die  Tangente 
an   die  Curve  in  P  mit  der  a;-Axe  bildet. 

Damit  eine  Curve  in  einem  Punkt  convex  oder  concav  sei, 
ist  es  nöfhig  und  ausreichend,  dass,  wenn  y' ,  y",  y"' , .  . . ,  ^"*^ 
die  Berivirten  von  y  nach   x  sind,  die  in  dem  Punkt  Xq  Ntdl 
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werden,  und  werni  i/<"»+^)  die  erste  der  Derivirten  ist,  welche  in 
Xq  nicht  verschwinden,  die  Ordnung  m  eine  ungerade  Zahl  sei. 

In  diesem  FaXt  ist  die  Curve  convex  oder  concav  in  Bezug 
auf  die  x-Äxe,  je  nachdem  das  Product 

positiv  oder  negativ  ist. 

Damit  der  Punkt  P  mit  der  Äbsdsse  Xq  ein  Inflexions- 
punJct  der  Curve  sei,  ist  es  nöihig,  da^ss  für  x  =^  Xq  die  zweite 
Derivirte  f'(x)  verschwinde^  d.  h.  die  Inflexionspwnkte  sind  in  der 
Zahl  derjenigen  Punkte  enthalten,  deren  Ähsdssen  die  zweite  Deri- 
virte von  y  nach  x  annulUren, 


%  3.    Inhalt  ebener  Flächen,  Länge  der  Curvenbogen, 
Volumina  von  Körpern   und   Inhalt   beliebiger  Flächen. 

Es  sei  eine  ebene  Curve  gegeben,  deren  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogene  Gleichung  y  =  f(x)  lautet ,  und  man  be- 
trachte einen  Theil  der  Curve  von  a;  =  a  bis  ä?==/3,  der  von 
den  betreffenden  Parallelen  zur  y-Axe  nur  einmal  getroffen  wird. 

Man  ziehe  die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten,  deren 
Abscissen  cc  und  ß  sind;  der  Inhalt  des  von  dem  Curvenbogen, 
der  x-Axe  imd  den  beiden  Endordinaten  begrenzten  Ebenen- 
stücks wird  auf  die  folgende  Art  bestimmt: 

Man  zerlege  das  Intervall  von   a  bis  ß   in  eine  beliebige 
Anzahl  von  Theüen 

und  ziehe  von  den  Theilungspunkten  aus  die  Ordinaten  bis  zur 
Ourve;  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ordinaten  wird  ein 
Meiner  Curvenbogen  enthalten  sein,  auf  dem  ein  beliebiger  Punkt  P 
angenommen  wird;  es  sei  x^  die  Abscisse  des  Punktes  P,  der  auf 
dem  Meinen  dem  Intervall  ö^  entsprechenden  Bogen  gewählt 
wurde.  Bas  Product  d^  f(x^)  ist  der  Inhalt  des  Bechtecks,  dessen 
Basis  ö^  und  dessen  Höhe  die  Ordinate  des  Punktes  P  ist. 

Die  Grenze  der  Summirung 

n 


2ör  fM 


r=l 


bestimmt,  wenn  man  die  Theilintervalle  ö^  an  Grösse  unbegrenzt 
abnehmen   und  miOiin  ihre   Anzahl   n   ins   Unendliche   wachsen 
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lässt,  dm  Inhalt  der  ehmm  gmschm  der  Curve  und  Ähscissen' 
axe  enthaltenen  Fläche, 

Analytisch  wird  dieser  Flächeninhalt  durch  die  Formel 


/ 


f(x)dpc 


a 


ausgedrückt.     Siehe  Bd.  1,  Kap.  7. 

Jede  beliebige  von  ebenen  Cwrven  eingeschlossene  ebene  Fl^äche 
lässt  sich  immer  aus  ebenen  Flächen  der  angegebenen  Art  zusam- 
mensetzen, d.  h.  solchen,  die  von  Curvenbogen  und  der  x-Axe  be- 
grenzt sind. 

Man  führe  die  Zerlegung  des  Intervalls,  wie  oben,  aus, 
ziehe  die  Tangente  an  die  Curve  in  dem  Punkt  der  Curve, 
dessen  Abscisse  x^  ist,  und  ebenso  in  allen  analogen  Punkten, 
und  betrachte  das  Segment  der  Tangente,  welches  von  den  beiden 
durch  die  Endpunkte  des  Intervalls  S^  gehenden  Ordinaten  be- 
stimmt wird. 

Die  Länge  des  Gwrvenbogens  oder  einfach  der  Curvenbogen 
vräd  als  die  Grenze  der  Summe  aller  dieser  Tangentensegmente 
für  n  =.oo    definirt. 

Der  analytische  Ausdruck  für  den  ebenen  Curvenbogen  lautet: 

ß 


SV 


i+(g)'^- 


\dx) 

a 

Nennt  man   den   Curvenbogen   s,  so   gut   die   Differentiäl- 
beziehung: 

ds^  =  dx^  +  dy^. 

Bezeichnet  0  den  Winkel,  welchen  die  Tangente   in   einem 
Punkt  der  Curve  mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist: 

dx 


cos  6  = 


ds 


•     n         dy 
ds 


Wir  definiren  nun  die  Länge  des  Bogens  einer  ßaumcurve. 

Es  seien  y  =  (p(x)  und  z  =  'tlj(x)  die  Gleichimgen  der 
Eaumcurve;  wir  wollen  den  Theil  der  Curve  betrachten,  der 
von  einem  Punkt  mit  der  Abscisse  x  =  a  bis  zu  einem  Punkt 
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mit  der  Absoisse  x  =^  p  reicht,  und  annehmen,  dieser  Theil  sei 
so  beschaffen,  dass  jede  Ebene,  deren  Abscisse  zwischen  oe  und  ß 
liegt,  und  welche  auf  der  x-Axe  senkrecht  steht,  ihn  nur  in 
einem  Punkt  treffe. 

Wir  theilen  das  Stück  der  x-Axe  von  a;  =  a  bis  x=s^ß^  wie 
früher,  in  Theilintervalle  6^^  6^ ^.,.,6^  und  legen  durch  die 
Theüpunkte  auf  der  o;- Axe  senkrechte  Ebenen,  welche  den  totalen 
Bogen  der  Curve  in  ebensoviele  Theilbogen  zerlegen;  in  jedem 
dieser  Theilbogen,  z.  B.  in  demjenigen,  der  sich  in  d^  projicirt^ 
iwfthlen  wir  einen  Punkt,  ziehen  in  ihm  die  Tangente  an  die 
Curve  und  betrachten  das  Stück  dieser  Tangente,  welches  von 
den  durch  die  Endpunkte  des  Segments  d^  gehenden  Ebenen 
begrenzt  wird. 

Die  Grenze  der  Smnme  aUer  dieser  Tangentenstäcke,  wenn  die 
InkrvaUe  d^  an'Qrösse  unbegrengt  abnehmen,  ist  die  Länge 
des  Baumcurvenhogens, 

Der  anälfiiache  Ausdruck  für  den  Curvenbogen  ist: 


M+m'+&''- 


s  = 

worin 

ds^^dx^-^-dy^-^-dz^ 

ist;  bezeichnet  mcm  mit  {t,  x),  (t,  y),  {t,  z)  die  Bic^ifungswinkel 
der  Tangente,  so  erhält  man  die  Formeln  (vergl.  §  1): 

^  y^  dX 

COS  {t,  X)  =  jj, 

cos  (^  ^)  =  57 , 
COS  {t,  z)  =  ^'  . 


Wir  gehen  nun  zu  der  Bestimmimg  der  Volumina  und  des 
Inhalts  beliebiger  Fl&chen  über. 

Wir  wollen  den  endlichen  Theil  einer  von  einer  geschlosse- 
nen Linie  (dem  Band)  begrenzten  Fläche  betrachten;  dieser  Band 
projicire  sich  auf  die  a?^- Ebene  in  eine  ebene  geschlosseae 
Linie  9  und  es  werde  angenommen,  die  sämmtlichen  Geraden, 
welche  durch  die  Punkte  der  von  <p  eingeschlossenen  ebenen 
Fläche  gehen,  treffen  die  Fläche  im  Baum  hödistens  in  einem 
einzigen  Punkt. 

Pascal,  Bepertoriom.  n.  29 


450  Kapitel  XTL.   Infinitesimaltheorie. 

Man  ziehe  in  der  Ebene  xy  ein  Bechteek,  dessen  Seiten 
den  beiden  Axen  x  und  y  parallel  laufen  und  die  Curve  q>  be- 
rühren, die  vollständig  im  Inneren  dieses  Rechtecks  liege,  und 
a,  ß  seien  die  Abscissen,  a',  j3'  die  Ordinaten  der  Ecken  des 
Bechtecks. 

Wir  theilen  das  In,tervall  der  a;-Axe  von  a  bis  (3  in  Theil- 
itttervalle  ^i,  •  •  .,  ^„  und  das  Intervall  der  y-Axe  von  a'  bis  (5' 
in  Theilintervalle  d^',  tfj',  .  .  . ,  d^'  und  ziehen  durch  die  Theil- 
punkte  die  Parallelen  zu  den  Axen  x  bez.  y. 

Auf  diese  Art  wird  das  der  Curve  g)  umschriebene  Becht- 
eek in  eine  Anzahl  kleiner  Bechtecke  geteilt,  von  denen  jedes 
den  Flächeninhalt  d^^/  hat;  wir  betrachten  von  ihnen  nur  die, 
welche  entweder  ganz  im  Innern  des  von  g)  begrenzten  Ebenen- 
stücks liegen,  oder  von  tp  durchschnitten  werden  und  lassen  die 
übrigen  kleinen  Bechtecke,  die  ganz  ausserhalb  des  von  q>  be- 
grenzten Ebenenstücks  liegen,  weg. 

Durch  einen  im  Bechteek  vom  Flächeninhalt  ö^ö^'  (den 
Umfang  nicht  ausgeschlossen)  liegenden  Punkt  {x^y^  ziehen  wir 
die  Parallele  zur  i?-Axe  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der  Fläche; 
dieser  Schnittpunkt  wird  über  der  a;^- Eigene  in  einer  Höhe 

liegen,  wenn  z  =  /*(rr,  y)  die  Gleichung  der  Fläche  ist. 

Die  Grenze  der  Swmme  der  Yolumma  aUer  rechtwinkligen 
ParaUelepipeda  van  einer  Basis,  wie  S^d^',  tmd  Höhe,  wie  z^^, 
ist,  werm  die  Intervalle  8,  $'  a/n  Grösse  unbegrenzt  abnehmen, 
dasjenige,  was  das  zwischen  der  Fläche  wid  der  xy- Ebene 
gelegene  Volumen  gena/nnt  wird. 

Dieses  Volumen  hat  den  analytischen  Ausdrusch 

V=Jff(x,  y)dxdy, 

wori/n  das  Doppdintegräl  über  das  ganze  von  der  Curve  g>  be- 
grenzte Ebenenstück  zu  erstrecken  ist.  Vergl.  Repertorium,  1, 
S.  160. 

Ein  beliebiges  von  Flächen  eingeschlossenes  Volumen  kann 
immer  aus  derartigen  Volumina  zusammengesetzt  werden,  d.  h. 
solchen,  die  von  Theilen  der  Flächen  und  der  xy- Ebene  begrenzt 
werden. 

Wir  wollen  das  in  der  einen  Bichtung  unbegrenzte  recht- 
winklige Parallelepipedon  constnriren,  welches  das  Bechteek  <J^rf/ 
zur  Basis   hat;   seine   Seitenflächen   werden  auf  der  Fläche    ein 
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kruiumliniges    Vierseit  aussclmeiden,  innerhalb  dessen  ^ich   der 
Punkt    von   der  Höhe  0^^  befindet. 

Wir  legen  durch  diesen  Punkt  die  Tangentialebene  und 
lassen  sie  durch  die  Seitenflächen  des  Parallelepipedons  begrenzt 
sein;  die  Grenze  der  Summe  der  Flächeninhalte  dller  auf  diese 
Art  in  den  verschiedenen  Ta/ngenbialebenen  gebildeten  ParaUelo- 
gram/me  ist,  wenn  die  6^,  d/  u/nbegrenet  kleiner  werden,  der 
Inhalt  der  Fläche, 

Ihr  a/nalyiischer  Ausdruck  lautet 


■ffy^+o' +&'-'»■' 


dabei  ist  das  DoppeUntegräl,  wie  oben^  über  das  gomze  von  der 
Curve  q)  begrenzte  Ebenenstück  zu  erstrecken. 

Bis  vor  Kurzem  wurde  der  Inhalt  der  Flächen  in  den  an- 
gesehensten Lehrbüchern  (siehe  z.B.  Serret,  Biff-u, Integr,-Eechn.) 
auf  andere  Art  definirt,  nämlich  als  die  Grenze  der  Summe  der 
Seitenflächen  von  Polyedern,  die  dreieckige  Seitenflächen  haben 
und  in  die  Fläche  eingeschrieben  sind.  H.  A.  Schwarz  zeigte,  dass 
diese  Definition  in  gewissen  Fällen  illusorisch  oder  ungenau 
werden  kann;  Werke,  Bd.  2,  p.  309;  siehe  auch  die  2.  Ausg. 
des  Cours.  d'cmalyse  von  Hermite,  Paris  1883,  p.  35,  36,  in 
welchem  die  Bemerkimg  von  Schwarz  zuerst  veröffentlicht  wurde. 


Ist  z  Botationsaxe  der  gegebenen  Fläche,  deren  Gleichung 
alsdann  .. 

lautet,  so  ist  das  Volumen  zwischen  zwei  zur  Botationsaxe  senk- 
rechten Ebenen,  welche  die  Fläche  in  zwei  FaraUelkreisen  mit 
den  Badien  r^,  r^  schneiden: 


V  =  nfr^F\r)dr 


rnid  der  Flächenirdialt  des  zwischen  den  beiden  FaraUelkreisen 
mit  den  Badien  r^,  r^  enthaltenen  Flächenstücks  wird  durch  die 
Formel 

2nfryi-\'F'\r)dr 
ausgedrückt. 

29* 


4 
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Der  FlächeninhäU  der  KtigdealoUe ,  d.  h,  des  kleineren  der 
beiden  Theile  der  Kugdober fläche ,  die  von  einem  beliebigen  auf 
der  Kuffd  gezogenen  Kreis  vom  Madms  r  besMmmt  werden,  ist 

27tR{B—yE^  —  r^), 

Korin  R  den  Badius  der  Kugel  bezeichnet, 

L&sst  man  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  &,  (a>&) 
um  die  grössere  Axe  rotiren,  so  entstellt  ein  Rotationsellipsoid. 

Der  Flächeninhalt  des  Theils  eines  solchen  JSUipsoids,  welcher 
von  zwei  Ebenen  bestimmt  wird,  die  auf  der  Botaüonsaxe  senkrecht 
stehen  tmd  von  denen  die  eine  durch  das  Centrum  geht  u/nd  von 
der  anderen  um  die  Grösse  r  absteht,  ist 

n  —  \r ya^  —  e^r^  +  ^  —  arc sin  —  r\  , 


ivorm 


e^  = j —  ist. 


a* 
Der  Flächeninhalt  des  halben  Ellipsoids  ist 

,o    ,    Ttab 
rcV  -\ arc  sm  e. 

Das  von  einem  Ellipsoid  mit  drei  ungleichen  Axen  um- 
schUssene  Voi/wmen  ist 

■^itabc, 

wenn  a,  b,  c  die  drei  Halbaxen  bezeichnen. 

Das  von  einem  einschaligen  Hyperboloid  und  zwei  der 
KehleUipse  parallelen  Ebenen  begrenzte  Volumen  ist,  wenn  diese 
Ebenen  um  die  Grössen  +c  von  der  KehleUipse  abstehen: 

^nabCf 

wobei  a,  b  die  Halbaxen  der  KehleUipse  sind. 

Das  von  einem  elliptischen  Paraboloid  u/nd  einer  auf  der 
Axe  senkrechten  Ebene  eingeschlossene  Volumen  ist  der  Hälfte 
des  Volumens  des  Gylinders  gleich,  der  dieselbe  Basis  und  Höhe  hat. 

Der  Flächeninhalt  eines  Torus  (vergl.  Kap.  12,  §  7),  welcher 
durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Radius  R  ist,  und  der  um 
eine  in  seiner  Ebene  liegende  und  von  seinem  Mittelpunkt  um 
die  Grösse  a  abstehende  Gerade  rotiii,    ist 

4^it^aR^ 

und  das  von  derselben  Fläche  eingeschlossene  Volumen: 

27t^aE\ 
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Flächeninhalte  und  Volumina  für  Polarcoordinaten. 
Es  seien  q  (der  Badiusvector)  und  0  (die  Amplitude)  die 
Polarcoordinaten  (vergl.  S.  20)  eines  Punkts  einer  gegebenen 
Plancurve,  P^,  P,  zwei  Punkte  der  Curve  und  0  der  Pol  des 
Coordinatensystems;  der  zwischen  P^  und  Pj  gelegene  Theil  der 
Curve  sei  derart,  dass  jede  beliebige  durch  0  gehende  und 
innerhalb  des  Winkels  P^  OP^  liegende  Gerade  ihn  nur  in  einem 
Punkt  trifft.  Man  zerlege  den  Winkel  PiOP,  in  n  Theile 
^i>  o>2'  •  •  •?  ®iiJ  ^®^  Curvenbogen  von  P^  bis  Pj  wird  alsdann 
durch  die  Schenkel  der  Theilwinkel  in  n  Theile  zerlegt;  in 
jedem  dieser  n  Theile  (z.  B.  in  dem  Theil,  der  dem  Winkel  ©^ 
entspricht)  wähle  man  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Badius- 
vector (9^  sei  und  beschreibe  den  Kreisbogen  vom  Centrum  0 
Und  Eadius  ^^,  der  von  den  Schenkeln  des  Winkels  co^  be- 
grenzt wird.  Die  Grenze  der  Summe  der  Flächeninhalte  aller 
Kreisausschnitte,  wie  desjenigen,  dessen  Flächenmhält  ^^^'«^  ist*), 
hestimmt  den  Inhalt  der  zwischen  der  Cu/rve  u/nd  den  beiden 
durdi  P^,  Pj  gehenden  Endradienvectoren  enthaUenen  Fläche, 

Der  analytische  Ausdruck  für  diesen  Flächeninhalt  ist: 


^fq^dO, 


«1 

loorm  0^,  ©2  die  Amplituden  der  Punkte  P^,  Pj  bedeuten  und 
angenommen  ist,  dass  q  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  als  Func- 
tion von  0  ausgedrückt  sei. 

Diese  Definition  des  Flächeninhalts  stinmit  mit  der  früher 
gegebenen  in  der  Art  überein,  dass,  wenn  der  Inhalt  einer 
Fläche  erst  auf  die  eben  erläuterte  Weise  aus  Flächeninhalten  für 
Polarcoordinaten  und  dann  aus  solchen  zusammengesetzt  wird, 
wie  sie  im  Anfang  des  Paragraphen  besprochen  wurden,  die  mit 
Hülfe  der  beiden  entsprechenden  Formeln  gefundenen  Resultate 
identisch  sind. 

Auf  analoge  Art  kann  man  bei  den  Volumina  verfahren. 
Wir  wollen  einen  Theil  einer  Fläche  betrachten,  deren  Punkte 
die  Grössen  q^  d^q>  zu  Polarcoordinaten  haben.    Vergl.  S.  35. 

Man  betrachte  den  Kegel  mit  rächt  ebener  Basis,  dessen 
Spitze  in  dem  Pol  0  liegt  und  dessen  Basis  der  gegebene 
Theil   der  Fläche  ist,    und    nehme  an,   dieser  Theil  sei   so   be- 


*)  Hier,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen,  verstehen  wir  unter  o^ 
auch  die  Zahl,  welche  die  Länge  des  zu  dem  Centriwinkel  o)^  gehöri- 
gen Kreisbogens  auf  einem  Kreis  mit  dem  Radius  1  misst. 
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schaffen,  dass  jede  durch  0  gehende  und  im  Innern  des  Kegels 
liegende  Gerade  ihn  immer  nur  in  einem  Punkt  treffe.  Wir  wollen 
nun  den  an  der  Spitze  des  Kegels  von  dem  Kegelmantel  um- 
schlossenen Baum  den  körperlichen  Winkel  oder  kurz  den  Winkel 
an  der  Spitze  des  Kegels  nennen.  Diesen  Winkel  zerlegen  wir 
in  eine  Anzahl  körperlicher  Theilwinkel,  von  denen  jeder  aus  der 
Fläche  ein  Stück  ausschneiden  wird,  und  nehmen  auf  diesem  Stack 
einen  Punkt  P^,  an,  dessen  Badiusvector  q^^  sei.  Wir  bilden  nun 
den  Kegel,  der  zum  Winkel  an  der  Spitze  den  körperlichen 
Theilwinkel  hiat,  innerhalb  dessen  sich  der  Punkt  P^,  befindet,  und 
zur  Basis  einen  Theil  der  Kugeloberfläche,  die  aus  dem  Centrum 
0  mit  dem  Badius  q^^  beschrieben  wird.  Die  Grreme  der  Summe 
der  Volumina  aller  dieser  Kegel  defmirt,  wevm  die  körperlichen 
Theüwmkel,  in  welche  der  totale,  der  Fläche  zugehörige,  an  dem 
Pol  0  liegende  körperUche  Winkel  zerlegt  wurde,  u/nbegrenzt  ab- 
nehmen, das  zwischen  der  Fläche  wnd  dem  Punkt  0  enÜhaUene 
Volumen.     Es  möge  PolarvoVumen  heissen. 

Der  analytische  Ausdruck  für  dieses  Volumen  ist: 

V=iJTQ^smededq>; 

dabei  ist  das  Doppelmtegral  auf  die  Gesammtheit  aller  Werihe 
0,  9  auszudehnen,  welche  Punkten  des  betrachteten  Iheüs  der 
Fläche  entsprechen. 

Selbstverständlich  gUt  auch  hier  die  Bemerkung,  dass  diese 
neue  Definition  des  Volumens  mit  der  früheren  nicht  in  Wider- 
spruch steht,  und  dass,  wenn  man  das  Polarvolumen  mittelst 
der  früheren  Formeln  berechnet,  indem  man  es  in  Sunmien 
und  Differenzen  von  Volumina  der  früher  betrachteten  Art  zer- 
legt imd  dann  die  dieser  letzteren  Art  von  Volumina  ent- 
sprechenden Formeln  anwendet,  die  beiden  Besultate  identisch 
sein  niüssen. 

Wir  geben  schliesslich  die  Formeln  an,  welche  für  die 
Bogenlänge,  von  Plan-  imd  Baumcurven  und  für  die  Inhalte 
beliebiger  Flächen  bei  Polarcoordinaten  gelten.     Sie  lauten: 

^^         

Bogenlänge  der  Plancurve  =  /  eZ^l/l  +  ?^(t~)  ' 

Bogenlänge  der  Eaumcurve  = 


2 


Qi 
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Inhalt  von  Flocken  = 


-.//«■«'■'^yi.'+dD'i  "*»+©• 


§  4.    Krümmung  von  Plan-  und  Banmourven.     Torsion. 

Natürliche  Gleichungen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangenten  in  zwei  benachbarten 
Punkten  P,  P'  einer  Plan-  oder  Raumcurve  miteinander  bilden 
und  welcher  der  Null  zustrebt,  wenn  die  beiden  Berührungs- 
punkte sich  einander  nähern,  heisst  Contingenzwinkel.  Wir 
nehmen  an,  dieser  Winkel  werde  durch  den  mit  dem  Badius  1 
beschriebenen  Kreisbogen  gemessen,  der  zu  einem  dem  Contin- 
genzwinkel gleichen  Centriwinkel  gehört.  Das  Mass  dieses  Kreis- 
bogens  werde  mit  0  bezeichnet. 

Wenn  die  Länge  des  Ton  zwei  benachbarten  Punkten  be- 
grenzten Bogens  s  genannt  wird,  so  versteht  man  unter  Krüm- 
mung der  Plan-  oder  Eaumcurve  in  einem  Punkt  P  die  Grenze 
des   Verhältnisses 

e 


—  f 

8 


falls  P'  deni  Pwnkt  P  zustrebt;  das  Verhältniss  selbst  pflegt 
man  die  mittlere  Krümmwng  des  Bogens  s  zu  nennen. 

Betrachtet  man  0  als  Function  von  5,  so  kann  man  die 
Krümmu/ng  auch  als  Berimrte  von  0  nadi  s  ausdrücken. 

Der  reciproke  Werth  der  Krümmung  heisst  der  Krümmu^s- 
radius. 

Handelt  es  sich  um  eine  Plancurve,  deren  Gleichung 

y  =  f{^) 

ist,  so  wird  die  Krümmung  durch  die  Formel 

^,  „       =-_J^ 

^        (1  +  y")* 

ausgedrückt;  lauten  dagegen  die  Gleichwngen  der  Plancurve 

so  ist  y  =  ^(S)> 

dx  d*y       dy  d^x 
_         1  dtdt^^dtdf* 


{©+©'1 
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Wenn  t  =  s  (dem  Curvenhogm)  ist,  so  erMlt  man 


V 

d*y 

d^x 

1 

B 

ds* 
dx 

ds* 
dy 

ds 

ds 

i  -  y&'+  &)' 


In  Polarcordinaten  q,  0  ist,  wenn  die  Gleichung  der  Curve 
^  =  g)(ö)  lautet  u/nd  q,  q'  die  erste  bez.  zweite  Derivirte  von 
Q  nach  6  sind: 

In  dem  FaU  einer  Baumcurve  wird  die  Krümmu/ng  durch 

o-h- 

=  ^y(dy  dh—dz  d^yy+  (dz  d^x—dx  d^zy+  (dx  d^y—dy  d^x)^ 
ausgedrückt,  oder,  wenn  s  die  unabhängige  Variable  ist,  durch 


Wenn  von  einem  Punkt  im  Baum  die  Parallelen  zu  allen 
Tangenten  an  eine  gegebene  iJaMWCurve  gezogen  werden  und 
diese  Parallelen  durch  eine  Kugel  begrenzt  werden,  deren  Cen- 
trum der  feste  Punkt  des  Baums  ist,  so  wird  auf  diese  Art 
auf  der  Kugel  eine  sphärische  Curve  entstehen,  die  das  sphäri- 
sche Bild  der  gegebenen  Baumcurve  heisst. 

Zieht  man  von  einem  Punkt  der  gegebenen  Curve  aus 
die  Parallele  zu  der  in  dem  entsprechenden  Punkt  an  das  sphä- 
rische Büd  gelegten  Tangente,  so  erhält  man  die  Hauptnormale 
zu  der  gegebenen  Baumcurve, 

Die  Gleichungen  der  Hauptnormalen  lauten: 

X  —  x  ^  Y  —  y  ^  Z—z 

^dx  ^dy  -dz 

d-r-  d-^  d-j- 

as  as  äs 

und  ihre  Bichtungscosinus  sind: 
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cos  §  =  ic      ,      » 
cos «  =  Ä      I       » 


cos  C   «s  iC      'j    ■    » 

i<7enn  i2  den  Krümmungsradius  bezeichnet. 


Wir  werden  unter  positiver  Richtimg  der  Normeden  einer 
ebenen  Curve  in  P  oder  der  Haiiptnormalen  einer  Baumcurve 
in  P  diejenige  der  beiden  Bichtungen  der  Normalen  verstehen, 
welche  so  beschaffen  ist,  dass  man,  von  P  in  ihrem  Sinn  aus- 
gehend, Punkte  trifft,  die  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in 
P,  oder  auf  derselben  Seite  der  senkrecht  zur  Hauptnormalen 
durch  P  gelegten  Ebene  liegen,  wie  die  dem  Punkt  P  unend- 
lich nahen  Punkte  der  Curve. 

Unter  der  positiven  Richttmg  der  Tcmgente  an  die  ebene 
Curve  in  P  verstehen  wir  femer  diejenige  der  beiden  Richtungen 
der  Tangente,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der  y-Axe 
zusammenföUt,  wenn  man  die  Curve  in  ihrer  eigenen  Ebene  so 
verschiebt,  dass  sich  die  positive  Richtimg  der  rc-Axe  mit  der 
positiven  Richtung  der  Normalen  deckt. 

Der  Punkt  auf  der  positiven  Richtung  der  Normalen  zur 
Plancurve  oder  der  Hauptnormalen  zur  Raumcurve,  der  von  P 
um  eine  Grösse  gleich  R  (dem  Krtünmungsradius)  absteht, 
heisst  der  dem  Funkt  P  entsprechende  Krümmungsmittdpwnkt. 

Bei  einer  Raumcurve  heisst  die  durch  den  Krümmungs- 
mittelpunkt  senkrecht  zur  Tangente  und  Hauptnormalen  gezogene 
Gerade  Krümmungsaxe,  Polarlinie  imd  die  ihr  parallele  durch 
den  Punkt  P  der  Curve  gehende  Gerade  Bvnormale  (nach  Saint- 
Venant,  Mem.  sur  les  lignes  courhes  non  planes,  Journ.  de  VEc. 
pol,  18,  p.  17). 

Der  Krümmungsmittelpu/nkt  ist  hei  Plancurven  die  Grene- 
läge  des  Schnittpunkts  der  Normalen  in  P  mit  der  Normalen  iw 
einem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Punkt 

Die  Krümmungsaxe  (Polare)  ist  hei  Baumcwrven  die  Grenz- 
läge  der  Schmttgeraden  der  Normalebene  zur  Curve  in  P  mit  der 
Normalehene  in  einem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Punkt 


458  Kapitel  XVI.    Infinitesimaltheorie. 

Die  Coordinaten  des  KrümmimgsmUtelpunkts  sind  im  Fall 
einer  ebenen  Curve 


fl?!  =  a?  +  JfJ 


dy 
ds 


^  dx , 

diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  dann,  wenn  die  obigen  Verein- 
barungen über  die  positiven  Richtungen  der  Tangente  und  Nor- 
malen vorher  getroffen  worden  sind,  und  wenn  man  sich  B  als 
eine  ihrem  Wesen  nach  positive  Grösse  denkt. 

Die  Coordinaten  des  Krümmtmgsmittelpunkts  im  Fäll  einer 

gewundenen  Curve  sind. 

ndx 

d~ 

Xi  =  X  -\-  H      j      ? 

*■  —  ds 


ds 
dz 


z^=z±B^ 


ds 

wobei  das  Vorzeichen  durch  die  Vereinbanmgen  bestimmt  wird, 
die  über  die  positive  Bichtu/ng  der  Tangente  an  die  gevnindene 
Curve  noch  zu  treffen  sind. 

Die  Gleichungen  der  Krümmungsaxe  lauten: 


008  X  cos  [A  cos  V 


-- » 


worin  k,  fi,  v  die  Bichtwngsumkd  der  Krümmungsaxe  bezeicfinen 
und  durch 

.         -r»  dyd^z  —  dzd*y 

cos  A    =  B  -^ ;v-g ^  J 


COBfl  =  B 


ds' 
dzd^x  — dxd*z 


ds 


s 


T.  dxd*y  —  dyd^x 

cos  V  ^  B ^  ,  3   ^ 

as 

bestimmt  werden. 

Die  durch  die  Tangente  und  die  Hauptnormale  einer  Curve 
doppelter  Krümmimg  gehende  Ebene  heisst  8chmiegungsd>eM 
(Krümmungsebene,  Osculationsebene) ;  ihre  Gleickung  lautet: 
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Z  —  rr,    Y—y,  Z  —  e 
dx,  dy ^  dz 

d^x^        d^y^        d^z 


=  0 


Die  Schmiegungsehene  ist  die  Grenzlage  der  Ebene,  wdche 
durch  einen  Punkt  der  Curve  v/nd  zwei  andere  Funkte  der  Curve 
geht,  wenn  diese  beiden  anderen  Punkte  sich  auf  beliebige  Weise 
dem  ersteren  unbegrenzt  nähern. 

Die  zweite  Krümmung  (Sdimiegung,  Flexion,  Torsion  oder 
Windung)  steht  in  Beziehung  zu  der  Deviation  der  Krüm- 
mungsaxe  bei  dem  üebergang  Yon  einem  Punkt  der  Curve  zu 
dem  folgenden  (dem  Schmiegungstvinkel,  Torsions-,  Flexions- 
oder  Windungsmnkel)  j  wie  die  gewöhnliche  Krümmung  (die 
auch  die  erste  Krümmung  genannt  wird)  in  Beziehung  zu  der 
Deviation  der  Tangente  (dem  ContingenzwinkeX)  steht. 

Bezeichnet  man  mit  x  den  Torsionswinkel,  d.  h.  den 
Winkel  zwischen  den  beiden  Krümmungsaxen,  die  zweien  un- 
endlich nahen  Punkten  der  Curve  entsprechen  oder  besser  den- 
jenigen Bogen  eines  Kreises  vom  Badius  1,  der  zu  einem  diesem 
Winkel  gleichen  Centn winkel  gehört,  so  heisst  die  Grenze  des 
Verhältnisses 


s 


die  Torsion  oder  Schmiegung  in  einem  Punkt  der  Baumcurve. 
Ihr  analytischer  Ausdruck  ist 


1  -|//dJC08X\2  /rfC08/A\2     1      /dC08v\ 

T  =  V  \~~dJ~)  +  ["di-)  +  v~di-) 


2 


worin  k,  (i,  v  die  Eichttmgswvnkel  der  Krümmtmgsaxe  bedeuten, 
und  T  der  Torsionshalbmesser  heissL 

In  der  Theorie  der  Baumcurven  (gewundenen  *  Curven, 
Curven  doppelter  Ejrümmung)  sind  yon  grosser  Bedeutung  die 
sogenannten  Frenetischen  oder  Serret'schen  Formeln^  welche 
Ausdrücke  für  die  Differentiale  der  neun  Cosinus 

cosa,  cos /5,  cos  y  (die  Richtungscosinus  der  Tangente), 
cos|,  cosi^,  cosf  (die  Bichtungscosiniis  der  Hauptnormalen), 
cosA,  cosjiA,  cosv  (die  Bichtungscosinus  der  Krümmungsaze) 

liefern. 

Sie  lauten: 
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d  COB «  1  ^ 

d  COBß  1 

d  COB  y         1         c 


<?  COS  A         1         ■ 

(2  cos  li  1 

-J--=yC08,,, 

(i  cos  1^  1  , 

-^-~-y  cos?; 


e2  cos  £  1  1  , 

—  ■ —  SS  —      cos  a  —  ^-  cos  A , 
äs  JK  r  ' 

d  cos  17  1^1 

'"«rr-  =  —  s^  cos  ^  —  j,  cos  ^  , 

d  cos  £  1  1 

— j —  '^  —  T>  cos  y  —  ^  COS  V  . 


Die  analytischen  Beziehungen,  welche  zwischen  der  Krüm- 
mung und  dem  Bogen  einer  Plancurve  bez.  der  Krümmung, 
Torsion  und  dem  Bogen  einer  Baumcurve  bestehen,  werden  die 
natürlichen  Gleichtmgen  der  Curve,  equaeioni  mtrinsiche,  vntrmsk 
equations  genannt,  weil  sie  zwar  die  Form,  aber  nicht  die  Lage 
der  Curve  in  der  Ebene  bez.  im  Baum  bestimmen. 

Smd  die  natürlichen  Gleidiungen 

E  =  R(s),     T=T{s) 

einer  Baumcurve  beliebig  gegeben,  so  exisHrt  immer  die  ihnen 
entsprechende  Curve,  und  das  Problem,  die  Curve  zu  bestimmen, 
reducirt  sich  auf  die  Integration  einer  Gleichung  vom  RiccaiVsdten 
Typus;  vergl.  Repert.  Bd.  1,  p.  173.     (Darboux). 

Die  Curve,  bei  welcher  das  Verhältniss  der  beiden  Krüm- 
mungen constant  bleibt,  ist  eine  Schraubenlinie,  Schnecken- 
linie oder  Helix  (Curven,  die  auf  einem  Cylmder  aufgetragen 
sind  und  dessen  Erzeugende  unter  constantem  Winkel  schneiden); 
sind  im  Besonderen  die  beiden  Krümmungen  constant,  so  ist  der 
Cylinder  ein  Kreiscylinder.    Puiseux,  Grelle,  7;  Bertrand,  ib.,  8. 
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Die  natürliche  Gleichung  des  Kegelschnitte  lautet: 

dB 


Kfv-i 


+  AB^—  BB^ 


tDorin  A^  B  zwei  Constante  bezeicfinen. 

Die  natürlichen  Gleichungen  der  Parabel  und  der  gleichseitigen 
Hyperbel  sind 

dB 


bez.    ^  a»  -r- 


Vv 

1^    /» dB^ 


B\i 

p)  ' 
dB 


worin  p  und  a  die  Parameter  der  Parabel  bez.  der  gleichseitigen 
Hi^erbd  bedeuten. 

Eine   der   natürlichen   Gleicfiungen   einer   sphärischen   (auf 
einer  Kugel  liegenden)  Curve  lautet: 


B 
T 


+i(^'-^-'>- 


Die  Curven,  för  welche  eine  der  natürlichen  Gleichungen  eine 
Ivneare  Bela/tian  zwischen  den  beiden  Krümmungen  ist,  heissen 
Bertrand'sche  Curven.    CrMe,  15. 

Sie  haben  die  bemerkenswerihe  Eigensdiafi^  dass  ifire  Haupt- 
normalen  aucfi  die  Hauptnormalen  emer  zweiten  Curve  sind,  die 
der  ersten  conjugirt  genannt  wird.  Siehe  auch  Bonnet,  Journ. 
de  Vtc.  pol.,  32,  1848;  Serret,  Crelle,  16;  C&mpt.  Bend.,  1877; 
Cesaro,  Bivl  di  mat,  2;  Mathesis,  2;  etc. 


Die  Ersten,  welche  sich  ex  professo  mit  der  Theorie  der 
gewundenen  Curven  beschäftigten,  waren  besonders  Clairaut, 
Becherches  sur  les  courbes  d  double  courbure,  Paris  1731; 
Tinseau,  Mem.  des  Sav.  etr.,  9,  1781;  Monge,  ib.,  10,  1785; 
Journ.  de  Vic.  pol.,  2,  1799;  Laueret,  Mem.  de  VAc.  de  Pans^ 
1,  1806;  2,  1811;  Jacobi,  Crelle,  14,  16;  Saint-Venant, 
Journ.  de  VEc.  pol.,  1845. 

Die  berühmten  Formeln  von  Freuet  und  Serret  wurden 
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fast  gleichzeitig  von  diesen  .beiden  Autoren  entdeckt.  CrdU, 
17,  1852  und  16,  1851*). 

Mit  der  sogenannten  natürlichen  Geometrie  der  Curven,  d.  h. 
dem  Studium  der  Curven  mittelst  der  natürlichen  Gleichungen 
befassten  sich  speciell  Hoppe  in  zahlreichen  Arbeiten,  CreUe, 
60, 63;  Ärch.  der  Math.,  1880,  85, 89,  etc.;  Lie,  Bestimrmmg aller 
Baumcurven,  deren  Krümmungsradius,  Torsiansradius  und  Bogen- 
längen durch  heUebige  Belationen  verknüpft  sind,  Christiania, 
Vid,  Sdsk.  Forhwndl,,  1882;  siehe  auch  seine  Varles.  über  cant. 
Gruppen,  etc,,  Leipzig,  1893;  ein  neueres  Buch  ist  von  Cesaro, 
Geom.  intrinsica,  Napoli,  1896  (die  deutsche  üebersetzung  von 
Kowalewski  ist  bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  1901  erschienen), 
welches  ausschliesslich  diese  Richtung  verfolgt. 

Die  Hauptwerke  über  die  ^finitesimaltheorie  der  Raum- 
curven  sind  von  Schell,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  dop- 
pelter Krümmung,  Leipzig,  2.  Aufl.  1898;  P.  Serret,  Thear. 
nouv.  etc.,  Paris  1860;  Joachimsthal,  Anw.  der  Diff.  und 
Int.  etc,  3.  Aufl.,  bearb.  vonNatani,  Leipzig  1890;  Scheffers,  G., 
Anw.  der  Diff.  und  Int.  etc.,  Bd.  1,  Leipzig  1900  (vergl.  das  Na- 
menregister); dazu  kommen  die  Arbeiten  über  Differentialgeo- 
metrie, die  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  citiren  werden. 


§  5.    Berührungen  von  Curven  und  Flächen. 

Wenn  y=f{x)^  i/ =  9(^)  ^i®  Gleichungen  zweier  ebener 
Curven  sind,  so  sagt  man,  die  Curven  berühren  sich  in  dem 
Punkt  mit  der  Abscisse  x  =  Xq  in  der  i^^  Ordnung  oder  (i+  l)- 
pimktig,  wenn  far^R;  ==  oJq 

f    (Xq)   =   (p  (Xq)  , 


fi  (xq)  =  (p*(xq)      ist. 

Wenn  l  eine  gerade  ZaJil  ist,  so  berühren  sich  die  beiden 
Curven  in  diesem  Punkt  und  schneiden  sich  zugleich  in  ihm;  ist 
i  dagegen  imgerade,  so  schneiden  sich  die  beiden  Curven  nicht 

Wenn  zwei  Curven  f,(pvn  einem  Punkt  eine  Berührung 

*)  Der  in  dem  Grelle' sehen  Journal  später  als  der  Serret'sche 
zum  Abdruck  gekommene  Freuet 'sehe  Aufsatz  war  schon  im  Jahr 
1847  der  Toulouser  Facultät  als  Doctordissertation  präsentirt  worden. 
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*.**'  Ordmmg  haben,  so  berührt  eine  dritte  Cw*ve  if),  welche  mit 
f  eine  Berührung  von  der  Orä/nwng  Je  <Ci  hat,  auch  die  andere 
tp  in  derselben  Ordnung  h 

Eine  Curve^  die  in  einem  Pu/nkt  mit  einer  anderen  festen 
Curve  eine  Berührung  t**'  Ordnung  hat,  kann  man  als  die 
Grenzlage  einer  beweglichen  Curve  ansehen,  die  durch  i  -\-  1 
Punkte  der  festen  Curve  geht^  wenn  diese  i  -)-  1  Punkte  sich 
mibegrenet  einander  näJiem. 

Von  einer  Curve,  deren  Gleichung  i  unbestimmte  Con- 
stanten  enthält,  sagt  man,  sie  osculire  eine  andere  feste  Curve, 
wenn  sie  mit  ihr  in  einem  Punkt  eine  Berührung  der  grössten 
Ordnung  hat,  die  für  sie  überhaupt  bei  Berücksichtigung  der 
zur  Verfügung  stehenden  Constanten  möglich  ist;  im  Allgemei- 
nen ist  diese  höchste  Ordnung  die  (i — 1)*®;  in  specieUen  Fällen 
kann  sie  diese  Grenze  überschreiten. 

Der  eine  Curve  in  einem  Punkt  osculirende  Kreis  ist  der 
Kreis,  welcher  mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  Berührung 
von  wenigstens  der  2**"  Ordnung  hat. 

Der  eine  Curve  in  einem  Pmkt  osculirende  Kreis  ist  der 
durcfi  diesen  Punkt  gehende  Kreis,  dessen  Centrum  im  Krüm- 
mungsmittelpunkt  liegt  (der  Krümmungskreis). 

Wenn  der  osctdirende  Kreis  mit  der  Curve  in  einem  Punkt 
eine  Berührung  ungerader  Ordnung  (also  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung)  hat,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  in  diesem 
Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum, 

Es  sei  eine  Fläche  und  ihre  Normale  in  einem  Punkt  P 
gegeben;  es  sei  femer  eine  durch  den  Punkt  P  der  Fläche 
gehende  Raumcurve  gegeben;  man  stelle  die  Protection  der 
Curve  auf  die  Fläche  her,  indem  man  die  projicirenden  Geraden 
parallel  zur  Normalen  auf  die  Fläche  zieht.  Man  sagt  dann,  die 
Curve  und  die  Fläche  haben  in  dem  Punkt  P  eine  Berührung 
^ter  Ordnung,  wenn  die  Curve  imd  ihre  so  gebildete  Projection 
sich  in  P  in  der  i*^^  Ordnimg  berühren. 

Von  einer  Fläche,  deren  Gleichung  i  willkürliche  Parameter 
enthält,  sagt  man,  sie  osculire  eine  gegebene  Curve  in  einem 
Punkt,  wenn  sie  mit  ihr  eine  Berührung  der  grössten,  mit  der 
Anzahl  der  willkürlichen  Parameter  verträglichen  Ordnung  hat. 
Diese  Ordnung  ist  wenigstens  die  (i  —  l)*®. 

Eine  durch  einen  Punkt  P  der  Raumcurve  gehende  Ebene 
oscülirt  die  Curve  in  P,  wenn  sie  mit  ihr  in  P  eine  Berührung 
von  wenigstens  der   2^^  Ordnung  hat.     Siehe  §  4. 
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Die  osctdirende  Kugel  ist  die  Kugel,  welche  eine  Baum- 
curve  in  einem  Punkt  wenigstens  in  der  dritten  Ordnung  berührt. 


§  6.    Enveloppen  von  Ourren  und  ilftohen. 
Abwickelbare  Fläohen. 

Wenn  die  Gleichung  /*  =«  0  einer  Gurre  (oder  einer  Flache) 
einen  unbestimmten  Parameter  a  enthält  und  man  diesen  stetig 
varüren  Iftsst,  so  entsteht  auf  diese  Art  ein  einfach  unendliches 
System  von  Curven  (oder  Flächen).  Betrachtet  man  nun  einen 
bestimmten  Werth  von  a  und  dann  einen  variirten  Werth 

so  kann  der  Schnitt  der  entsprechenden  beiden  Curven  (oder 
Flächen),  wenn  Ja  sich  der  Null  nähert,  im  Allgemeinen  einer 
Grenzlage  zustreben.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Grenzlagen 
kann  eine  Curve  (oder  Fläche)  bilden^  weiche  dann  die  Ein- 
hüllende  oder  Envelqppe  des  gegebenen  Systems  von  Curven  (oder 
Flächen)  heisst,  während  jede  einzelne  Curve  (oder  Fläche)  des 
Systems  EingehiÜlte  oder  UrnfiüUte  genannt  wird.  In  dem  Fall 
von  Flächen  wird  die  Grenzlage  der  Schnittcurve  zweier  Nach- 
barflächen des  Systems  Charakteristik  genannt.     Monge. 

Um  die  Gleichimg  der  Envdoppe  zu  erhalten,  hat  man  den 
Parameter  a  aus  der  gegebenen  Gleichtmg  und  au^  derjenigen  zu 
eliminiren,    die  sich  ergiebt,    wenn  ihre  Derivirte  nach  a  gleich 

Null  gesetzt  wird  (/*=  0,  7r-==  Oj . 

Die  Einhüllende  berührt  aUe  Eingehüllten  längs  den  ent- 
sprechenden Charakteristiken, 

Die  auf  einer  Eingehüllten  liegende  Charakteristik  schneidet 
die  benachbarte  Eingehüllte  in  gewissen  Punkten,  die  Grenz- 
lagen zustreben  können,  wenn  die  beider^  Eingehüllten  sich  ein- 
ander unbegrenzt  nähern;  die  Gesammtheit  dieser  Grenzlagen 
bildet  im  Allgemeinen  eine  der  Enveloppe  angehörige  Curve, 
welche  die  Bückkehrkante  (Cuspidalcurve)  der  Enveloppe  ge- 
nannt wird. 

Jede  Charakteristik  berührt  die  Bückkehrkante. 

Die  Gleichungen  der  Rückkehrkante  erhält  man  durch  Eli- 
mination von  a  aus 

/•=0,     1^  =  0,     |^,  =  0. 

'  da  ca^ 
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Die  Enyeloppe  eines  einfach  unendlichen  Systems  von 
Ebenen  ist  eine  Fläche,  die  Developpäble  oder  äbivickelbare Fläche 
genannt  wird. 

Die  abwickelbare  Fläche  ist  Oseuiationsdeveloppable  ihrer 
Bückkehrkante. 

Bezeichnet  man  mit  r,  5,  t  die  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  abgeleiteten  zweiten  Derivirten  von  0  nach  x  und  y,  so 
ist  für  jede  developpable  Fläche 

rt  —  s^  =  0. 

Die  ahivickelharen  Flächen  haben  ihren  Namen  von  der 
Eigenschaft,  dass  man  sie  auf  eine  Ebene  ohne  Falten  und 
Brüche  ausbreiten  (abwickeln)  kann. 

Die  Devdoppahle  ist  der  Ort  der  Tangenten  an  eine  JRaum- 
curve,  die  Bücklcehrlcante  der  Fläche  ist,  und  diese  Tangenten  sind 
die  Charakteristiken  der  Developpäblen. 

Die  Berühnmgsehenen  der  Devdoppablen  sind  OsculaUo^ts- 
ebenen  der  Bückkekrhmte. 

Die  Enveloppe  der  Normalebenen  einer  Eaumcurve  wird 
JPölardevdoppdble  (Fläche  der  Normalebenen  oder  der  Krümmungs- 
axen)  der  gewundenen  Curve  genannt. 

Die  Charakteristiken  der  Polardeveloppdblen  sind  die  Krüm- 
mungsaxen  (Pölarlinien)  der  gegebenen  Curve. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Bückkehrkante  der  Polar- 
developpäblen  sind 

^0  =  ^  -\^  B  oos^  —  T  -V-  cos  iL , 

ff  7f 

gQ=^y -{- B  00871— T-j^G08(i, 

Zq  =  0  -^  B  cos^  — T  ^—  cos  1/ . 

Die  Bückkehrkante  der  Polardeveloppäblen  einer  gewundenen 
Curve  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der^  in  den  Punkten  der 
Cu/rve  die  Fläche  oscidirenden  Kugeln,  der  Schmiegungskugeln. 

Die  Enveloppe  der  auf  der  Hauptnormalen  senkrecht  stehen- 
den Berührungsebenen  an  eine  Raumcurve  (nach  Laueret, 
M^.  sur  les  courbes  ä  double  courbure,  Mem.  pre's.  par  div. 
sav,  ä  VAc.  de  Paris^  1,  p.  420:  der  rectificirendm  Ebenen)  ist 
die  sogenannte  rectificirende  developpable  Fläche  der  Baumcurve. 

Breitet  man  die  rectificirende  Developpable  einer  gegebenen 
Baumcurve  auf  eine  Ebene  aus,  so  tra/nsformirt  sich  diese  Curve 
(die  auf  der  Fläche  liegt)  in  eine  Gerade. 

Pascal,  Bepertorium.  TL.  30 
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§  7.   Evoluten  und  Evolventen. 

Wenn  wir  uns  denken,  es  sei  um  eine  gegebene  ebene 
oder  gewundene  Curve  .ein  biegsamer  aber  nicht  dehnbarer 
^aden  gelegt,  und  wenn  wir  diesen  von  der  Curve  so  abwickeln, 
dass  er  immer  gespannt  bleibt  und  daher  die  Curve  immer  be- 
rührt, so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  des  Fadens  eine  Curve, 
welche  Evolvente  (auch  zum  unterschied  von  einer  anderen  Art 
von  Abwickelungscurven  Füarevölvente)  der  gegebenen  Curve 
genannt  wird,  während  die  letztere  die  Evolute  (Füarevolute) 
der  Evolvente  heisst. 

Die  Tangente  an  die  Evolute  steht  immer  auf  der  Tangente 
an  die  Evolvente  senkrecht^  insbesondere  ist  die  Talente  an  die 
Evolvente  paraUel  zur  Hauptnormälen  der  Evolute. 

Ist  eine  beliebige  gewundene  oder  ebene  Curve  als  Evol- 
vente gegeben,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Evolute: 

üc'  =  ir  -|-  Ä  cos  I  +  i2  tg  (t  +  Ä)  cos  A , 
y'  ==  y  "t"  -ß  cos  i;  -f-  J2  tg  (t  +  ä)  cos  fiy 
z'  =  z  -{-  B  coat  -^  Rtg(r  -{-  k)  cosvj 


wonn 


-n 


8 

r  =  f  -^ 


ist  tmd  k  eme  ivUlkürUche  Consta/nte  bedeutet.  Es  exisUren  vmi- 
hin  tmendUch  viele  Evoluten  einer  gegebenen  ebenen  oder  ger 
unmdenen  Curve.  Ist  die  Curve  eben,  so  mrd  x  =  Const,  J)er 
Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Evolute  mit  der  Hauptnor- 
mälen der  Evolvente  büdet,  ist  gleich  r  -^  k. 

Wenn  die  Curve  eben  ist  und  t  -{-  k  =  0  gesetzt  wird, 
erhält  man  von  den  unendlich  vielen  Evoluten  die  ebene  Evolute. 

Die  unendlich  vielen  Evoluten  einer  Curve  liegen  sämmUuih 
auf  der  Polardeveloppäblen  der  Evolvente  und  sind  insbesondere 
säm/müich  geodätische  Linien  (siehe  weiter  unten)  dieser 
Fläche. 

Wenn  die  Evolvente  eine  Ba/umcurve  ist,  so  sind  aUe  ihre 
Evoluten  Baumcurven, 

Ist  dagegen  die  Evolvente  eine  Flaneur ve,  so  ist  eine  Evo- 
lute eben,  die  übrigen  sind  gewunden.  In  diesem  FäU  ist  diese 
einzige  ebene   Evoltäe   der  Ort  der  Krümmtmgsmittdpunkte  der 
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Evolvente   und   die  übrigen  sind  Schraubenlinien  des  CyUnders, 
der  diesen  Ort  zur  Basis  ha^. 

Die  von   demselben  Punkt  der  Evolvente  ausgehenden  Tan- 
genten an  zwei   verschiedene   Evoluten   bilden    einen   consto/nten 
Winkel  miteinander. 

Von  den  Evolutenflächen  einer  gegebenen  Fläche  wird  weiter 
unten  in  §  13  die  Bede  sein«' 

Aus    der    oben    angegebenen    Construction    der    Evolvente 
ergiebt  sich  sofort: 

Es  giebt  unendlich  viele  Evolventen   einer  gegebenen  Curve, 


Die  Evolute  einer  ebenen Curve  untersuchte  zuerst  Huyghens, 
Horölogium  oscillatorium^  Paris  1673;  er  kam  bei  dem  Versuch, 
ein  isochrones  Pendel  zu  construiren,  auf  den  Gedanken,  den 
Isochronismus  der  Cycloide  (vergl.  Kap.  17,  §  12)  zu  benutzen  und 
den  Eaden  des  Pendels  über  zwei  Halbevoluten  dieser  Curve  zu 
legen;  daraus  entsprang  dann  die  Idee,  die  Evoluten  im  All- 
gemeinen zu  studiren.  Später  hat  sich  mit  ihnen  auch  Newton 
in  seiner  Method  of  fluxions  etc.^  London,  1736  beschäftigt. 


§  8.    Kzxunmlinige  Coordinaten.     Linienelement  der 

Fläohen.     Fundamentaldifferentialformen   der  iläohen. 

Conforme  Abbildung.     Sphärisohe  Abbildung. 

Wenn  eine  Fläche  durch  die  drei  Gleichungen 

X  =  g>(u,  v) , 

y  —  '^{u,  v), 

z  =  x{u,  v) 

definirt  ist,  in  welchen  te,  v  zwei  willkürliche  Parameter  bedeu- 
ten, so  stellen  die  Linien,  für  welche  u  =  Const.  oder  v  =»  Const. 
ist,  zwei  Systeme  von  auf  der  Fläche  liegenden  Linien  dar,  die 
man  Farameterlinien  nennt.  Die  Grössen  u  und  v  heissen 
die  krummiUnigen  Coordinaten  des  Schnittpimkts  der  beiden 
Parameterlinien  u^  v.  Der  unendlich  kleine  Abstand  zweier 
der  Fläche  angehöriger  Punkte  mit  den  Coordinaten 

u,  V, 

bez.  u  +  du,  V  '\-  dv 

30* 
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heisst  Linienelemeni  der  Fläche.     8em  Quckdrat  ist 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 


warm 


«= (1-3' +(§!)'+ (1^)'. 

^ dx  dx    1    gy  dy    ._  dz  de 

du  dv    '    du  dv  "■    du  d'^  ' 

« -  (f-3* + ©' + (1^) 

w»e?    Ea  —  F^>0 


du  dv 

2 


Bezeichnet  man  mit  (ux)j  {uy), . . .  die  Richtungswinkel 
der  Tangenten  an  die  Parameterlinien  v  =  Const.,  u  =  Const.,  so 
gelten  die  Formeln 


cos  (ux) 


1    dx 


Yg  du' 


cos  (vx)  = 


1     dx 


yjE  dv ' 


/     \  ^     dz 


cos  (vy)  =  -=.  — , 
^  ^        YF  dv' 


C08(vz)    = 


1    dz 


YF  dv  ' 


und  der  Winkel  Sl^  den  die  Parameterlinien  miteinander  bilden, 
ergibt  sich  aus: 

F 
cos  il  =    ,       , 

Yfg' 

sm  ü  =  ^ • 


ywö 

Die  nothwendige  tmd  ausreichende  Bedingv/ng^  damit  die 
beiden  Linien  u  =  Const.  tmd  v  =  Const.  senkrecht  aufeinamder 
stehen^  ist  F  =  0. 

Der  Inhalt  des  von  den  vier  Parameterlinien  u,  u-\-du,  f, 
V  -\-  dv  auf  der  Fläche  gebildeten  u/nendlich  Meinen  Vierecks,  des 
Flächenelements,  ist 


yEG  —  F^dudv. 

Bezeichnet    man    mit   X,   Y,  Z    die   Bichtwngscosinus    der 
Flächennormalen,  so  erhält  man  die  Formeln: 
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X  = 


ySG  —  F^ 


Y  = 


yuG  —  F^ 


dz 

8x 

du» 

du 

de 

dx 

at)' 

dv 

z  = 


yEG  —  F* 


dv  '   dv 


Die  Differentialform 

Edu^  +  2Fduäv  +  Gdv* 

heisst  die  erste  Fundaimentaldifferentialfarm  der  Fläche  und  die 
Differentialform 

9>  =  —  ^dxdX  =  Ddu^  +  2D'dudv  +  D"dv^ 

die  zweite  Fundamentaldifferentialform  der  Fläche. 


Die  D  haben  die  Werthe 

d^ 
au*' 


D  = 


B'=2^ 


d*x 


D"=2X 


d^x 

dv*' 


dudv' 

wobei  das  Symbol  ^  angibt,  dass  man  die  Summe  der  drei 
Werthe  bilden  soll,  welche  sich  durch  Vertauschimg  von  o?,  X 
mit  y,  Y  bez.  z^  Z  ergeben. 

Zwischen  den  Ooefßcienten  JEJ,  jP,  &,  Dy  D\  D''  bestehen 
drei  Eelationen,  die  in  dem  Fall,  in  welchem  die  Para- 
meterlinien senkrecht  auf  einander  stehen,  also  JP  »=  0  ist, 
folgendermassen  lauten: 

d   /D'\         d   /  B'\  B'    dYE         B    dYG  ^^ 

^^\Vg)      9v\Yg)     Yeg   dv       ^    ^^ 

d_  /B^\  _   d_ iBr\  ^    B'    dVG  _  ^  dVE  ^  q 
dv  \Ye)       ^^xYe) 


Yeg  du 


G      dv 


D'i_  2)2) 


"  ^   d_  /J_  dyG\    .d_/l     dY^\ 

YEG  du\YE    duj'^^^xY^    dv  ) 

Ueber  die  Form  dieser  Relationen  in  dem  allgemeinen  Fall 
und  in  ChristoffeV sehen  Symbolen  siehe  Bianchi,  Geom,  diff., 
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p.  90,  91,  deutsch  von  Lukat,  Vorlcsimgen  über  Differential- 
geometrie, Leipzig,  1899  p.  66  u.  ff. 

Die  letzte  Gleichung  entspricht  einer  Formel  von  Gauss, 
Disqu.  circa  superficies  curvas  etc.,  Comment.  Gott.,  6,  1826 
=s  Werke,  4;  die  beiden  anderen  wurden  in  ähnlicher  Gestalt 
zuerst  von  Mainardi,  Giorn,  deä'  Ist.  Lomb.,  9,  1857,  p.  395 
entdeckt  und  später  von  Codazzi,  Ann.  di  mat,  (2),  2,  1868 
wieder  aufgefunden.  Sie  führen  den  Namen  Codaz zi'sche 
Formeln. 

Sind  zwei  quadratische  Differentialformen 

f=  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 
q^^Bdu^  +  2D'dudv  +  D'^dv^ 

gegeben,  von  denen  die  erste  definit  sei,  d.  h.  ein  constanies  Vor- 
zeichen habe  (m  welchem  FaM  EG  —  F^  >  0  sein  muss),  so  ist 
es,  damit  eine  Fläche  existire^  für  welche  sie  die  erste  wnd  zweite 
Differentialform  sind,  nothwendig  u/nd  ausreichend,  dass  die  drei 
obigen  (selbstverständUch  die  für  den  allgemeinen  FaU  geltenden) 
Formel/n  erfüllt  seien;  in  diesem  Fall  enMirt  nur  eine  einzige 
solche  Fläche,  die  ihrer  Gestalt  nach,  aber  nicht  ihrer  Lage  im 
Baum  nach  bestimmt  ist;  um  die  Gldchung  der  Fläche  zu  erhal- 
ten^ nmss  eine  Gleichung  vom  Riccati'schen  Typus  (Repert,  Bd.  1, 
p.  173)  integrirt  werden. 

Wenn  speciell  in  der  ersten  Fundamentaldifferentialform 
einer  Fläche 

E=G,     F=0 

ist,  so  wird  das  System  von  Parameterlinien  orthogonal  iso- 
therm genannt  und  u,  v  heissen  isometrische  Parameter. 

Die  isothermen  Systeme  fheüen  die  Fläche  in  wnendlidi 
Meine  Quadrate. 

Die  Linien  u,  v  mögen  ein  isothermes  System  mit  isome- 
trischen Parametern  bilden,  d.  h.  die  erste  Differentialform  habe 
die  Gestalt 

ds^  =  E{du^'{-dv^). 

Nun  ist  es  klar,  dass,  wenn 

U  =   0  (u) 

V  =  wlvj 

gesetzt  wird,  worin  (P,  W  zwei  willkürliche  Functionen  sind, 
die    Parameterlinien    u  =  Const.,   v  =  Const.    nicht    wesentlich 
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verändert  werden,  d.  h.,  die  ti'=  Const.,  t?'=  Const.  sind  die 
nämlichen,  wie  u  =  Const.,  t;  =  Const.;  alsdann  tritt  jedoch  die 
Differentialform  in  den  Coordinaten  vl^  v  nicht  mehr  nnter  der 
isometrischen  Form  auf;  sie  erhält  die  Gestalt: 

worin  die  Coef&cienten  von  du^  und  dv'^  nicht,  wie  früher,  ein- 
ander gleich  sind,  wenn  auch  das  Coordinatensystem,  da  es  sich 
nicht  geändert  hat,  als  isotherm  anzusehen  ist. 

Wir  sind  daher  genöthigt,  einen  Unterschied  in  Bezug  auf 
den  oben  definirten  Begriff  zu  machen. 

Ein  System  (m,  v)  soll  einfach  isotherm  heissen,  wenn  die 
Bedingungen 

^        ^'    G         V 

erfüllt  sind,  worin  U  und  Y  Functionen  von  u  allein,  bez.  von 
V  allein  sind;  es  soll  dagegen  isotherm  mit  isometrischen  Para- 
metern genannt  werden,  wenn  überdies  E  =  G-  ist. 

Jedem  einfach  isothermen  System  lässt  sicfi  stets  eine  iso- 
metrische Form  gehen. 

Man  kann  immer  auf  tmendlich  viele  Arten  eine  solche 
Vertauschimg  der  Variablen  (u,  v)  mit  Variablen  (u',  v')  vor- 
nehmen, dass  das  neue  System  isoiäierm  wird. 

Ist  auf  der  Fläche  ein  isothermes  System  (u,  v)  gegeben, 
so  erhält  man  jedes  andere  isotherme  System  (u\  v'),  wen/n 
man  annimmt,  die  complexe  Variable  w'  -}-  iv'  sei  eine  beliebige 
Function  der  complexen  Variablen  u  -}-  iv,  d.  h. 

u' -{- iv' =  0(u -{- iv) 

setzt,  worin  O  das  Symbol  für  eine  unUMrliche  Function  ist 

Die  noihwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die 
Linien  q>  =  Const.  mit  ihren  orthogonalen  Trajectorien  ein  iso- 
thermes System  bilden,  besteht  darin,  dass  das  Verhältniss  zwischen 
dem  ersten  und  zweiten  Di/ferenHalparameter  von  q>*)  eine  Func- 
tion von  g>  allein  sei. 


*)  Die  allgemeine  Definition  des  ersten  und  zweiten  Differential- 
parameters einer  Function  qp  ist  im  Bepert.  1,  p.  218,  219  gege- 
ben. Sie  werden  mit  den  Symbolen  J^(p  und  J^(p  bezeichnet  und 
sind  in  unserem  Fall 
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Auf  jeder   Rotationsfläche   bilden   die   Meridiane   und   die 
ParaUdkreise  ein  isothermes  System, 


Wenn  das  Linienelement  einer  Fläche  sich  auf  die  Form 
(Z7+  y){du^  -^^  dv^)  reduciren  lässt,  worin  U  und  V  Func- 
tion Yon  u  allein  bez.  von  v  allein  sind,  so  sagt  man,  die 
Fläche  sei  vom  Liouville'schen  Typus. 

Zu  den  Liouville'schen  Flächen  gehören  die  Flächen  2^^ 
Grads  wnd  die  Rotationsflächen. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Liouville'schen  Flächen  sind  von 
Königs,  Cowpt  Bend,,  1889;  Stäckel,  Ma^.  Ann.,  35;  Eicci, 
JRend.  Acc.  Lincei,  1893. 


Wir  wollen  annehmen,  es  sei  ein  isothermes  Coordinaten- 
System  (w,  v)  auf  der  Fläche  gegeben  und  dieses  sei  auf  die 
isometrische  Form  reducirt,  so  dass  also 

ds^  =  X  (du^  +  dv^) 

ist,  imd  wollen  w,  t?  als  die  orthogonalen  Cärtesischen  Coordi- 
naten  eines  Punkts  einer  Ebene  interpretiren.  Jedem  Punkt  der 
Fläche  wird  dann  ein  Punkt  der  Ebene  entsprechen;  wir  er- 
halten somit  die  AbhüduMg  eines  Theüs  der  Fläche  auf  die  Ebene. 

Eine  solche  Abbüdu/ng  ist  conform  (isogonal,  winl'el- 
treu),  d.  h.  die  sich  entsprechenden  Winkel  sind  gleich.  VergL 
Repert.  1,  p.  350. 

Im  Allgemeinen  seien  w,  v  isometrische  Coordinaten  auf 
der  Fläche  oder  einem  Theil  der  Fläche;  um  die  allgemeinste 
CO  n  forme  Abbildung  dieser  Fläche  auf  eine  Ebene  mit  den  Cär- 
tesischen Coordinaten  x,  y  zu  erhalten^  braucht  ma/n  nur  anzu- 
nehmen, die  complexe  Variable  u  -^  iv  sei  eine  tvülkürliche 
Fu/nction  der  complexen  Variablen  x  -\-  iy  oder  auch  der  Va- 
riablen X  —  iy;  in  dem  ersten  Fall  sind  die  sich  entsprechenden 
Winkel  gleich  und  gleichgerichtet^  in  dem  zweiten  Fall  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 


.               \dv)  du  dv  """      \du) 

A9  =  


^s9  = 


yEG  —  F* 


EG  —  F^ 

G^  —  F^  E^  —  F^^ 

d       du           ^^  I     ^       ^^          ^** 

du    yEG  —  F^  ^   yEG  —  F* 
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Wenn  man  dann  eine  zweite  Fläche  oder  einen  zweiten 
Theil  der  Fläche  hat,  auf  welchem  w ,  xl  die  isometrischen  Coor- 
dinaten  sind,  so  genügt,  um  die  allgemeinste  conforme  Äbhür 
dung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  zu  erhalten,  die  Annahme, 
die  complexe  Variable  u  -\-  iv  sei  eine  imOMrliche  FuncHon  einer 
der  beiden  Variablen  u-^-iv'  oder  u' — iv\  Vergl.  darüber 
auch  i?epeH.  1,  p.  396,  397. 


Eine  Abbildung  eines  Flächengebiets  auf  die  Kugel  bekommt 
man,  wenn  den  Punkten  der  Fläche  die  Punkte  einer  Kugel  so 
zugeordnet  werden,  dass  die  beiden  Flächen  in  den  entsprechen- 
den Punkten  paraUde  Normanen  haben;  ins  Besondere,  wenn 
von  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  Halbmesser  parallel  zur  posi- 
tiven Sichtung  der  Normalen  in  den  verschiedenen  Punkten 
der  Fläche  gezogen  werden.  Die  Endpunkte  dieser  Halbmesser 
sind  alsdann  die  den  Punkten  der  Fläche  entsprechenden  Punkte 
der  Kugel.  Diese  Abbildung  pflegt  die  Gauss'sdie  sphärische 
Abbildung  genannt  zu  werden. 

I}me  solche  Abbüdtmg  i^t  im  Allgemeinen  nicht  conform; 
sie  ist  es  nur  für  die  Flächen,  deren  mitMere  Krünmnmg  NuU 
ist  (die  Minimdlflächen  ^  siehe  weiter  unten,  §  12),  wnd  für  die 
Kugel. 

Die  Coeffidenten  e,  f,  g  der  (in  Coordinaten  u,  v  ausge- 
drückten) Differentialform,  wdche  das  Quadrat  des  Linienelements 
der  abbildenden  Kugd  angibt,  sind  durch  die  Formel/n 

e  =  —  {KE  +  HD) , 
f=^-{KF+HD'), 
g  =  —  {KG -\' HD'') 

gegeben,  in  welchen 

_  DD  ^—  B'*  _  2FD'—  FD' —  GD 

^~    EG  —  F*    '  EG  —  F^ 

ist*). 

Die  Differentialform 

edu^  -}-  2fdudv  +  gdv^ 

pflegt  man  die  dritte  DifferenUalform  in  Bezug  auf  die  Fläche 
zu  nennen. 

Die   Eigenschaften   der  sphärischen  Abbildung,  welche  die 


*)  üeber  die  Bedeutung  von  K  und  H  siehe  weiter  unten  §  10. 
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Krümmungslinien,  die  Asymptotenlinien  etc.  betreffen,  werden  in 
den  folgenden  Paragraphen  besprochen. 


Die  ältesten  Arbeiten  über  die  Differentialgeometrie  der 
Plächen  sind  Euler  und  Meusnier  zu  verdanken,  welche  die 
ersten  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Flächen  anstell- 
ten, Mem.  de  Berlin,  1760;  Mem,  Sav.  ^tr.,  1786.  Grundlegend 
für  diese  Theorie  waren  dann  die  späteren  berühmten  Werke 
Ton  Monge,  Application  de  Vomalyse  ä  la  Geometrie,  Paris 
1807—1809  (vergl.  die  von  Liouville  1850  mit  vortreff- 
lichen Zusätzen  ausgestattete  Ausgabe)  und  von  Gauss,  Dis- 
quisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  Comment.  Gott., 
6,  1826,  Werke,  4,  deutsche  von  A.  Wangerin  besorgte  Aus- 
gabe mit  Anmerkungen  in  Ostwald's  Elassikem  der  exacten 
Wissenschaften,  N.  57.  Wir,  citiren  hier  die  übrigen  Arbeiten 
nicht  besonders  —  das  wird  an  der  betr.  Stelle  geschehen  — 
wir  wollen  nur  noch  angeben,  dass  als  die  neuesten  und  um- 
fangreichsten Bücher  über  Differentialgeometrie  ins  Besondere 
die  Werke  von  Darboux,  Theor.  generale  des  surfaces,  4  Bände, 
Paris  1887 — 1896  und  von  Bianchi,  Lezioni  di  geometria 
differenziale,  Pisa  1894,  deutsch  von  Max  Lukat,  Vorlesungen 
über  Differentialgeometrie,  Leipzig  1899  zu  erwähnen  sind. 

In  den  modernen  Werken  werden  für  die  Bechnungen  die 
sogenannten  Christ  off  eTschen  Symbole,  Grelle,  70  benutzt, 
die  wir  zur  grösseren  Bequemlichkeit  für  den  Leser  hier  zu- 
sammenstellen: 

a)  Symbole  1^'  Art: 

rill        1  dE  rl2-|        ,  dE 

LiJ  =  *ä^'  LiJ  =  *a7' 

L2J      ^  du'  L2J      ^  dv 

b)  Symbole  2^'  Art: 

lli  du  ov  du 


ivi  - 


^iEG  —  F") 
lll  du  du  dv 


IVI  - 


2{EG  —  F^ 
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(  1  1  2{EG  —  F*)  ' 

B—  —  F— 

12)  gu  gt; 

2(J7G^  —  F«)  ' 
221  gt?  gv  du 


(VI  - 


IVl  - 


2{EG  —  JP^ 


22)  dv    *        du      -       dv 


V)  - 


2{EG  —  JP*) 


Die  Derivirten  der  Coefficienten  D,  D',  D"  der  zweiten 
Bifferentialform  werden  durch  die  D  selbst  und  die  Christof- 
f einsehen  Symbole  mit  Hülfe  von  Formeln  ausgedrückt,  die 
Weingarten  aufgefunden  hat.  Siehe  Bianchi,  Differential' 
geom.,  deutsche  Ausg.  p.  123. 

Aus  dem,  was  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgeführt  haben, 
geht  hervor,  dass  die  Studien  über  das  Linienelement  der  Flächen 
und  über  die  krummlinigen  Ooordinaten  in  enger  Beziehung  zu 
den  Untersuchungen  über  die  quadratischen  Differentialformen, 
die  Differentialparameter  etc.  stehen.  Wir  verweisen  deshalb  in 
Bezug  auf  die  betreffende  Literatur  auf  B^ert.,  1,  Kap.  9,  §  4. 
Wir  wollen  hier  nur  noch  hervorheben,  dass  die  Aufsätze  Bel- 
trami's,  Griom.  di  Bau,,  2;  Arm,  di  mat,  (l),  1, 1867 ;  Mem,  Äcc. 
Bologna,  1869;  Math.  Ann.^  1  grundlegend  für  diese  Studien 
gewesen  sind.  Siehe  auch  Bicci,  Lezioni  suMa  teoria  delle 
super ficid,  Verona-Padova  1898. 

§  9.   Auf  den  Flächen  gezogene  Linien. 
KrümmnngBUnlen.      Oonjugirte  Tangenten.     Geod&tisehe 

Linien.     Asymptotenlinien. 

Eine  auf  einer  Mäche  gezogene  Curve  heisst  Krümrmmgs- 
lime,  wenn  die  durch  die  Punkte  der  Curve  gehenden  Flächen- 
normalen eine  Curve  doppelter  Krünunung  berühren,  d.  h.  eine 
abwickelbare  Fläche  bilden. 

Die  Kriimmtmgslimen  büden  ein  doppeltes  Orthogonalsystem, 
d.  h.: 

durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  gehen  immer  zwei  aufein- 
ander senkrechte  Krümmtmgslinien, 


=  0. 
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Längs  jeder  Krümmungslmie  mtiss  die  Proportion 

dx:dy:d0  =  dX:dY:dZ 

bestehen,  wenn  mit  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel  bezeichnet 
werden,  welche  die  positive  Bichtimg  der  Flächennormälen  mit 
den  Äxen  bildet. 

Die  Differentialgleichu/ng  der  Krümmwngslmien  ist 

{FD"—  aDr)dv^+  {ED^'—GD)du  dv  +  (ED'—FD)du^=0, 

worin  D,  D',  D"  die  ihnen  in  §  8  beigelegten  Werthe  haben. 
Sie  kann  auch  geschrieben  werden: 

Edu  '\-  Fdv ,     Fdu  -^Gdv 

Ddu'\-D'dv,    D'du'\-D"dv 

Wenn  z  =  f(x,y)  die  Gleicliung  der  Fläche  ist,  und  mit 
p^  q  die  ersten  Derivirten,  mit  r,  s,  ^  die  zweiten  Derivirten 
von  z  nach  x  und  y  bezeichnet  werden,  so  lautet  die  Differen- 
tialgleichtmg  der  KrümmungsUnien: 

{(l+p^)s—pqr}dx'+{(l+p^)t  —  (l+qy]  dxdy  + 

+  {Pat'-(l+^)s}dy^^0. 

Auf  der  Kugel  und  auf  der  Ebene  ist  jede  lAnie  Erüm- 
mungslinie. 

Die  Krümmungslinien  einer  Developpäblen  sind  die  Erzeu- 
genden tmd  die  auf  diesen  senkrechten  Trajectorien. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  längs  einer  Linie  schneiden,  die 
für  beide  Krümmungslinie  ist,  so  schneiden  sie  sich  unter  con- 
stantem  Winkel. 

Wenn  umgekehrt  zwei  Flächen  sich  unter  constantem  Wtnkd 
schneiden  und  ihr  Schnitt  für  die  eine  Fläche  eine  Krümmungs- 
linie  ist,  so  muss  er  es  auch  für  die  andere  sein. 

Bei  der  Gauss' sehen  sphärischen  Abbildung  ist  das  einzige 
Liniensystem  der  Fläche,  welches  orthogonal  bleibt,  da^  System 
der  Krümmungslinien. 

Man  nennt  Gesimsflächen  oder  modanirte  Flächen  (nach 
Monge  „moiUures'%  it.  super fidc  modanate)  Flächen,  welche  so 
beschaffen  sind,  dass  die  Krümmungslinien  eines  Systems  in  Ebenen 
liegen,  die  auf  der  Fläche  senkrecht  stehen. 

Die  Gesimsfläche  wird  durch  die  Bewegtmg  einer  ebenen 
Linie  erzeugt,  deren  Ebene,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  abwickel- 
baren Fläche  rollt 
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Wenn  man  durch  einen  Punkt  «iner  Fläche  die  beiden 
Krümmungslinien  zieht,  in  diesem  Punkt  die  Tangenten  an  sie 
legt  und  die  Normale  auf  die  Fläche  errichtet,  so  schneidet  die 
durch  die  Normale  und  jede  der  beiden  Tangenten  gehende 
Hbene  die  Fläche  in  einer  Curve,  die  HauptnormcUsckniU  m 
diesem  Punkt  genannt  wird. 

Daraus  folgt,  dass  in  jedem  Punkt  einer  Fläche  zwei 
Hauptnormalschnitte  existiren,   die    sich  rechtwinklig  schneiden. 

Die  Krümmungsradien  (in  diesem  Punkt)  r^,  r^  dieser 
beiden  Hauptnormalschnitte  heissen  die  Hauptkrümmungsradien 
■der  Fläche  und  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser  Normal- 
schnitte sind  die  beiden  Krimmungscentren  der  Fläche  in  diesem 
Punkt.  Liegen  die  letzteren  auf  entgegengesetzten  Seiten  be- 
zügl.  des  Punkts  der  Fläche,  so  sind  die  Hauptkrümmungsradien 
natürlich  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Wenn  die  Liniencoordinaten  w,  v  die  Krümmungslvnien  der 
Fläche  sind,  so  gelten  die  Beziehungen 

D  =  — -,     D'=0,     D"=  — ^,     F=0, 

worin  r^,  r^  die  Krümmtmgsradien  der  die  Linien  v  =  Const. 
bez.  u  =  Const.   berührenden  Normalschnitte  sind. 

Die  Hauptkrümmungsradien  r^,  r^  sind  die  Wurzeln  der 
^quadratischen  Gleichung 

{DD''—  D'^r^  +  (-E;D"+  GD  —  2FDy^'\-(EG  —  1^)  =  0. 

Der  Krümmu/ngsradius  R  emes  beliebigen  NormMschmtts  der 
Fläche  lässt  sich  durcJi  r^,  r^  mit  Hülfe  der  Euler'sdien  Formel 

1^ co8«0    ,    8in»0 

ausdrücken,  vn  der  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Ebene  des 
SchniMs  mit  der  Ebene  des  Hauptnormalschnitts  bildet,  welchem 
der  Krümmungsradius  r^  entspricht 

Mittelst  dieser  Formel  können  die  Krümmungsradien  der 
Normalschnitte  immer  durch  die  Hauptkrümmungsradien  aus- 
gedrückt werden. 

Das  folgende  Theorem  dient  dazu,  die  Krümmungsradien 
einer  beliebigen  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linie  als  Function 
der  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  darzustellen. 

Der  Krümmungsradius  einer  beliebigen  auf  einer  Fläche 
gezogenen  Curve  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  des  die  Curve 
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herührenden  NormalschifHtfs ,  mtUUplicirt  mit  dem  Cosinus  des 
Winkels,  den  die  Ebene  des  Normalschnüts  mit  der  Osculation$- 
ebene  der  Curve  bildet.     Theorem  Meusnier' s. 

Wenn  r^  und  r^  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  heisst  der 
entsprechende  Punkt  der  Fläche  eUipUscher  Punkt'^  ist  ^i  ==  fj, 
so  wird  er  Kreis-  oder  Ndbelpmikt  genannt,  haben  dagegen 
r^  und  r^  verschiedene  Vorzeichen,  so  heisst  er  hyperbolischer 
und  wenn  einer  der  beiden  Badien  unendlich  gross  wird,  para- 
bolischer Punkt. 

Im  Fall  des  elliptischen  Pimkts  Hegt  die  ganze  Fläche  in 
der  Umgebung  des  Ihmkts  auf  derselben  Seite  der  Berührungs- 
ebene; in  der  Umgebimg  eines  [hyperbolischen  Punkts  dagegm 
liegt  die  Fläche  zum  TheU  auf  der  einen,  zum  Theil  auf  der 
andern  Seite  der  Berührungsebene. 

Ist  DD"  —  2)'*  grösser  als  NuU,  so  ist  der  Punkt  ellip- 
tisch^ ist  dieselbe  Grösse  dagegen  kleiner  als  NuU,  hyperbolisch. 

Diese  Unterscheidung  der  Punkte  in  elliptische,  paraboli- 
sche und  hyperbolische  entspricht  der  Eintheilung  in  Kap.  9, 
§  1,  S.  205  fOr  Punkte  algebraischer  Flächen.  Als  Dupin'sche 
Indicatrix  (siehe  ebenda)  kann  man  den  Kegelschnitt  anseihen, 
dessen  Gleichung 


V 


+  f=i 


n     •     r, 


lautet,  der  in  der  Berührungsebene  an  die  Fläche  liegt,  und 
dessen  Coordinatenaxen  |  tmd  k]  bez.  mit  den  Ridhtimgen  der 
Tangenten  an  die  beiden  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krüm- 
mungslinien zusammenfallen. 

Das   Quadrat   eines    gegen    die   ij-Axe    um    den  Winkel  B 
geneigten  Halbmessers  q  dieser  Ellipse  ist  durch 

J^ coB*0    ,    sin*  e 

gegeben.  Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Eul  er 'sehen, 
so  ergibt  sich  q^  =  E,  d.  h.:  Das  Quadrat  eines  Halbmessers 
der  Dupin' sehen  Indicatrix  ist  dem  KrümmM/ngsradms  des  durdi 
den  entsprechenden  Durchmesser  gelegten  Normaischnitts  gleich. 
Dieses  Theorem  ist  von  Dupin,  DSveloppements  de  Geom., 
Paris  1813;  es  lässt  sich  als  eine  geometrische  Interpretation 
der  Eul  er 'sehen  Formel  ansehen;  daher  kommt  auch  der  Name 
Dupin* sehe  Indicatrix. 

Zwei    conjugirte    Durchmesser    (siehe  S.  86)    der    Dupin- 
schen  Indicatrix  werden  zwei  conjugirte  Tangenten  an  die  Fläche 
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genannt.  Ein  doppeltes  System  von  Linien  auf  der  Fläche 
heisst  conßtgirt,  wenn  in  jedem  Punkt  der  Fläche  die  Tangenten 
an  die  beiden  Linien,  die  durch  ihn  gehen,  conjugirt  sind. 

Bezeichnet  man  mit  ö,  ö'  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
conjugirten  Tangenten  und  der  Krümmungslinie  v,  so  besteht 
die  Belation 

tgß.tge's«  — ^• 

Bei  einem  conjugirten  System  mms  immer  2)'=  0  sein, 
und,  ist  D'=  0,  so  ist  das  Liniensystem  (u,  v)  conjugirt. 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  von  Gauss  (Vergl.  §  8) 
bleibt  der  Winkel  zweier  conjugirter  Bichtwngen  entweder  erhalten 
oder  er  wird  in  seinen  Supplementwinkel  verwandelt,  je  nachdem 
der  Punkt  der  Fläche  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist 

Der  folgende  Satz  kann  auch  als  eine  neue  Definition  con- 
jugirter Tangenten  gelten. 

Zwei  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  Funkt  P  sind 
conjugirt,  wenn  sich  durch  P  auf  der  Fläche  eine  Berührungs- 
linie  an  eine  von  ihnen  so  ziehen  lässt,  dass  die  der  Fläche  längs 
dieser  Linie  umschriebene  Devdoppable  zur  Erzeugenden  die 
andere  Tangente  hat 

Bas  System  der  Krümmungslinien  ist  das  einzige,  welches 
gleichzeitig  orthogonal  und  conjugirt  ist. 


Die  Asymptotenlinien  (InflexionS'  oder  Haupttangentencurven) 
sind  solche  auf  der  Fläche  gezogenen  Linien,  deren  Osoula- 
tdonsebene  in  jedem  Punkt  mit  der  Berührungsebene  an  die 
Fläche  zusanmienfällt. 

Die  Asymptotenlinien  bilden  ein  doppeltes  System;  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  von  ihnen,  die  im  Allgemeinen  nicht 
senkrecht  aufeinander  stehen.  In  jedem  Punkt  einer  Asymptoten- 
curve  fäUt  die  Tangente   mit  der  zu  ihr  conjugirten  zusammen. 

Die  Tangenten  an  die  beiden  Asymptotencurven  fallen  in 
jedem  Pwnkt  mit  den  Asymptoten  der  Dupin'schen  Indicatrix 
zusammen. 

Jede  Asymptotencurve  muss  der  Belation  genügen: 

Ddu^-\'  2D'dudv  +  ff'dv^  =  0. 

Wenn  man,  wie  gewöhnlich,  mit  jp,  g;  r,  5,  ^  die  der  Glei- 
chung der  Fläche   entnommenen   ersten  und  zweiten  Derivirten 
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Ton  z  nach  x  und  y  bezeiclinet,  so  lautet  die  JDifferenMcUgleichung 
der  Äsymptotenlmien 

rdx^  +  2sdxdy  -{-idy^  =  0. 

Die  Asymptotenlinien  sind  nur  in  den  hyperbolischen  Punk- 
ten der  Fläche  reell,  in  den  elliptischen  sind  sie  imaginär. 

Auf  einer  abwickßlbaren  Fläche  faUen  die  beiden  Systeme 
asymptotischer  Linien  (mit  den  Erzeugenden  der  Fläche)  zu- 
sa/mmen. 

In  jedem  Pimkt  einer  Asymptotenlinie  ist  das  Quadrat  der 
zweiten  Krümmung  (Torsion)  entgegengesetzt  gleich  der  totalen 
Krümmung  der  Fläche    (siehe  §  10)  in  demselben  FunJct: 

-PjTi  = ,     Theorem  von  Enneper. 

1  r^  r j 

Daher  auch: 

In  jedem  Pimkt  der  Fläche  haben  die  beiden  Asymptoten- 
linien,  die  durch  ihn  gehen,  dem  absoluten  Werth  nach  gleiche 
^  Krümmung. 

Bei  prqjectiven  Transformationen  bleiben  die  conjugirten 
Systeme  und  die  Asymptotenlinien  und  bei  TransformaHonen  dwrch 
reciproJce  Badienvectoren  die  Krümmungslinien  erhalten.  Darboux. 

Bei  der  sphärischen  Abbildui^g  von  Gauss  werden  die 
Bichtwngen  der  Asymptotenlinien  um  einen  rechten  Winkel  gedreht. 

Wir  wollen  annehmen,  auf  der  Bildkugel  seien  u\  v 
die   Linien,  welche   die   Bilder    der  Asymptotefn!^\mffrL  auf  einer 

{i2i'    ri2i' 
1   I  '  I  2  I    ^^  Christo ffel'schen 

Syvnbole  (vergl.  §  8)  in  Bezug  auf  das  Linienelement  der  Kugel 
bezeichnen;  man  erhält  dann  die  einfache  Bdation 


d 


9_fi2i'      a  fi2j^ 


Wenn  eine  Fläche  auf  das  System  ihrer  Asymptotenlimen 
bezogen  unrd,  so  nimmt  das  Qtmdrat  des  Linienelements  die  Form 

Q^(edu^  —  2fdudv  +  gdv^) 

an,  worin  q^  =  — r^r^  ist,  u/nd  e,  f,  g  die  Coeffidenten  der 
dritten  Fmidamerdaldifferentialform  bedeuten  (vergl.  §  8). 

Bei  einer  Begdfläche  (vergl.  Kap.  13,  §  6)  sind  die 
Asymptotenlinien  eines  Systems  die  Erzeugenden  sdbst. 

Das  anharmonische  Vcrhäli^iss  der  vier  Funkte,  in  welchen 
eine  veränderliche  Erzeugende  einer  Begelfläche  vier  feste  Asymp- 
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totenlinien  des  anderen  Systems  schneidet,  ist  consta/nt    Theorem 
von  Paul  Serret,  Theorie  des  courbes,  1860. 


Wenn  man  von  einer  Linie  X,  die  auf  einer  Fläche  durch 
den  Punkt  P  gezogen  ist,  die  orthogonale  Projection  auf  die 
Berührungsebene  in  P  herstellt,  so  wird  die  Krfitmnung  dieser 
Projection  in  P  die  geodätische  oder  Tangential-  oder  Abwicke- 
lungskrümmimg  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie  in  dem 
Punkt  P  genannt  und  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Projection 
von  L  auf  die  Berührungsebene  heisst  der  geodätische  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  Linie  L  in  P 

Die  geodätische  Krümmimg  einer  auf  einer  Fläche  gezogenen 
Linie  L  ist  der  gewöhnlichen  Krümmtmg  der  ebenen  Linie 
gleich,  in  welche  L  sich  verwandelt,  wenn  die  der  Fläche  längs 
der  Linie  L  umschriebene  Devdqppable  auf  eine  Ebene  abgewickelt 
wird.     Daher  kommt  der  Name  Abtoickdungskrümmwng, 

Wenn  ein  beliebiges  System  w,  v  von  Parameterlinien 
und  eine  beliebige  Linie,  deren  Gleichung  g)(w,  t;)  =  0  lautet, 
auf  der  Fläche  gegeben  sind,  so  ist  die  geodätische  Krümmung 

--  dieser  Linie  q>  in  einem  Pimkt: 


y 


Q^        YEG  —  F« 


X 


X  U- 


d_ 

du 


dv 


du 


iv<^r-' 


du  d 


V  \du/  ^ 


+ 


-h 


dv 


du  dv 


i/e  (^y  _  2F  ^  i^' + G  (^^y 

-  r        \dv/  du  dv  \du)  _ 


Man  pflegt  diese  Formel  die  Bonnet* sehe  zu  nennen. 

Ber  Badius  der  geodätischen  Krümmtmg  eines  Parallelkreises 
der  BotationsfläcJie  ist  denjenigen  Theü  der  Tangente  an  den 
Meridian  gleich,  welcher  zwischen  dem  Berühru/ngspwnkt  und  der 
Botationsaxe  liegt. 


Die  auf  einer  Fläche  gezogene  Linie,  welche  die  kürzeste 
Verbindung  zweier  beliebiger,  hinreichend  naher  Punkte  der 
Fläche  ist,  heisst  geodäüsche  Linie  der  Fläche. 

Pascal,  Bepertorium.  IE.  31 
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Die  Hau/ptnormcde  in  jedem  Fwnkt  einer  geodätischen  Lime 
fäUt  mit  der  Flächemiormdkn  zusammen,  Aucli  diese  Eigen- 
schaft kann  als  Definition  der  geodätischen  Linien  angesehen 
werden. 

Geodätische  Linien  sind  di^enigen,  für  welche  die  geodätische 
'Krii/mimmg  in  jedem  Pimkt  NuU  ist. 

Eine  geodätische  Linie  ist  im  Allgemeinen  indiHdiuüisifi, 
wenn  zwei  ihrer  Ptmkte  hesämmt  sind,  mithin  audi,  wenn  ein 
Pmikt,  dtirch  den  sie  gehen  soll,  wnd  die  Bidhtwng  ihrer  Tan- 
gente in  diesem  Punkt  gegeben  sind. 

Die  geodätische  (oder  tangentiale)  Krümmung  einer  Linie  L 
in  einem  Pimkt  lässt  sich  auch  auf  die  folgende  Art  deftniren 
(sie  fuhrt  von  dieser  Definition  ihren  Namen): 

Mcm  betrachte  zwei  unendlich  nahe  Funkte  P,  P"  auf  der 
Curve  L  und  die  geodätischen  Tangenten  vn  P,  P';  die  Grenze  des 
Verhältnisses  des  Winkels,  den  diese  Tangenten  miteinander  bilden, 
zu  dem  Bogen  PP'  von  L,  wenn  P'  sich  unbegrenzt  P  nähert, 
ist  die  geodätische  Krümmung  der  Linie  L  in  P.  Auf  diese 
Weise  ist  die  Definition  der  geodätischen  Krümmimg  die  natür- 
liche Erweiterung  der  Definition   der  Krümmung  ehener  Linien. 

Man  hat  Beltrami,  Giorn,  di  Batt.,  2  ein  Theorem  zu 
verdanken,  mit  dessen  Hülfe  sich  der  geodätische  Krümmtmgs- 
mittelpunkt  einer  Linie  in  einem  Punkt  bestimmen  lässt: 

Man  zeichnet  auf  der  Fläche  ein  System  von  (X>^  geodä- 
tischen Linien  g  imd  eine  Linie  l  auf,  deren  Tangenten  mit  den 
g  conjugirt  sind;  die  Tangenten  an  die  g  in  den  Punkten  der 
Linie  l  erzeugen  eine  Developpahle  mit  einer  Eückkehrkante  s. 
Jedem  Pimkt  von  l  entspricht  so  ein  Punkt  von  5,  indem  man 
einem  Punkt  P  von  l  den  Punkt  M  zuordnet,  in  welchem  die 
durch  P  gehende  Erzeugende  der  Developpablen  die  Rückkehr- 
kante berührt. 

Ber  Punkt  M  ist  der  geodätische  Kriimmungsmittelpiinkt 
in  P  der  Linie,  welche  durch  P  geht  und  auf  der  geodätischen, 
ebenfalls  durch  P  gehenden  Linie  senkrecht  steht 


Die    Differentialgleichung    der    geodätischen    Linie 

(Gauss): 


lautet 


.     1  dE  j  dF  j  1  dG  ^ 

+  -^  ^—  du  —  -^—  du —  ^—  dv, 

'     2    dv  du  2   du 


§  9.    Geodätische  Linien.  483 

worin  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  geodätische  Linie  mit 
den  Linien  u  ===^  Const.  bildet,  cdso 

^          1    /^,du    .     T:y  dv\ 
cos  0  =  —==  iE f-  P  —  ) » 

yE\     ds    ^         da) 
.    ^        yEG~-F*dv      .^ 

yE     ds 

Wenn  die  Linien  u,  v  senkrecht  aufeinander  stehen,  so  mrd 

ya   dv  yE   du 

In  dem  Fall,  in  welchem  das  System  der  Linien  u,  v 
orthogonai  isotherm  ist,  lautet  die  Differentialgleichung  der  geodä- 
tischen Linien: 

'  OV  du 

Für  eine  Fläche  vom  Liouville'schen  Typus  (vergl.  §  8), 
deren  Linienelement  sich  also  auf  die  Form 

[cc(u)  -i-  ß{v)](du^  -^  dv^) 

reduciren  lässt,  ist  die  Gleichu/ng  der  geodätischen  Linien 

dv 


J    ya{u)  -a^J 


ypw  +  a 


=  b. 


worin  a  und  b  zwei  Integrationsconsta^te  bedeuten.  Wie  man 
sieht,  kann  in  diesem  Fall  die  Gleichung  der  geodätischen 
Linien  unmittelbar  integrirt  werden. 

Bei  den  Devdoppäblen  lässt  sich  die  LHfferentialgleichtmg 
der  geodätischen  Linien  mittelst  zweier  Quadraturen  integriren. 

In  jedem  Pu/nkt  einer  oMf  einer  BotaMons fläche*)  gezogenen 
geodätischen  Linie  ist  das  Product  aus  dem  Badius  des  betreffen- 
den Parallelkreises  mit  dem  Sinus  des  NeigwngstfMcels  der  geo- 
dätischen Linie  gegen  den  betreffenden  Meridian  constant,  Theorem 
von  Clairaut. 

Wenn  eine  KrUmmtmgslinie  geodätisdi  ist,  so  muss  sie 
eben  sein,  und  jede  ebene  geodätische  Linie  ist  eine  KrQmmungs- 
linie. 


*)  Die  Rotationsflächen  sind,  wie  schon  in  §  8  gesagt  wurde, 
Flächen  vom  Liouville 'sehen  Typus. 

ai* 
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Die  auf  den  geodätischen  Linien  durch  zwei  zu  ihnen  arüho- 
gondle  Trajedorien  abgeschnittenen  Bogen  sind  von  gleicher  Länge. 
Die  orthogonalen  Trajectorien  einer  einfach  unendliclien  Schar 
von  geodätische]\  Linien  lieissen  daher  geodätische  Parallelen, 

GeodäUscher  Abstand  zweier  Punkte  heisst  die  Länge  des 
durch  sie  gehenden  geodätischen  Bogens. 

Eine  auf  der  Fläche  gezogene  Linie,  deren  Punkte  den- 
selben geodätischen  Abstand  von  einem  festen  Punkt  der  Fläche 
haben,  heisst  ciw  geodätischer  Krds. 

Eine  Linie,  deren  Punkte  solche  geodätische  Abstände  von 
zwei  festen  Punkten  haben,  dass  entweder  ihre  Summen  oder 
ihre  unterschiede  constant  sind,  heisst  eine  geodätische  Ellipse 
bez.  Hyperbel, 

Geodätisches  Dreieck  wird  das  von  drei  geodätischen  Curven- 
bogen  gebildete  Dreieck  genannt. 

Nennt  man  mit  Gauss  totale  Krümmung  eines  durch 
geschlossene  Curven  begrenzten  Theüs  der  Fläche  den  Werth  des 
über  diesen  Theil  der  Fläche  erstreckten  Doppelintegrals 

worin  K  das  sogenannte  Krümmungsmass  der  Fläche  in  jedem 
Punkt  (vergl.  §  10)  bezeichnet  und  da  das  Flächenelement  ist, 
so  erhält  man  das  Theorem  (von  Gauss): 

Die  totale  Krmmmmg  eines  geodätischen  Dreiecks  ist  dem 
üeberschuss  der  Summe  seiner  drei  Winkel  über  zwei  Hechte 
gleich.     Daher  fiir  Ä'=Const.: 

Auf  einer  Fläche  von  constanter  Krümnvimg  ist  der  Flächen- 
inhalt eines  jeden  geodätischen  Dreiecks  dem  üeberschuss  der 
StMnme  seiner  drei  Winkel  über  zwei  Hechte  proportional.  Siehe 
das  analoge  Theorem  von  Albert  Girard  für  die  sphärischen 
Dreiecke  weiter  oben  S.  62. 

Dieser  Satz  wurde  von  Schering,  Gott.  Na^r.,  1867 
verallgemeinert. 

Ueber  die  Geometrie  der  geodätischen  Dreiecke  vergl.  Chri- 
stoffel, Berl,  Abh„  1868;  Weingarten,  Berl,  Ber.,  1882; 
V.  Mangoldt,  Grelle,  94. 

Geodätische  Torsion  (zweite  Krümmung)  einer  auf  der 
Fläche  gezogenen  Linie  L  in  einem  Punkt  wird  nach  Bonnet 
die  Torsion  der  geodätischen,  die  Curve  L  in  diesem  Punkt  be- 
rührenden Linie  genannt. 

Die  geodätische  Torsion  einer  Linie  fällt  mit  der  gewöhn- 
lichen Torsion  für  alle  Linien  und  nur  für  die  Linien  zusam- 
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men,  deren  Hau^tnormdle  unter  constantem  Winkel  gegen  die 
Flädie  geneigt  ist,  spedeU  für  die  geodätischen  tmd  Asymptoten- 
linien, 

Nennt  man  fr  y  qr  ^^®   geodätisclien   Torsionen  der  Para- 

U  V 

meterlinien  w,  v,  so  ist 

1    _  GD'  —  FD" 

Tu~  gYeg—f^' 

1    _   FD  —  ED' 
T^  ~  E^EG  —  F*' 

Die  Edaüon  zwischen  der  geodätischen  Torsion  -^  tmd  der 

1  ' 

absoluten  ^   einer  beliebigen  Linie  l  ist 

1    1      ^^  da 

l\""Y~^ds' 

worin  co  den  Winkel  zwischen  der  Hauptnormalen  der  Linie  l 
und  der  Normalen  zur  Fläche  bezeichnet  und  s  der  Bogen  der 
Linie  l  ist, 

Krümmvmgslinien  sind  di^enigen,  deren  geodätische  Torsion 
in  jedem  Punkt  Null  ist. 


Wir  haben  an  einem  anderen  Ort  (Kap.  13,  §  6)  die 
Strictionslinien  einer  Begel fläche  definirt;    wir  fügen  jetzt  hinzu: 

Für  jeden  Punkt  der  Strictionslinie  einer  Begdfläche  ist  die 
geodätische  Krümmung  der  zu  den  Erzeugenden  senkrechten  Tra- 
jectorien  Null. 

üeber  die  geodätischen  Linien  des  Ellipsoids  gelten  die 
folgenden  Theoreme: 

Jede  von  einem  Nabelpunkt  des  Ellipsoids  ausgehende  geo- 
dätische Linie  geht  durch  den  diametral  gegenüberliegenden  Nabel- 
pu/nkt. 

Zwei  gegenüberliegende  Nabdpunkte  lassen  sich  durch  wn- 
endlich  vide  geodätische  Bogen  verbinden,  die  sämmtlich  dieselbe 
Länge  haben  (wie  bei  der  Kugel). 

Verbindet  man  einen  Punkt  M  eines  Ellipsoids  durch  geo- 
dätische Linien  mit  zwei  sich  nicht  gegenüberliegenden  Nabd- 
punkten,  so  halbiren  die  Biditungeü  der  durch  M  gehenden 
Krümmungslinien  die   Winkel  der  beiden  geodätischen  Linien. 
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Für  jede  auf  einem  EUipsoid  gezogene  geodäUsche  Urne  ist 
das  Produd  constant,  welches  sich  ergibt,  wenn  der  Abstand  des 
Mittelpv/iMs  von  der  Beruhnmgsebene  in  einem  Punkt  der  geo- 
dätischen Linie  mit  der  Länge  des  Durchmessers  multiplicirt  mrd^ 
welcher  der  in  demselben  Punkt  an  die  geodätische  Linie  gelegten 
Tangente  parallel  ist. 


Mit  der  Untersuchung  der  Krümmungslinien  hat  Monge 
den  Anfang  gemacht,  1.  c,  siehe  oben  §  8;  Dupin,  Bevelopp. 
de  geom.,  Paris  1813,  verdankt  man  die  Forschungen  über  die 
Asymptotenlinien  und  die  conjugirten  Bichtu/ngen^  wie  auch  die 
Einfahrung  der  Indicatrix^   die  seinen  Namen  trägt. 

Ueber  die  Krümmungslinien  folgten  dann  zahlreiche  Arbei- 
ten, die  von  verschiedenem  Standpunkt  ausgehen:  Brioschi, 
Ann.  di  sdenze  mat.  e  fis.  di  Tortolini,  4,  1853;  Eibaucour, 
Compt.Bend.,  1872-,   Darboux,  ib.,  1877,  1881;  etc. 

Von  den  durch  einen  Nabelpunkt  gehenden  Krümmungs- 
linien handelten  Cayley,  Phü.  Mag.,  1863;  Qtiart.  Joum.,  11, 
1870;  Frost,  ib.,  10;  Hoppe,  Archiv  für  Math.,  70,  1883. 
Zahlreich  waren  die  Studien  über  die  Flächen  mit  ebenen  oder 
sphärischen  Krümmungslinien:  von  Serret,  Grelle,  18;  Bonnet^ 
Journ.  de  r£c.  pol,  33,  1853;  Dini,  Ann.  di  mat,  (2),  1;  Mem. 
Soc.  italiamb  dei  XL,  3,  1869,  etc.;  Enneper,  CreUe,  94  und 
von  vielen  Anderen. 

Mit  den  geodätischen  Linien  befasste  sich  Gauss;  Legendre 
nannte  sie  des  lignes  minimes-^  den  Namen  geodätische  Linien 
bekamen  sie  von  Liouville.  Die  ältesten  Arbeiten  über  diese 
Linien  sind  ausser  von  Gauss  von  Steiner,  Berl,  Ber.,  1839; 
Jacobi,  CreUe,  19,  der  die  geodätischen  Linien  auf  dem  EUip- 
soid untersuchte;  Minding,  Grelle,  20;  Liouville  (siehe  die 
Appl.  de  V Analyse  ä  la  Geom.  von  Monge,  Paris  1850,  von 
Liouville  besorgte  Ausg.);  Brioschi,  Ann,  di  sdenze  mai,  e  fis. 
di  Tort.,  4;  Beltrami,  Bend.Ist  Lomb.  1868;  etc.  Neuere  Arbei- 
tensind von  Weingarten,  Berl.  Ber.,  1882;  Brill,  Münch,  Abh., 
1883;  Ricci,  AtH  Ist  Veneto,  1893,  1894.  Ueber  die  Geschichte 
der  geodätischen  Linien  siehe  Stäckel,  Leipz.  Ber.,  1893.  Die 
geodätischen  Linien  auf  dem  EUipsoid  werden  auch  in  Bd.  2, 
Kap.  6  der  Fond,  dlipt,  Paris  1888  von  Halphen  be- 
handelt. 
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§  10.   Ejüxmnungen  der  Pläohen.    Aufeinander  • 

abwickelbare  Flächen. 

Die  Ausdrücke 


r^r^ 


n        '       ^8 


heissen  die  totale  Krümmtmg  (curvatura  integra)  von  Gauss  bez. 
die  mittlere  Krümmung  Her  Fläche  in   dem  betrachteten  Punkt. 
Es  gelten  die  Formeln 

_  DD'--  D  » 
EG  —  F^   ' 

_  2FD'  —  ED'  —  GD 
^  —  EG  —  F* 

Ein  anderes  BLrümmungsmass  für  Flächen  wurde  von  Caso- 
rati,  Acta  math,,  14  (siehe  auch  Catalan,  ib.,  15)  eingeführt 
und  wird  durch 


Y  (tjt  +  7t)     dargestellt. 


Das  Krümmwngsmass  K  lässt  sich  du/rch  eme  Formel  am- 
drücken, in  welche  nur  die  Coefficienten  der  ersten  Differential- 
form   eingehen: 

2{EG  —  I^-^ 


^,   -    I  F  dE___Ji_ dG 

EYEG-^  F*  dv        YEG  —  F^  du, 
2  dF  1  dE 


\dul 

cv  L 


+ 


YEG  —  F^     du         YEG  —  F^  dv 

F  dEl]   f^  . 

, :z=r —    \  (Gauss). 

Ey/EG  —  F*  dujj  ^  ^ 

Wenn  die  Gleichtmg  der  Fläche  i/n  der  Form 

^  =  f(^7  y) 


gegeben  ist  und 

dz__  a  ä;  _ 

dx*         '    dxdy         '     dy* 
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gesetzt  ivird,  so  erhält  mcm  die  Formeln: 

y_        rt-8^ 

(i+p'  +  aV' 

^  ^  2pgg  ^  (1  +  jp«) e  -  (1  +  g')r 

(1  +  ^.  +  cL*)i 

Das  Krümmimgsmass  K  ist  positiv  in  den  eUipiischen,  negativ 
in  den  hyperbolischen.  Null  in  den  parabolischen  Pimkten. 

Für  eme  Begdfläche  ist  K  immer  entweder  negativ  oder 
NuU. 

Wenn  das  Krümmimgsmass  längs  einer  Erzeugenden  nicht 
Null  ist,  so  ist  es  seinem  absoluten  Werth  nach  im  Centralpunkt 
(siehe  Kap.  13,  §6)  am  grössten  und  nimmt  ab,  je  weiter  man 
sich  auf  der  Erzeugenden  von  diesem  Bunkt  entfernt 

Eine  Fläche,  deren  Krümmtmg  K  in  aUen  Funkten  NuU 
ist,  muss  eme  Beveloppable  sein  tmd  umgekehrt. 

Die  Krümmung  K  von  Gauss  lässt  sich  durch  die  geodä- 
tischen Krümmungen    — ,    —    der    beiden   Parameterlinien    mit 

Qu       Qv 

Hülfe  der  Liouville'schen  Formel,  Jowrn,  de  Liouv,,  16,  aus- 
drücken: 

K  = l (ü^  .  AVe  +  lVIl, 

yEG  —  jP*  [dudv    ^    du    Q^     '    dv    q^  J 

worin  Sl  den    Winkel  zwischen  den  beiden  Parameterlinien  be- 
zeichnet. 

Die  totale  Krümmung  einer  Fläche  lässt  sich  auch  definiren 
als  der  reciproke  Werth  der  Grenze  des  Verhältnisses  des  un- 
endlich kleinen  Flächenelements  zu  dem  diesem  Element  bei  der 
sphärischen  Abbildung  entsprechenden  sphärischen  Element, 


Wenn  sich  zwischen  den  Punkten  zweier  Flächen  eine 
solche  Correspondenz  feststellen  lässt,  dass  die  einander  ent- 
sprechenden Linienelemente  gleich  werden,  so  heissen  die  heiden 
Flächen  aufeinander  abwickelbar. 

Wenn  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar  sind,  so  kann 
man  eine  von  ihnen  (oder  einen  Theil  einer  von  ihnen)  durch 
Biegung  allein  ohne  Faltung  und  ohne  Dehnung  auf  die  andere 
ausbreiten. 

Die  totale  Krümmung  einer  Fläche  in  jedem  Punkt  ändert 
sich  nicht,    wenn  die  Fläche  beliebig  verbogen  wird;  oder,  was 
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dasselbe  ist,  zwei  aufeinander  abwickelbare  Flächen  haben  in 
den  entsprechenden  Pu/nkten  gleiche  totale  Krümmungen,  Man 
pflegt  daher  zu  sagen,  die  Krümmung  K  sei  eine  Biegu/ngs- 
invaria/nte. 

Durch  Biegimg  der  Fläche  ändert  sich  die  geodätische 
Krif/mmung  emer  beliebigen  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie 
nicht;  spedell  werden  daher  die  geodätischen  Linien  der  Fläche 
in  die  geodätischen  Linien  der  transformirten  Fläche  verwandelt. 

Die  Gleichheit  der  totalen  Krümmung  der  beiden  Flächen 
in  jedem  Paar  sich  entsprechender  Punkte  reicht  nicht  hi/n^  damit 
die  beiden  Flächen  aufeinander  abwickelbar  seien;  sie  reicht 
aber  dann  hin,  wenn  in  jedem  Punkt  der  beiden  Flächen  die 
Krümmimg  constant  ist;  d.  h.: 

Zwei  Flächen  mit  derselben  constanten  totalen  Krünmmng 
sind  immer  auf  unendlich  viele  Arten  aufeinander  abwickelbar. 
Daraus  folgt: 

Ein^  devetoppable  Fläche  (deren  Krümmung  also  Null  ist) 
lässt  sich  immer  auf  die  Ebene  und  eine  Fläche  mit  constanter 
positiver  Krümmung  stets  auf  eine  Kugel  abwickeln. 

Jede  Fläche  mit  constanter  Krümmung  lässt  oo^  Verbie- 
gungen  in  sich  zu. 

Jede  Fläche,  die  <x>^  stetige  Verbiegungen  in  sich  zulässt, 
kann  auf  eine  Botationsfläche  abgewickelt  werden, 

Helicoide  heissen  Flächen,  die  durch  eine  ebene  oder  ge- 
wundene Linie  erzeugt  werden,  wenn  diese  um  eine  Axe  rotirt, 
die  ihrerseits  gleichzeitig  in  sich  selbst  derart  fortgleitet,  dass 
das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten,  der  Rotations- 
und Translationsgeschwindigkeit,  constant  bleibt. 

Jedes  Hdicoid  lässt  sich  immer  auf  eine  Botationsfläche 
abwickeln;  die  Schraubenlinien  (Hdixe)  breiten  sich  dabei  auf 
die  Pa/rallelhreise  aus,     Theorem  von  Bour. 

Wenn  man  auf  einer  biegsamen  Fläche  eine  Curve  festhält, 
so  kann  die  Fläche  nur  dann  deformirt  werden,  wenn  diese 
Curve  eine  asymptotische  Linie  ist. 

Es  ist  möglich,  eine  Fläche  auf  zwei  verschiedene  Arten  so 
zu  deformiren,  dass  eine  ihrer  Gurven  C  eine  tvülkürliche  Form 
r  annimmt,  wenn  nu/r  die  erste  Krümmung  von  F  in  jedem 
Bu/nkt  grösser  als  die  geodätische  Krimmmng  von  G  in  dem  ent- 
sprechenden Punkt  ist. 

Eine  Fläche  lässt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  so  ver- 
biegen, dass  eine  beliebige  auf  ifir  gezogene  Linie  Krümmungs- 
linie der  deformirten  Fläche  wird. 
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Es  ist  unmöglich^  eine  Flädie  F  derart  zu  deformiren,  dass 
die  asymptotischen  Linien  auch  asymptotisch  auf  der.  deformirten 
Fläche  bleiben,  es  sei  denn,  dass  F  eine  Begdfläche  ist  und  die 
in  Betracht  kommenden  Asymptotenlinien  nicht  ihre  geradlinigen 
Erzeugenden  sind,     Vergl.  §  9. 

Wenn  zwei  Begel flächen,  welche  nicht  durch.  DeformaMon 
derselben  Fläche  2^^  Grads  entstanden  sind,  sich  aufeina^nder 
abmckeVn  lassen,  so  müssen  sich  die  Erzeugenden  der  einen  bei 
der  Deformation  auf  die  der  a/nderen  legen,  Theorem  von 
Bonnet. 

Leitungskegel  einer  Begdfläche  wird  der  Kegel  genannt,  welcher 
durch  die  von  einem  Punkt  aus  parallel  zu  den  Erzeugenden 
der  Fläche  gezogenen  Geraden  gebildet  wird. 

Jede  Begdfläche  lässt  sich  immer  so  deformiren,  dass  der 
Leitungskegel  eine  bdid>ige  Form  annimmt. 

Eine  Begdfläche  kamt  immer  so  verbogen  werden,  dass  eine 
bdiebig  auf  ihr  gezogene  Linie  Äsymptotenlinie  wird. 

Bei  der  Deformation  der  Begdfläche  lässt  es  sich  immer  so 
einrichten,  dass  eine  ihrer  geodätischen  Linien  sich  in  eine  Gerade 
verwanddt. 

Es  ist  auf  oo^  Arten  möglich,  eine  Begdfläche  derart  zu 
deformiren,  dass  eine  bdidnge  auf  ihr  gelegene  Curve  eine  ebene 
Linie  vnrd. 

Die  einzigen  Begdflächen,  die  auf  Botationsflächen  aufgewickelt 
werden  können,  sind  die  Deformirten  des  Begdhdicoids  mit 
Minimal flächeninha^t*)  (siehe  weiter  unten)  und  des  Botations- 
hyperboloids. 


Mit  der  Krümmung  der  Flächen  hatten  sich  schon  Euler 
und  Meusnier  beschäftigt;  die  Lösung  des  Problems  gelang 
aber  erst  Gauss  in  §  8  der  citirten  DisquisiHones  etc.  Gauss 
ist  auch  die  Entdeckung  zu  verdanken,  dass  sich  die  Krümmung 
K  bei  dem  Verbiegen  der  Flächen  nicht  ändert.  Zu  den  ersten 
wichtigen  Arbeiten  über  die  Applicabiütät  der  Flächen  gehören: 
Minding,  CreUe,  19;  Bour,  Ann,  de  VJ^c,  pol,,  59,  1861; 
Bonnet,  ib.,  61,  62;  Codazzi,  Mem,  pr^s.  par  divers  savants 
ä  VAc.  de  Paris,  27;  etc. 


*)  Dieses  Helicoid  kann  durch  eine  Gerade  erzeugt  werden, 
welche  gleichförmig  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe  rotirt,  während 
diese  Axe  gleichförmig  in  sich  selbst  fortgleitet. 
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Andere  Arbeiten  sind  von  Weingarten,  öreUe,  59,  100; 
Bibaucour,   Compt  Eend.,  70;  Dini,  Giorn.  di  Batt,  2;  etc. 

Einer  der  ersten  Versuche  über  die  Biegung  der  Regelflächen 
ist  von  Min  ding,  Cr  eile,  18;  grundlegend  ist  der  Aufsatz  von 
Beltrami,  Ätm,  di  mat,  (l),  7,  1865. 

Modernere,  auf  einer  neuen  Methode  beruhende  Forschungen 
Yon  Weingarten  über  die  Applicabilität  der  Flächen  sind  in 
den  Compt  Bend.,  112,  p.  607,  706  und  Acta  math.,  20  ent- 
halten; eine  Darlegung  dieser  neuen  Methode  Weingarten 's 
findet  man  bei  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Paris  1887 — 
1896,  4,  p.  308. 


§  11.    Flächen  von  oonstanter  totaler  Krümmung. 

FseudoBphärlBChe  Flächen. 

Eine  Fläche  mit  constanter  negativer  Krümmung  K= —  pj 

pflegt  man  eine  pseudosphärisdie  Fläche  vom  Badius  B  zu 
nennen.  Oricyclus  heisst  eine  auf  einer  pseudosphärischen  Fläche 
gezogene    Curve,    deren    geodätische    Krünunung    constant    und 

gleich   ^   ist. 

Das  lAnienelement  einer  jeden  Fläche  von  constcmter  posi- 
tiver Krümmtmg    K  =  ^   lässt  sich  auf  die  Form 

ds^  =  du^  4"  ^^'^^7?  ^^* 
redttdren. 

Das  Linienelement  einer  jeden  Fläche  von  constanter  negativer 

Krümmung   K  =  —  -^i  l^sst  sich  auf  eine  der  folgenden  drei 

Formen  zurückfahren: 

ds^  =  du^  -f"  cosh*  jT  dv^^  (der  hyperbolische  Typus), 

ds^  =  du^  -f-  e^  dv^,  (parabolischer  Typus), 

ds^  =  du^  +  -ß^  sinh*  -^  dv^^    (elliptischer  Typus). 

Bei  der  ersten   Form  sind   die   auf.  einer  bestimmten   geo- 
dätischen   Linie    L    senkrecht    stehenden    geodätischen    Linien 
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(^v  ^  Const.)  und  ihre  orthogonalen  Trajectorien  (u  =  Const.) 
die  krummlinigen  Coordinaten  *). 

Bei  der  zweiten  Form  sind  die  Linien  v  =  Const.  die  geo- 
dätischen auf  einer  Linie.  L  (Oricyclus)  von  constanter  geodä- 
tischer KriiTnimmg  ^  senkrecht  stehenden  Linien  und  ihre  ortho- 
gonalen Trajectorien  die  Linien  u  =  Const. 

Für  die  dritte  Form  endlich  sind  die  Linien  v  =^  Const. 
die  von  einem  Punkt  ausgehenden  geodätischen  Linien  und 
ihre  orthogonalen  Trajectorien  die  Linien  u  =  Const. 

Dem  Linienelement  emer  jeden  auf  ihre  Krimmtmgslinien 
bezogenen  Fläche  von  constanter  positiver  Kriimmtmg  gleich  1 
karm  man  die  Form  geben: 

ds^  =  sinh^  co  du^  +  cosh^  co  dv^, 

worin  w  der  Belation 

75—«^  +  ^— ,  ^  —  smh  ©  cosh  oo 

genügen  muss. 

Bas  Linienelement  einer  jeden  auf  ihre  Krümmungslinien 
bezogenen  pseudosphärischen  Fläche  lässt  sich  in  die  Form 

ds^  =  cos^  cö  du^  -f-  sin^  cd  dv^ 

bringen,  worin  oo  durch 

75—^  ö— F  =  Sm  <ö  cos  CO 

gegeben  ist. 

Auf  einer  Fläche  von  constanter  Krümmung  existirt  immer 
ein  Goordinatensystem  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  geodäti- 
schen Linien  sich  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coor- 
dinaten ausdrücken  lassen  und  umgekehrt  hat  eine  Fläche  con- 
stante  Krümmung,  wenn  die  geodätischen  Linien  auf  ihr  sich 
durch  lineare  Gleichungen  darstellen  lassen,  Theorem  von  Bel- 
tramL  Dieses  Theorem  lässt  sich  auf  die  mehrdimensionalen 
Eäume  ausdehnen.     Vergl.  Kap.  20,  §  3. 

Wir  wollen  nun  die  pseudosphärischen  Botationsflächen  be- 
trachten. Ihr  auf  die  Meridiane  und  Parallelkreise  bezogenes 
Linienelement  ergibt  sich  aus: 


*)  Ein  ähnliches  Goordinatensystem  wird  auch  zu  Grund  gelegt, 
um  das  Linienelement  der  Flächen  mit  constanter  positiver  Krüm- 
mung auf  die  weiter  oben  angegebene  Form  zu  reduciren. 
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fu  u  1  8 

Je  nachdem  die  Constanten  c,  o'  dasselbe  oder  verschiedene 
Vorzeichen  haben,  oder  eine  von  ihnen  Null  ist,  erhält  man  drei 
Typen  von  pseudosphärischen  Botationsflächen.  Diese  drei  Tjrpen 
werden  nach  dem  Typus  der  Form  benannt,  welche  das  auf 
die  Meridiane  imd  Parallelkreise  als  Coordinaten  bezogene  Linien- 
element annimmt. 

1.  Der  hyperbolische  Typus,  Die  Constanten  c,  c' 
hohen  dasselbe  Vorzeichen;  das  auf  die  Meridia/ne  wnd  Parallel- 
kreise bezogene  Linienelement  ist  durch 

ds^  =  du^  -^-  k^  cosh*  ^  dv^  gegeben. 
Diese  Fläche  mrd  durch  die  Curve 

X  =  l  cosh  ^  ,     y  =  j  y  l  —  ^g  sinh*  ^  du 

bei  ihrer  Eotation  um  die  y-Äxe  erzeugt. 

2.  Der  parabolische  Typus.  Eine  der  Constanten  c,  c 
ist  NuM.  Das  auf  die  Meridiane  und  Parallelkreise  bezogene 
Linienelement  ergibt  sich  aus: 

ds^  =  du^  +  e^  dv^. 
Die  Fläche  entsteht  durch  Rotation  der  Curve  (der  Tractrix) 


-        h/     1  — 

x  =  e^  ,     y  =J  V  l  —  ^  e^  du 

um  die  y-Axe, 

Diese  Tractrix  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  der  Theü  ihrer 
Tangente^  der  zwischen  dem  Berührungspunkt  und  der  y-Äxe 
(die  eine  Asymptote  ist)  liegt,  constant  (gleich  B)  bleibt.  Siehe 
Kap.  17,  §  14. 

Die  Fläche  von  diesem  Typus  heisst  Pseudosphäre. 

3.    Der  elliptische  Typus.     Die  beiden  Constanten  c,  c 
haben   verschiedene    Vorzeichen.      Das   auf  die   Meridiane    und 
ParaUelkreise  bezogene  Linienelement  ist  durch 

ds^  =  du^  -\-  X^  sinh  *  p-  dv^   gegeben. 

Die  Fläche  unrd  durch  die  Eotation  der  Curve 
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X  =  X  sinh  -^,     y=l|/l  —  —  cosh^  ^  du 
um  die  y-Axe  erzeugt. 


Die  Asymptotenlinien  einer  pseudosphärischen  Fläche  habett 
in  jedem  Punkt  constcmte  Torsion,     Enneper. 

In  jedem  krummlinigen  Vier  seit,  das  von  vier  Asymptoten- 
Urnen  einer  pseudosphärischen  Fläche  hegrenzt  umrd,  sind  die 
gegenüberliegenden  Winkel  einander  gleich.     Dini. 

Von  pseudosphärischen  Flächen  sind  bemerkenswerth  die 
Dini'schen,  Compt.  Rend.,  1865  und  die  Enneper'schen,  Gött. 
Nachr.,  1868;  von  den  letzteren  ist  die  von  Bianchi,  Diss., 
Pisa  1879;  Math.  Ann.,  16   studirte  Fläche  ein  specieller  Fall. 

Unter  den  Flächen  constanter  positiver  Krümmung  ist  die 
ebenfalls  von  Enneper  untersuchte  Fläche  hervorzuheben,  von 
welcher  die  Kuen'sche,  Mimch.  Ber.,  1884  ein  besonderer 
Fall  ist. 

Alle  diese  Flächen  von  constanter  negativer  oder  positiver 
KriJmmwng  haben  die  Eigenschaft  gemeinschaftUch ,  dass  sie  ein 
System  ebener  Krümmungslinien  besitzen. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Enneper 'sehen  Flächen 
lassen  sich  durch  elliptische  Funcüonen  zweier  Parameter  aus- 
drücken; für  die  übrigen  ebenerwähnten  Flächen  genügen  dagegen 
die  Kreisfundionen. 

Die  pseudosphärische  Fläche  von  Dini  umd  durch  me 
Tractrix  erzeugt,  die  sich  schraubenförmig  um  ihre  Asymptote  be- 
wegt; siehe  oben.     Sie  ist  daher  ein  Hdicoid. 

Das  eine  System  ihrer  Krümmungslinien  wird  durch  die 
Meridiane  (die  Tractrix)  gebildet;  das  andere  besteht  aus  Curven, 
die  auf  Kugeln  beschrieben  sind,  deren  Centrum  auf  der  Axe 
liegt;  diese  Kugeln  schneiden  das  Hdicoid  rechtunnkUg. 

Gegeben  sei  eine  pseudosphärische  Fläche  vom  Badius  B; 
betrachtet  man  auf  ihr  ein  System  geodätischer  Parallelen  und 
schneidet  auf  jeder  Tangente  an  diese  geodätischen  Zmien  vom 
Berührungspunkt  aus  ein  Segment  von  der  Länge  =B  ah,  so 
ist  der  Ort  der  Endpwnkte  aller  dieser  Segmente  eine  neue  pseur 
dosphärische  Fläche  mit  demselben  Badius.  Die  gegebene  und 
die  neue  Fläche  bilden  die  beiden  Schalen  der  Evolute  einer 
Fläche,  deren  Normalen  die  eben  beschriebenen  Tangenten  sind. 
Bianchi 
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Mit  Hülfe  dieses  Theorems  lassen  sich  aus  einer  pseudo- 
sphärischen  Fläche  unendlich  viele  andere  ahleiten;  die  in  dem 
Satz  enthaltene  Transformation  pflegt  man  cowplementär  zu 
nennen  (Bianchi);  sie  ist  der  specielle  Fall  einer  allgemei- 
neren, die  Baecklund'^cfte  Transformation  genannt  wird,  Limds 

o 

Univ.  Arsskrift,  19,  1883;  Math,  Ann.,  9,  19. 

Wenn  man  die  vorstehend  besprochene  Transformation  auf 
eine  Pseudosphäre  (die  von  einer  Tractrix  erzeugte  Botations- 
fläche) .  anwendet,  so  ergibt  sich  die  von  Bianchi  untersuchte 
Fläche;  diese  ist,  wie  schon  gesagt  wurde,  der  specielle  Fall 
anderer  von  Enneper  untersuchter  Flächen,  welche  dadwrch  am- 
gezeichnet  sind,  dass  sie,  wie  da>s  Bi/ni'sche  Helicoid,  ein  System 
ebener  Kriimmwngslvnien  besitzen. 

Die  Coordinaten  evnes  Ptmkts  der  in  Rede  stehenden  Fläche 
lassen  sich  als  Fwnktionen  zweier  Farameter  u,  v  mittelst  der 

Formeln 

-^  sin  tt         /  ,         •      \ 

0?  =  2jR  - — i — g    .   a     (cosi?  +  t?  sinv), 
1  -f*  ^   8m*M  ^  '  ^' 

sin  1«  ,  .  ,  V 

y  =  2R  - — i — ,    .   ,     (sm  t;  +  «;  cos  v), 
^  1  +  ü*  sm*!*  ^  '  ^ 

z  =  B\  loff  tff  i  t*  +  - — . — 9-^-9—  \    ausdrücken. 

Die  Fläche  hat  eine  Doppelcurve. 

Gipsmodelle  dieser  Fläche,  wie  auch  des  D  in i 'sehen  Heli- 
coids  befinden  sich  in  der  von  L.  Brill  in  Darmstadt  heraus- 
gegebenen Sammlung,  die  jetzt,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde, 
in  den  Besitz  der  Firma  Schilling  in  Halle  übergegangen  ist. 
Aus  dieser  Sammlung  kann  man  auch  Modelle  der  eben  be- 
sprochenen Enneper 'sehen  und  Kuen 'sehen  Flächen  mit  con- 
stanter  positiver  Krümmung  beziehen. 


Wie  man  eine  sphärische  Trigonometrie  hat,  so  lässt  sich 
auch  eine  pseudosphärische  aufstellen,  indem  man  geodätische 
Bogen  an  Stelle  der  grössten  Kreise  betrachtet. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  sagen: 

Die  trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  ein  pseudo- 
sphärisches geodätisches  Dreieck  werden  aus  den  Formeln  der 
gewöhnlichen   sphärischen    Trigonometrie    auf  die  Art   abgeleitet, 

dass  ma/n  den  Badius  B   der  Kugel   mit  BY —  1    vertauscht. 
Diese  Bemerkung  machte  zuerst  Min  ding,  Grelle,  19,  20. 
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Femer : 

Die  Theoreme  der  Lohaischewsky' sehen,  nicht- euklidischen 
Geometrie  (vergl.  Kap.  21,  §  2)  finden  thatsächlich  ihre  Inter- 
pretation auf  den  pseudosphärisdhen  Flächen,  Siehe  darüber  Bel- 
trami,  Saggio  di  vnterpretanone  deUa  geometria  non-eudidea, 
Giorn.  di  Batt,,  6,  1868.  Vergl.  auch  die  Darstellung  in  Klein' s 
autographirten  Vorlesungen  über  nicht-euklidische  Geometrie. 


üeber  die  Flächen  mit  constanter  Krümmung  geben  wir 
ausser  den  schon  citirten  Arbeiten  noch  an:  Beltrami,  Ann, 
di  mat,  (l),  7;  Dini,  Giorn.  di  Batt,,  3;  Bianchi,  MaÜi. 
Ann.,  16;  Giorn.  di  Batt.,  20;  Bend.  Acc.  lA/ncei^  1892,  1899; 
Lie,  Archiv  for  Math.,  Kristiania  1879 — 81;  Hazzidakis, 
Grelle,  88;  Weingarten,  ib.,  94,  95;  Darboux,  Compt.  Bend, 
1883;  Ann.  de  VJ^c.  norm.,  1890;  Guichard,  ib.,  id.;  etc. 
Eine  erst  kürzlich  erschienene  Arbeit  über  die  Theorie  der 
Flächen  mit  constanter  Krümmung,  die  von  der  neuen  We in- 
gart en'schen  Methode  der  Applicabilitätstheorie  (siehe  das  Citat 
in  §  10)  ausgeht,  ist  von  Bianchi,  Arm.  di  mat,  (3),  2. 

lieber  die  Transformationen  der  Flächen  von  constanter 
positiver  Ejümmung  sehe  man  ausser  dem  Aufsatz  von  Hazzi- 
dakis 1.  c.  auch  die  neueren  Forschungen  von  Bianchi,  Bend. 
Lincei,  1899  nach. 


§  12.    Flächen  von  constanter  mittlerer  Elrünunnng. 

Minimalflächen. 

Bie  beiden  einer  Fläche  S  von  constanter  positiver  Krüm- 

mtmg  K  =  ^  paraMden  Flächen,  die  von  8  um  die   Grössen 

+  B  abstehen,  sind  von  constanter  mittlerer  Krümnmng  H  =  -\-  p-»- 
Bonnet. 

Umgekehrt  gibt  es  zu  jeder  Fläche  von  constanter  mittlerer 

Krümmu/ng  +  ^  eine  ihr  parallele  im  Abstand  B  von  ihr  liegende 

Fläche  von  constcmter  absoluter  Kriimmu/ng  -pi* 

Betrachtet  man  die  auf  derselben  Normalen  liegenden 
Punkte  der  drei  Flächen  als  einander  zugeordnet,  so  ist  die 
Abbildung  einer  der  beiden  Flächen  von  constanter  mittlerer 
Krümmung  auf  die  andere  unnJcdtreu,  und  die  Abbildung   einer 
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dieser  beiden  Flächen  auf  S  derart,  dass  zweien  auf  diese»'  einen 
Fläche  senkrechten  Bichtungen  Jedesmal  zwei  conjugirte  Bichtunpen 
auf  S  entsprechen.     Siehe  Chini,  ßiorn.  di  Batt.,  27,  1889. 
Das   Linienelement   jeder   Fläche   von   constanter   mittlerer 

Krümmu/ng  +-^  nimmt,  wenn  es  auf  die  Krümmungslinien  u,  v 

der  Fläche  bezogen  wird^  die  Gestalt 

ds^=:^B^e^^\du^  +  dv^) 

dn,  worin  0  der  Belation 

ä^  +  ä^  "^  ~"  ®^^^  ^  ^^^^  ^  genügt. 
Daher: 

Die  Krümmungslinien  einer  jeden  Fläche  constanter  mitt- 
lerer Krümmung  bilden  ein  isothermes  System. 

Jede  Fläche  constanter  mittlerer  Krümmung  lässt  sich  unter 
Beibehaltung  derselben  mittleren  Krümmimg  derart  deformiren, 
dass  die  neuen  Krümmungslinien  die  Trajectorien  der  früheren 
sind  und  einen  constanten  Winkel  mit  ihnen  bilden.     Bonnet. 

Die  Rotationsflächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung 
erhält  man  nach  dem  Theorem  Bonnet's  (S.  496)  aus  der  zu 
einer  Rotationsfläche  deformirten  Kugel  vom  Radius  B^  indem 
man  auf  den  Normalen  auf  der  einen  und  der  anderen  Seite 
Längen  gleich  B  abschneidet. 

Man  erhält  so  zwei  Typen  von  Rotationsflächen  constanter 
mittlerer  Krümmung,  welche  Unduloid  bez.  Nodoid  genannt 
Tverden. 

Zur  Definition  der  Meridiancurve  dieser  Flächen  dient  der 
folgende  elegante  Satz  Delaunay's: 

Die  Meridiancurven  des  Unduloids  und  Nodoids  sind  Plan- 
curven,  welche  von  dem  Brennpunkt  einer  Ellipse  oder  einer 
Hyperbel  beschrieben  werden,  die  auf  einer  Geraden  rollen  ohne 
zu  gleiten.     Diese  Gerade  ist  dann  die  Botationsaxe. 

Lässt  man  dagegen  eine  Plancurve,  welche  von  dem  Brenn- 
punkt einer  Parabel  beschrieben  wird,  die  auf  einer  Geraden  rollt 
vhne  zu  gleiten,  um  diese  Gerade  rotiren,  so  hat  die  so  erzeugte 
Botationsfläche  eine  mittlere  Krümmung,  die  auch  constant,  aber 
Null  ist.  Sie  ist  mithin,  wie  aus  dem  Folgenden  hervorgeht, 
eine  Minimalfläche  und  heisst  Catenoid. 


Pascal,  Bepertorium.   ü.  32 
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Minimalflächen  oder  Elassoide  heissen  ^solche  Plftches, 
die  unter  allen  durcli  dieselbe  Begrenzung  umschlossenen  und 
unendlich  wenig  von  ihnen  verschiedenen  Plächen  den  kleinsten 
Flächeninhalt  haben. 

Bezeichnet  man  mit  p,  q,  r,  s,  t  die  der  Gldchwng  z=f(x,  y) 
der  Fläche  entnommenen  partiellen  Berivirten  und  setzt 

dz  dz 


so  lautet  die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimalflächen 

-^-  ^  +  A     __g =0 

^    dx  yi  +  p8  +  2*        ^y  yi  +  !>'  +  3* 
oder 

(1  +  q^)r —  2pqs  +  (1  +p^t=0.     (Lagrange). 

Bei  den  Minimalflächen  sind  die  HauptJcrümmungsradien  in 
jedem  Funkt  einander  gleich  und  i>on  verschiedenem  Vorzeichen, 
d.  h.  also,  die  mittlere  Krümmung  H  ist  Null.  Umgekehrt 
ist  jede  Fläche,  deren  mittlere  Krümmung  Null  ist,  eine 
Minimalfläche, 

Die  sphärische  Abbildung  einer  Minimalflädhe  ist  rnnkd- 
treu.     Bonnet. 

Die  einzige  reelle  abwickelbare  Minimalfläche  ist  die  Ebene. 

Auf  jeder  Minimdlfläche  bilden  die  Äsymptoienlinien  ew 
doppeltes  orthogonales  System  und  die  Krümmu/ngsli/nien  ein  dop- 
peltes orthogonales  isothermes  System, 

Die  Coordimaten  der  Funkte  einer  MinimaJfläche  lassen  sich 
aus  den  Formeln  von  Weierstrass 

X  ===  dem  reellen  Theil  von  J(l  —  z^)F{x)dt, 

3/=     „         „  »         „    Ji{l+x^F{x)dx, 

z  =    ^^        „  „        „    J2tF(T)dT     berechnen, 

worin  F{x)  eine  beliebige  Function  der  complexen  Variablen  x 
bedeutet;  jedem  F  entspricht  eine  bestimmte  Mvnimalfläche  tmä 
umgekehrt. 

Werden  mit  x^,  F^(x^  die  in  Bezug  auf  die  Variablen  x 
bez.  F(x)  conjugirt  complexen  Variablen  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
das  Linienelem^nt  der  Minimalfläche  aus 

ds^  =  (1  +  xx^yF(x)F^(x^)dxdx^ 
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und  der  positive  Ha^fkrilmmungsradius  ist 

Den  Weierstrass'schen  Formeln  kann  man  auch  die  Ge- 
stalt gehen: 

X  =  dem  reellen  Theil  von  { (1  —  t^  qp"  (r)  +  2  r9'('r)  —  2  q>{x)  ] , 
«/=     „         „  „       „     {i{l'\'X^)q>\x)--2ix(p{x)--2iq){z)], 

^  =     „        „  „       „     { 2 1 9 '(t)  —  2  g)'(^) } ) 

worin  die  Function  ^(t)  ihrerseits  wieder  eine  wiUMrliche 
Function  ist. 

Alle  (Ugehraisckm  Minimalflächen  ergeben  sidi  aus  diesen 
Formeln,  wenn  man  voraussetzt,  ip(x)  sei  eine  algebraische  Func- 
tion von  X. 

Wenn  zwei  Minimalflächen  aufeinander  abwickelbar  sind, 
so  muss  die  der  einen  Fläche  entsprechende  Function  F  der 
mit  der  Exponentiälgrösse  e'"  multiplicirten  Funktion  F  in  Bezug 
auf  die  andere  Fläche ,  gleich  sein,  wobei  imter  a  eine  willkürliche 
reelle  Constante  verstanden  wird.  Auf  diese  Art  erhält  man  die 
allgemeinsten  Deformationen  einer  Minimalfläche,  bei  welchen  sie 
ihren  Charakter  als  solche  beibehält. 

Zwei  so  erhaltene  Minimalfläclien  heissen  assodirt 

Setzt  man  a  =  ^  ,  so  werden  die  beiden  Minimalfläclien 

in  Bezug  auf  die  Applicabilität  conjugirt  genannt.     Bonnet. 

Die  auf  Botationsflächen  abwickelbaren  Minimalflächen,  die 
mithin  auf  tmendlich  viele  Arten  auf  sich'  selbst  abwickelbar  sind, 
erhält  man  aus  den  Weierstrass'schen  Formeln,  tvenn 

F(x)  =  Cr* 

gesetzt  wird;  darin  ist  k  eine  reelle  und  ö  eine  beliebige  Con- 
sta/nte. 

Für  Ä  =  —  2  sind  die  Flächen  Helicoide. 

Die  einzige  Minimalregelfläche  ist  das  durch  die  Gleichung 

y 


;ef  SÄ  m  arc  tg 


X 


dargestellte  Hdicoid,  das  Minimalregelhelicoid  genannt  wird.    Theo- 
rem von  Meusnier. 

Die  Fläche,  deren  Gleichimg 

z 

32* 


Yx^  -{-  y^  =  m  cosh- 
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lautet,  ist  eine  Minimal  fläche,  welche  Catenoid  (älisseide)  *)  heisst; 
sie  ist  die  Botationsfläche,  auf  welche  das  Begelhdicoid  des  vorigen 
Theorems  sich  abivicJceln  lässt;  sie  ist  die  einzige  Minimalrota- 
tionsfläche. 

Setzt  man  in  den  We i er strass 'sehen  Formeln 

SO  ergibt  sich  eine  algebraische  Minimalfläche,  die  Henneberg- 
sehe  Minimalfläche  genannt  wird;  sie  ist  eine  einseitige  Fläche 
(siehe  Kap.  18,  §  l)  von  der  5*®^  Glosse  und  der  15*®^  Ordnung. 
Bezeichnet  man  mit  Fq{x)  die  Function,  welche  man  aus 
JP(t)  durch  Vertauschung  aller  Coefficienten  mit  ihren  conjugir- 
ten  erhält -und  ist  F{x)  eine  derartige  Function,  dass 


m^-h^A-^) 


wird,  so  sind  die  so  erhaltenen  Flächen  im  Allgemeinen  einseitig. 

Wird 

F{z)  =  3 

gesetzt,    so    erhält  man   die   Fläche,   deren   Punkte    die    Coordi- 
naten  haben: 

x  =  3cc  +  Saß^  —  «3^     (r  =  a  +  iß), 

y  =  ß^  —  3ß  —  ^a^ß, 

z  =  3(a2  — jS^). 

Diese  Minimalfläche  heisst  Enneper^sche  Fläche.  Sie  ist 
9^'  Ordnmig;  ihre  Krümmungslinien  sind  cubische  Plancurven 
vom  Geschlecht  NuU  und  ihre  Asympiotenlinien 

a  —  ß  =  Const.,     a  -{-  ß  =  Const. 

sind  cubische  Baumcurven. 

Die  En/neper'sdie  Fläche  lässt  sich  auf  eine  Botationsfläche 
ab  wickeln. 

Sie  ist  die  Umhüllende  der  Ebenen,  welche  auf  den  Yerhin- 
dungsgeraden  der  Funkte  zweier  Parabeln,  die  denselben  Brenn- 
punkt haben,  in  deren  Mittelpunkt  senkrecht  stehen.     Darboux. 

Alle  der  Enneper' sehen  associirten  (vergl.  S.  499)  Flächefi 
haben  dieselbe  Gestalt,  wie  die  Enneper'sche  Fläche. 

Setzt  man 


*)  Die   Construction   der   Meridiancurve    des   Catenoids    wurde 
weiter  oben  S.  497  angegeben. 


j 
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F(r) 


yi  —  üt*  +  T^ 


so  ergibt  sich  die  sogenannte  Schwarz' sehe  Minimalftäehe ,  die 
von  dem  windschiefen  aus  den  beiden  Paaren  sich  gegenüber- 
liegender Kanten  eines  regelmässigen  Tetraeders  gebildeten  Vier- 
seit  begrenzt  wird. 

Diese  Fläche  löst  für  einen  speciellen  Fall  das  sogenannte 
Plateau'sehe  Problem  auf,  das  darin  besteht,  für  eine  gegebene 
geschlossene  Umgrenzung  eine  von  diesem  Umfang  begrenzte 
Minimalfläche  zu  construiren,  die  in  ihrem  Inneren  keine  sin- 
gulären  Punkte  enthält. 

Experimentell  löste  Plateau  das  Problem,  indem  er  einen 
Metalldraht  von  der  Form  des  vorgeschriebenen  Umfangs  in 
eine  etwas  klebrige  Flüssigkeit,  z.  B.  in  Glycerin,  tauchte;  die 
äusserst  dünne  Flüssigkeitsscheibe,  die  an  der  Umgrenzung  haften 
bleibt,  ist  nach  den  Principien  der  Mechanik  genau  wie  eine 
Minimalfläche  geformt. 

Von  Minimalflächen  ist  schliesslich  noch  die  sogenannte 
Sek  erhasche  Translationsfläche  anzuführen,  welche  sich  ergibt, 
wenn  man  diejenigen  Lösungen  der  Difl^erentialgleichung  der 
Minimalflächen  aufsucht,  welche  die  Form 

z  =  (p(x)  +  (p(y) 
haben. 

Ihre  Gleichimg  lautet 

z  =  —  {log  cos  (aa?)  —  log  cos  (ay)}  ,     Grelle,  13,  1835. 

Wenn  hei  einer  Minimalfläche  die  Krümmungslinien  des 
einen  Systems  eben  sind,  so  müssen  auch  die  des  anderen  Systems 
eben  sein. 

Jede  auf  einer  Minimalfläche  liegende  Gerade  ist  Symmetrie- 
axe  der  Fläche. 

Wenn  eine  Ebene  die  Minimalfläche  in  jedem  Uirer  Schnitt- 
punkte orthogonal  schneidet,  so  ist  sie  Symmetrieebene  für  die 
Fläche. 


Wenn  man  von  einem  ganz  speciellen  von  Euler,  Metho- 
dus  inveriiendi  etc.,  1744  behandelten  Fall  absieht,  war  La- 
grange, Mise.  Tawr,,  2  der  Erste,  der  die  Minimalflächen  stu- 
dirte  und  die  Variationsrechnung  auf  sie  anwandte. 
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Die  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  wurde  dann 
von  Meusnier,  Monge,  Legendre,  Ampere  untersucht. 

Andere  bemerkenswerthe  Arbeiten  sind  von  Poisson, 
Crelle,  8;  Scherk,  1.  c;  Steiner,  Berl.  Ber.,  1840,  der  ein 
Theorem  über  die  den  Minimalflächen  parallelen  Flächen  fand; 
Bonnet,  Compt  Rend,,  1853;  Enneper,  Zeifschr.  für  Math.,  9, 
1864;  Weierstrass,  Berl,  Ber.,  1866;  Eiemann,  GöU.  Äbh., 
13,  1867;  Beltrami,  Mem.  Äcc.  di  Bologna^  1868;  H.  A. 
Schwarz,  Berl,  Ber.,  1872;  Crelle,  80  und  eine  grosse  Keihe 
weiterer  Arbeiten,  gesanamelte  math.  Werke,  Berlin  1890,  ßd.  1; 
Lie,  Math,  Ann.,  14,  15;  etc. 

Weitere  historische  Angaben  und  eine  erschöpfende  Be- 
handlung des  Gegenstands  findet  man  bei  Darboux,  Legans 
sur  la  theorie  des  surfaces^  Paris  1889,  1,  eine  historische 
Uebersicht  auch  in  dem  citirten  Aufsatz  von  Beltrami. 

In  der  von  L.  Brill  besorgten  Sammlung  befinden  sich 
zahlreiche  Gipsmodelle  von  Minimalflächen. 


Mit  den  Flächen  von  constanter  mittlerer  Krünamung  be- 
fassten  sich  speciell  Delaunay,  Grelle,  6;  Sturm,  ib.,  id.; 
J eilet,  ib.,  18;  Dini,  Ann.  di  mat,  (2)  7;  etc. 


§13.   Evolutenflächen.   Flächen,  deren  Hauptkriumniuigs- 
radien  durcli  eine  constante  Relation  verbunden  sind. 

Der  Ort  der  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  für  die 
Punkte  einer  Fläche,  vergl.  §  9,  heisst  Evoltdenfläche  der  gege- 
benen und  diese  selbst  Evolvente. 

Mittlere  Evolute  wird  femer  die  Eläche  genannt,  die  von 
den  Ebenen  umhüllt  wird,  welche  auf  den  Normalen  zur  ge- 
gebenen Fläche  in  den  Mittelpimkten  des  die  beiden  Krümmungs- 
mittelpunkte verbindenden  Segments  senkrecht  stehen.  Eibaucour. 

Jede  der  beiden  Schalen  der  Evolute  lässt  sich  auch  als 
der  Ort  der  Eückkehrkante  derjenigen  Developpablen  ansehen, 
welche  von  den  Lothen  gebildet  werden,  die  längs  der  Punkte 
einer  Krümmungslinie  eines  jeden  der  beiden  Systeme  auf  die 
Fläche   errichtet  werden. 

Diese  Eückkehrkanten  sind  geodäüsche  Linien  der  Evoltden- 
fläche. 

Auf  der  Evolutenfläche  bilden  die  den  KrümmimgsUnien  der 
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gegebenen  Fläche  entspreehenden  Linien  ein  con^ugirtes  System. 
Vergl.  §  9. 

Bei  einer  Fläche,  die  so  beschaffen  ist,  dass  eine  consiante 
BelcUion  zwischen  ihren  Haupfkrümmimgsradien  besteht,  ent- 
sprechen sich  die  Asymptofenlinien  auf  den  beiden  Schalen  der 
Evolute  %md  umgekehrt. 

Für  solche  Flächen"^)  isi  das  Froduct  der  totalen  Krüm- 
mwngen  in  den  entsprechenden  Fimkten  der  beiden  Schälen  der 

Evolute  gleich ri,   worin  r^,  r^  die    beiden  Krümmungs- 

radien  der  gegebenen  Fläche  in  jedem  Punkt  sind.     Halphen. 

SpecieU:  Bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  K  und 
nur  bei  ihnen  entsprechen  die  Asymptotenlinien  auf  den  beiden 
Schalen  der  Evolute  nicht  nur  einander,  sondern  auch  den 
Asymptotenlinien  der  Fläche. 

Auf  den  beiden  Schalen  der  Evolute  von  Flächen,  für 
deren  Erümmtmgsradien  die  BeloMon  r^  —  ^2  ^^  Const.  besteht, 
und  nur  auf  ihnen,   entsprechen  sich  die  Krümmungslinien. 

Jede  Schale  der  Evolute  einer  Fläche,  deren  Krümmungs- 
radien durch  eine  Edation  verbunden  sind,  lässt  sich  auf  eine 
Botationsfläche  abwickeln;  u/nd  umgekehrt:  Mit  Ausnähme  der 
(auf  die  Catenoide  abimckelbaren)  Begdflächen,  die  der  Ort  der 
Hauptnormalen  der  Ourven  von  constanter  Torsion  sind,  lässt 
sich  jede  andere  auf  eine  Botationsfläche  abwickdbare  Fläche  als 
eine  Schale  der  Evolute  einer  Fläche  ansehen,  zwisdien  deren 
Krümmungsradien  eineBelation  besteht.  Theorem  von  Weingarten, 

Jede  Schale  der  Evolute  einer  pseudosphärischen  Flädie  ist 
auf  ein  Catenoid  äbtmckelbar. 


Die  Mächen,  deren  mittlere  Evolute  sich  auf  einen  Punkt 
reducirt,  wurden  von  Appell,  Amer.  Journ.,  10  studirt  und 
die  Flächen,  deren  Krümmungsradien  der  Gleichung 

genügen ,  worin  ft  eine  Constante  bezeichnet  imd  8  der  Abstand 
des  Coordinatenanfangs  von  der  Berührungsebene  ist,  wurden 
von  Goursat  untersucht,  Amer.  Journ.,  10. 

Die  mittlere  Evolute  einer  Goursaf sehen  Fläche  ist  wieder 
eine  Goursat'sche  Fläche. 


*)  Manche  Autqren  nennen  sie  die  Flächen  W.    Siehe  S.  504. 
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Mit  den  Flächen,  deren  Hauptkrümmungsradien  an  eine 
constante  Eelation  gebunden  sind,  beschäftigten  sich  Weingar- 
ten, Cr  eile,  62,  103,  nach  welchem  sie  von  einigen  Autoren  die 
Flätjhen  W  genannt  wurden  (vergl.  S.  503,  Anm.),  dann  Bel- 
trami.  Arm.  di  mat,  (1),  7;  Dini,  ib.,  id.;  Halphen,  BM.  Soc. 
math.,  4;  Lie,  Bull,  des  sciences  math,,  4;  etc. 

Beltrami  tmd  Dini  bewiesen  gleichzeitig,  dass  die  einzigen 
icindschiefen  Begelflächen,  zmschen  deren  Hauptkrümmimgsradien 
eine  constcmte  Belation  besteht,  die  Begelhdicoide  sind.  TJebrigens 
besitzen  alle  Begelhdicoide  diese  Eigenschaft. 

Lipschitz,  Ada  math.,  10;  Compt.  Bend.,  1887  und 
Lilienthal,  Ada  math.,  11  behandelten  den  Fall,  in  welchem 
die  Differenz  zwischen  den  beiden  Hauptkrömmungsradien  con- 
stant  ist. 

Die  Bohrenflächen  sind  als  solche,  für  welche  einer  der 
Kiümmungsradien  constant  bleibt,  ein  specieller  Fall  der  Flächen 
W.  Offenbar  sind  die  Minimalflächen  und  die  Flächen  constanter 
(absoluter  oder  mittlerer)  Krümmung  weitere  specielle  Fälle. 

§  14.   Dreifache  Orthogonalfläehensysteme. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liegeü  drei  Systeme  von  je  oc^ 
Flächen  vor  von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  jeden  Punkt 
eines  gewissen  Bereichs  des  Eaums  eine  einzige  Fläche  von 
jedem  der  drei  Systeme  geht.  Ordnet  man  jede  Fläche  eines 
jeden  der  drei  Systeme  den  Werthen  dreier  Parameter  q^,  ^g,  q^ 
eindeutig  zu,  so  kann  man  die  letzteren  als  Icrummlinige  Coor- 
dinaten  der  Punkte  des  Eaums  auffassen.  Die  drei  Systeme 
von  Flächen  bilden,  was  man  ein  dreifaches  Flächensystem  nennt. 

Sind  X,  «/,  z  die  Cartesischen  Coordinaten  der  Punkte  des 
Raums  und 

die  nach  den  Parametern  q  aufgelösten  Gleichungen  der  drei 
Flächen,  so  kann  man  sich  die  x,  y,  z  durch  die  q  ausgedrückt 
denken,  und  eine  Relation  zwischen  den  q  entspricht  der  Glei- 
chung einer  Fläche  in  krummlinigen  Coordinaten  q. 

Das  in  krummlinigen  Coordinaten  ausgedrückte  Quadrat 
des  Abstands  zweier  unendlich  naher  Punkte  des  Raums  ist 
alsdann : 
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+  2^12  dq^  dq^  +  "^h^^dq^dq^  +  27/28^^2 ^^3, 


wonn 


ist  und  unter  dem  Symbol  ^  verstanden  wird,  dass  die  Summe 
der  drei  Tenne  gebildet  werden  soll,  die  man  durch  Vertau- 
schung von  X  mit  y  und  z  erhält. 

Dieser  Abstand  heisst  das  Linienelevnent  des  Baums. 

Wenn  \^  =  h^^  =  Ä^  =  0  ist,  so  stellt  jede  der  Flächen 
eines  Systems  auf  jeder  Fläche  der  beiden  anderen  Systeme 
senkrecht  und  umgekehrt;  in  diesem  Fall  heisst  das  dreifache 
System  dreifaches  Orthogonalsystem. 

Grundlegend  für  die  dreifachen  orthogonalen  Systeme  ist 
das  Dupin'sche  Theorem: 

In  jedem  dreifachen  Orthogonalsystem  ist  die  Schnittlinie 
zweier  Flächen  von  verschiedenen  Systemen  eine  Krümmmigslinie 
heider  Flächen. 

Ferner,  vollständiger: 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingu/ng,  damit  man 
zweien  aufeinander  senkrechten  Flächensystemen  ein  drittes  zu 
beiden  orthogonales  System  beiordnen  kön/ne,  bestellt  darin,  dass 
die  beiden  ersteren  sich  längs  Krümmung slinicn  schneiden.  Dar- 
boux,  Ann.  de  Vic.  norm.,  1866. 

Jedes  System  von  00^  Kungeln  oder  Ebenen  gehört  zu  u/n- 
endlich  vielen  dreifadien  Orthogonalsystemen. 

Jedes  System  von  parallelen  Flächen  gehört  einem  dreifachen 
Orthogonalsystem  an;  die  Flächen  der  beiden  übrigen  Systeme 
sind  die  Developpablen,  die  durch  die  Normalen  längs  der  Krümr 
mtmgslinien  der  gegebenen  Fläche  erzeugt  werden. 

Bei  dem  dreifachen  Orthogonalsystem  bestehen  zwischen  den 
JS,  als  Functionen  der  q,  die  sechs  sogenannten  Lame 'sehen 
Differentialgleichungen  : 

^Qj^9k        ^k  ^9j  ^9k         ^j   ^Qk  ^9j  ' 

i_/^i    ?^^  O.  A  /^_1  ^^    .    J_  ^^  ^^  =  0 
dQi  \H,  dgj  "t"  dg,  \B,  dgj  "*"  Hß  dg^  cgj        ^' 
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Diese  Beäingungen,  denen  die  H  genügen  müssen,  sind 
nothwendig  und  ausreichend,  damit  man  ein  dreifaches  Ortho- 
gonalsystem  erhalte;  wenn  sie  erfüllt  sind,  so  existirt  ein  und 
nur  ein  dreifaches   Orthogonalsystem,  welches  ihnen  entspricht 

Bei  einer  Transformation  des  Baums  durch  reciproTce  Ba- 
dienvectoren  wird  jedes  dreifache  Orthogonalsystem  in  ein  anderes 
dreifaches  Orthogonalsystem  übergeführt. 

Eines  der  einfachsten  und  am  meisten  studirten  Systeme 
dieser  Art  ist  das  dreifache  Orthogonalsystem  der  confocalei^ 
Flächen  2^  Grads. 

Es  besteht  aus  den  drei  Flächenschaaren  (a^  >  ö^  >  c^) : 
-A h  j^i^ h  -^^^ —  =  Ir     ( —  <^  <Ql  <  +  ^)i 

von  denen  die  erste  lauster  EUipsoide,  die  zweite  emschalige  Hyper- 
boloide u/nd  die  dritte  zweischalige  Hyperboloide  en^häU.  Siehe 
auch  S.  120. 

Die  Coordinaten,  welche  einem  solchen  dreifachen  Ortho- 
gonalsystem entsprechen,  pflegt  man  elliptische  Coordmaten  zu 
nennen.    Lame. 

Bas  Quadrat  des  Linienelements  in  elliptischen  Coordina- 
ten  ist: 

ds^  —  —  f         (^1  ^  ^^) (gl  -  g»)         do  «4- 

j JQi  —  9s)  (9i  —  gl)  ^n  2  -L- 

"T  (a«  +  9,)  (ft*  +  9,)  (c*  +  9,)     ^*    "*" 

(99  —  9i)(99  —  9t) 


M  (ga  —  9t)  {99  —  9i)  ,^2l 


Die  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  im  Raum  wurde 
zuerst  für  den  speciellen  Fall  elliptischer  Coordinaten  von  Ijame, 
Mem.  pres,  par  divers  savants  ä  VAcademie  de  Baris,  5,  1833; 
Grelle,  %  und  später  von  demselben  Autor  für  den  allgemeüien 
Fall  orthogonaler  Coordinaten  eingeführt,  CreUe,  5,  16;  Legons 
sur  les  coordonnees  curvüignes,  Paris  1859.     VergL  auch  C.  G. 
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J.  Jacob i,  Vorlesungen  üb^  Dynamik,  heraufig.  Yon  A.  Clebsch, 
1866. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Aoust,  CreUe,  58;  Ann.  di  mat, 
(1),  6;  (2),  2,  3,  5;  Brioschi,  ib.,  (2),  1;  Codazzi,  Ann.  di 
^cienze  mat  e  fis.  di  Tortölini,  8,  1857;  Ann,  di  mat,  (2),  1, 
2,  4,  5;  Darboux,  Ann,  de  Vic.  norm.,  1866,  1878;  Roberts, 
Cr  eile,  62;  etc. 

Neuer  sind  die  Aufsätze  von  Bianchi,  6fiorn.(Zi-Ba^.,21,22; 
Ann.  di  mat,  (2),  13,  14,  18,  19;  Eend.  Acc.  Lincei,  1885, 
1886,  1890;  Mem,  Acc,  Lincei,  1887;  etc.  In  diesen  Arbeiten 
werden  die  Ortbogonalsysteme,  welche  ein  System  pseudosphä- 
riscber  Flächen  (oder  auch  von  Flächen  constanter  positiver 
Krümmung)  von  demselben  Radius  enthalten,  nach  Weingarten, 
der  zuerst  ihre  Existenz  erkannte,  Weingarten' sehe  dreifache 
Systeme  genannt. 

Eine  wichtige  Classe  dieser  Systeme  entdeckte  im  Jahr 
1870  Ribaucour,  Compt  Bend.,  70.  Ueber  das  Fimdamental- 
theorem  Wein  garten' s  in  Bezug  auf  diese  Systeme  berichtete 
zuerst  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei,  25.  Febr.  1885,  15.  März 
1885. 

Ein  neues  Buch  von  Darboux,  Legons  sur  les  systemes 
orthog,,  etc.,  Paris  1898  ist  ausschliesslich  der  Theorie  der  drei- 
fa^ihen  Systeme  und  der  krummlinigen  Goordinaten  im  Raum 
gewidmet. 

§  15.   Linienoongruenssen. 

Wir  haben  schon  an  einer  anderen  Stelle  (Kap.  14)  die 
Liniencongruenzen  im  Baum,  die  auch  Strählensysteme  genannt 
werden,  d.  h.  die  Gesammtheiten  von  oo^  Geraden  oder  Strahlen 
des  Raums,  definirt. 

Diese  Theorie,  welche  in  enger  Beziehung  zur  Flächen- 
theorie steht,  wiurde  nicht  nur  vom  Standpunkt  der  Liniengeo- 
^mctrie  aus,  sondern  eingehend  auch  unter  Zugrundelegung  der 
Infinitesimalgeometrie  studirt,  wobei  man  sich  die  Congruenz  be- 
liebig (algebraisch  oder  nicht)  vorstellte. 

Wir  wollen  uns  nun  denken,  die  Congruenz  werde  durch  eine 
Fläche  geschnitten,  und  als  Ausgangspunkt  sei  auf  einem  Strahl 
der  Congruenz  einer  der  Punkte  angenommen,  in  denen  dieser 
Strahl  die  Fläche  trifft. 

Es  seien  x^y,  z  die  Coordinaten  dieses  Punkts  und  X,  Y,  Z 
die  Richtungscosinus  des  Strahls. 
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Wir  wählen  ein  krummliniges  Coordinatensystem  u,  v  auf 
der  Fläche,  setzen*): 

^  \du)    ~^'       ^  du  du~  ^' 

^  du  dv  ~     '       ^  du'dv        '' 

jLmJ  \dv I  ^mJ   dv  du        ' 

SpdXdx_  _ 
Za  dv  dv  ~  ^ 

und  fähren  die  beiden  Ftmdamentaldifferentialformen 

JEdu^  +  2Fdudv  -\-adv^  =  ds^^  =^(dXy, 
edu^  +  (f-^f)dudv  +  gdv^  =^dxdX 

ein,  von  denen  die  erste  das  Quadrat  des  Linienelements  der  sphä- 
rischen Alibildung  der  Congru€n&  darstellt,  d.  h.  derjenigen 
Curve,  die  man  auf  einer  Kugel  vom  Eadius  1  erhält,  wenn 
von  dem  Centrum  der  Kugel  Radien  parallel  zu  den  Strahlen 
der  Congruenz  gezogen  werden,  und  die  Schnittpunkte  dieser 
Radien  mit  der  Kugelfläche  als  den  Strahlen  der  Congruenz  ent- 
sprechend angesehen  werden. 

Bezeichnet  man  mit  dp  den  kleinsten  (unendlich  kleinen) 
Ahstand  eines  Strahls  (w,  v)  der  Congruenz  von  einem  anderen 
ihm  unendlich  nahen  {u  -{-  du^  v  -\-  dv)^  so  ist 

Edu-\-Fdv,   Fdu+  Gdv  \ 

YEG-F^ds^       edu'\-fdv,      fdu-^-gdv    j' 

und,  wenn  r  die  Äbsdsse  des  Fusspunlts  dieses  kleinsten  Ab- 
Stands  auf  dem  Strahl   (u,  v)  bedeutet: 

_        edu^  +  (/•+  f)dudv  -{-  gdv^ 
^~  Fdu^  +  2Fdudv+  Gdv* 

Auf  jedem  Strahl  bez.  für  jeden  Strahl  der  Congruenz 
sind  die  beiden  Grenzpwnkte^  die  beiden  Brennpunkte  (Focalpuvüde), 
der  Central'  oder  Mittelpunkt,  die  beiden  Hauptebenen,  die  beiden 
Focalebenen  etc.  zu  unterscheiden,  über  deren  Definition  wir  auf 
Kap.  14  verweisen. 


dp  = 


*)  Die  Symbole  2  sollen  sich  über  die  drei  Buchstaben  ar,  y,  z 
bez.  Xj  Y,  Z  auf  leicht  verständliche  Art  erstrecken. 
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Die  Äbsclssen  r^,  r^  der  beiden  Grenepunkte  sind  durch 
die   Wurzeln  der  Gleichwng 

{EG-F^)r^-\-  [gE  —  {f+f)F-^ea]r  + 

+"-  m'  -  0. 

und  die  Äbscissen  q^,  q2  ^^  beiden  Brennpunkte  durch 

iEa—F^Q'  +  {gE—{f-\-r)F-\-eG]Q  -\- eff  -  ff==  0 

gegeben. 

Nennt  man  g>  den  Winkel,  den  der  kleinste  Abstand  dp 
des  Strahls  (w,  v)  von  dem  Strahl  (u  -}-  du,  v  -\-  dv)  mit  dem 
Loth  bildet,  dessen  Fusspunkt  in  den  Grenzptmkt  fällt,  so  ist 

r  =  r^  cos^cö  -|-  r^  sin^ß),     (die  Hamilton' sehe  Formel), 

Wird  mit  2d  der  Abstand  der  beiden  Grenzpunkte  und 
mit  26  der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  von  einander  be- 
zeichnet, so  erhält  man 

"         "   ~  4.{EG  —  F^)' 

Wenn  tmter  y  der  Winkel  verstanden  wird,  den  die  Focal- 
ebenen  miteinander  bilden,  so  ist 


cos  y  =  - — -j ,      sin  y 


Durch  einen  Punkt  P  eines  Strahls  l  der  Congruenz  legen 
wir  eine  Ebene  U  senkrecht  zum  Strahl  und  ziehen  in  U  um  P 
eine  unendlich  kleine  Curve  c,  die  eine  Fläche  vom  Inhalt  A 
umschliesse.  Auf  der  !ßildkugel  bestimmen  dann  die  Eadien, 
welche  den  von  den  Punkten  von  c  ausgehenden  Strahlen  ent- 
sprechen, eine  unendlich  kleine  geschlossene  sphärische  Curve  c' 
mit  einer  Fläche  vom  Inhalt  A\ 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  -j-  heisst  das  Didttigkeitsmass 
der  Congruenz  im  Punkt  P. 

Bas  Bichtigkeitsmass  der  Congruenz  in  dem  auf  einem 
Strahl  l  liegenden  Punkt  P  ist  dem  reciproken  Werth  des  Produkts 
aus  den  Abständen  der  beiden  auf  l  liegenden  Brennpunkte  von 
P  gleich. 

Das  kleine  Bündel  von  Strahlen,  die  von  der  Peripherie 
der  Curve  c  ausgehen,  heisst  ein  unendlich  dünnes  Strahlen- 
bündel imd  die  Gerade  l  seine  Axe. 
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Schneidet  man  es  mit  der  durch  P  gehenden  und  auf  dem 
Fundamentalstrahl  l  senkrechten  Ebene,  so  erhält  man  als 
Schnitt  die  Ourve  c;  schneidet  man  es  mit  einer  anderen  zur 
ersten  parallelen  Ebene,  die  durch  den  Punkt  P^  von  l  geht, 
so  ergiebt  sich  ein  zweiter  Schnitt  c^;  die  Flächeninhalte  der  von 
diesen  beiden  Curven  umsdhlossenen  Ebenenstücke  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  Dichügkevtsmasse  in  den  betreffenden  Punkten 
P  imd  Pj. 

Wenn  mit  r  die  Abscisse  des  auf  dem  Strahl  l  liegenden 
Punkts  P  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Dichtigkeitsmass  in  P 

EG  —  F* 

(J^G- JF^r*+  {gE--(f+nF+eG\r  +  eg--ff' 

Das  Dichtigkeitsmass  ist  immer  reell;  wenn  auch  die  Brenn- 
punkte reell  sind,  so  ist  das  Dichtigkeitsmass  für  die  Punkte, 
tvelche  ausserhaO)  des  Segments  liegen,  das  die  Brennpunkte  ver- 
bindet, positiv,  für  die  Ptmkte  im  Inneren  des  Segments  negaüv, 
in  den  Brennpunkten  unendlich  gross  und  hat  den  grössten 
negativen  Werth  in  dem  Mittelpunkt  des  Strahls;  sind  dagegen 
die  Brennpunkte  imaginär,  so  ist  das  Dichtigkeitsmass  immer 
positiv  und  erreicht  sein  Maximtim  in  dem  Mittelpunkt  des  Strahls, 


Ist  eine  Strahlencongruenz  gegeben,  so  sind  fünf  Flächen 
von  Bedeutung,  die  mit  der  Congruenz  bemerkenswerthe  Be- 
ziehungen haben;  es  sind  die  Flächen,  die  von  den  beiden 
GrenzpuLakten,  den  beiden  Brennpunkten  und  dem  Mittelpunkt 
erzeugt  werden.  Sie  heissen  bezüglich  Grenzflächen,  Focalflächen 
und  Mittelfläche. 

Die  Strahlen  der  Congruenz  sind  die  den  beiden  Focal- 
flächen gemeinsamen  Tangenten. 

Begdflächen  einer  Congruenz  heissen  die  Flächen,  deren 
Erzeugende  Strahlen  der  Congruenz  sind  und  Hauptregelflächen 
der  Congruenz  diejenigen,  deren  Strictionslinien  mit  dem  Ort 
der  Grenzpunkte  der  als  Strahlen  der  Congruenz  angehörigen 
Erzeugenden  zusammenfallen. 

Es  gibt  zwei  Systeme  von  Hauptregdflächen. 

Unter  den  Begelflächen  der  Congruenz  existiren  unendlich 
viele  Devdoppable ;  insbesondere  gibt  es  zwei  Systeme  solcher 
Developpablen. 
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Normalencangrt^engcn  werden  diejenigen  genannt,  deren 
Strahlen  senkrecht  auf  derselben  Fläche  stehen. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  man 
eine  Kormalencongrüenz  habe,  besteht  darin,  dass  die  Brenn- 
pumhte  mit  den  Grenzpunkten  zusammenfallen,  oder  die  Focal-^ 
ebenen   senkrecht  aufeinander  stehen. 

Bei  einer  Normalencongruenz  fallen  die  beiden  Focalfläcken 
mit  den  beiden  Schalen  der  Evolute  der  zur  Congruenz  senk- 
rechten Fläche  zusammen,  und  das  Dichtigkeitsmass  in  den 
Ihmkten  dieser  senkrechten  Fläche  fällt  mit  der  totalen  Krüm- 
mung derselben  zusammen. 

Wenn  eine  Kormalencongrüenz  von  Lichtstrahlen  eine  belie- 
bige Anzahl  von  Eeflexionen  und  Befractionen  erleidet,  so  bleibt 
sie  immer  eine  Normalencongruenz.  Tlieorem  von  Malus-Dupin. 
Siehe  auch  Kap.  17,  §  3   über   die  Kaustiken    oder  Brennlinien, 

Mit  diesem  berühmten  Theorem  ist  ein  Satz  von  Beltrami, 
Bicercfie  di  andlisi  etc.,  Giarn.  di  Batt.,  2,  3  verwandt,  der 
aussagt: 

Wenn  man  sich  denkt,  von  den  Funkten  einer  Fläche  S 
yehen  die  Sirahlen  l  einer  Normalencongruenz  aus,  und  zu  dieser 
Congruenz  sei  die  Normalfläche  consiruirt,  wdcke  die  Strählen  l 
in  Funkten  P  schneidet,  und  wenn  dann  die  Fläche  S  derart 
deformirt  wird,  dass  die  Strahlen  der  Congruenz  unveränderlich 
mit  ihr  verbunden  bleiben,  so  ist  aucli  die  neue  so  erhaltene 
Congruenz  wieder  Normalencongruenz  und  die  zu  ihr  orthogonale 
Fläche  ist  der  Ort  der  neuen  Lagen  der  Punkte  P, 

Nach  dem  Malus-Dnpin^schen  Theorem  ist  die  Norma- 
lität ein  Merkmal  der  geradlinigen  Oongruenzen,  das  bei  beliebig 
vielen  Refractionen  invariant  bleibt.  Levi-Civita,  Bend,  Acc. 
Lincei,  1900,  p.  185  und  237  hat  bewiesen,  dass  es  das  einzige 
invariante  Merkmal  ist. 


Wenn  in  einer  Strahlencongruenz  der  Abstand  der  Brenn- 
punkte und  zugleich  der  Abstand  der  Grenzpunkte  constant  bleiben, 
so  sind  die  beiden  Brennflächen  pseudosphärische  Flächen,  deren 
Badius  dem  Abstand  der  Grenzpunkte  gleidi  ist  Bianchi, 
Ann.  di  mat,  (2),  15. 

Diese  Oongruenzen  nannte  Bianchi  pseudosphärische. 
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Eine  Congruenz,  für  welche 

f+r 


ist,  heisst  eine  Bibaucour'sche  isotrope  Co)igruenz, 

Eine  Fläche,  welche  von  den  Ebenen  eingehüllt  wird,  die 
auf  den  Strahlen  einer  isotropen  Congruenz  in  deren  Mittel- 
pmikten  senkrecht  stehen,  ist  eine  Minimalfläche.     Ribaucour. 


Zugleich  mit  der  Theorie  der  Flächen  wurden  von  Monge 
und  seinen  Schülern  die  von  den  Normalen  einer  Fläche  gebil- 
deten Congruenzen  studirt.  Das  oben  angegebene  von  Malus 
gefundene  Theorem  über  diese  Normalencongruenzen  bezog  sich 
anfangs  nur  auf  ein  System  von  Strahlen,  die  von  einem  Punkt 
ausgehen.  Journ,  de  VEc.  pol.,  cahier  14,  1808.  Es  wurde  später 
von  Dupin  vervollständigt  und  erhielt  so  die  Fassung,  in  der 
wir  es  gebracht  haben.  Äpplic.  de  gSom.  etc.  pour  faire  suUe 
aux  Bevelopp.  de  geom.,  Paris  1822. 

Die  Congruenzen  im  Allgemeinen  wurden  dann  von  verschie- 
denen Autoren  untersucht,  von  Gergonne,  Quetelet  und  be- 
sonders auch  von  Hamilton,  Irish  Tra/ns.,  15,  16,  17,  1828 
— 1837;  später  wurde  ihre  Theorie  von  Kummer,  Grelle,  57, 
1860;  Berl.  Monatsher.,  1859 — 60  wieder  aufgenommen  und 
mit  grossem  Erfolg  weiter  entwickelt. 

Diesen  Arbeiten  schliessen  sich  zahlreiche  andere  an.  Die 
neuesten  sind  von  Weingarten,  Grelle,  98;  Bianchi,  1.  c, 
Guichard,  Ann.  de  Vic.  norm.,  (3),  6;  Compt.  Bend.,  1890, 
1892;  etc.  Vergl.  auch  das  wiederholt  citirte  Werk  von 
Bianchi,  Lezioni  dl  geometria  differenziale ,  Pisa  1894,  deutsch 
von  Lukat,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie,  Leipzig  1899. 


Kapitel  XVIL 

Metrisch  specialisirte  Hanpterzengnngsarten 

und  Transformationen  von  Corven  und  Fläcben. 

Die  Cfeometrie  specieller  Corven. 

0 

§  1.    Inverse  und  Desarguesisohe  Onrven  und  Flächen. 

Transformation  durch  reciproke  Badienvectoren. 

Desarguesische  Transformation. 

Auf  S.  159  wurde  schon  gesagt,  dass  sich  die  Transformation 
durch  redpröke  Radienvectoren  oder  die  Inversion  als  specieller 
Fall  einer  birationalen  quadratischen  Transformation  ergibt, 
wenn  von  den  drei  Fundamentalpunkten  der  Transformation 
zwei  in  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene  und  der  dritte  in 
den  Anfangspunkt  der  Cartesischen  Coordinaten  verlegt  werden. 

Geometrisch  lässt  sich  diese  Transformation  auf  die  fol- 
gende Art  deüniren: 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  Kreis  vom  Radius  B  gegeben, 
dessen   Centrum    im   Coordinatenanfang   0    liege;   einem   Punkt 

der  Ebene,  dessen   Radiusvector  r  und  Argument  tp  ist,    wird 

B* 

der  Punkt  vom  Argument  (p  und  Radiusvector  -^   zugeordnet. 

Der  Radius  B  heisst  der  Modul  der  Inversion  und  der  Punkt 
O  der  Pol  oder  das  Centrum  der  Inversion. 

Wenn  man  dieselbe  Operation  statt  in  der  Ebene  im 
Raum  vornimmt  und  eine  Kugel  vom  Radius  B  zu  Grund  legt, 
so  erhalt  man  die  Transformation  durch  reciproke  Badienvectoren 
im  Baum. 

Eine  Curve  oder  Fläche  wird  auf  diese  Art  in  eine  andere 
Curve  oder  Fläche  übergeführt,  welche  die  Inverse  der  gegebe- 
nen heisst. 

Dem  Punkt  0  entspricht  die  unendlich  ferne  Gerade  hez. 
die  unendlich  ferne  Ebene. 

Pascal|  Bepertorium.  n.  33 
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Die  einzigen  Punkte,  die  sich  selbst  entsprechen,  sind  die 
Tunkte  des  Kreisees  be,  der  Kugel. 

Einer  durch  den  Pol  0  gehenden  Geraden  entspricht  diese 
Gerade  selbst. 

Einer  beliebigen  Geraden  entspricht  ein  durch  0  gehender 
Kreis,  In  dem  Fäll  der  ebenen  Transformation  ist  die  gegebene 
Gerade  die  Badicalaxe  des  Kreises  vom  Centrum  0  u/nd  des 
Kreises,  der  durch  0  geht 

Einem  beliebigen  Kreis  entspricht  em  anderer  Kreis,  der 
mit  dem  Fundamentalkreis  (im  Fall  der  ebenen  Transformation) 
dieselbe  JRadicalaxe,  wie  der  gegebene  Kreis,  gemeinschaftlich  hat. 
Die  Ausdelinung  dieser  Sätze  auf  die  Transformation  im  Baum 
kann  man  leicht  selbst  ausfuhren. 

Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  dieser  Transformation  be- 
steht darin,  dass  sie  conform  (isogonal,  winkeltreu)  ist,  d.  h,  dass 
durch  sie  die  Winkel  nicht  verändert  werden. 

Bemerkenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  Normale  zu  einer  Curve  in  einem  Punkt  P  und  die 
Normale  zu  ihrer  inversen  Curve  in  dem  entsprechenden  Punkt 
Q  schneiden  sich  in  einem  Punkt  des  in  dem  Mittelpunkt  von 
PQ  auf  PQ  errichteten  Loths. 

Eine  Curve  oder  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  sich 
mittelst  einer  besonderen  Transformation  durch  reciproke  Ea- 
dienvectoren  in  sich  selbst  zu  verwandeln,  pflegt  man  anaUag- 
matisch  zu  nennen. 

Die  anallagmatischen  doppelt  gekrümmten  Curven  4*^'  Ord- 
nung hat  Darboux,  8ur  une  classe  renmrqudble  de  courbes 
et  surfaces  etc.,  Paris  (1873),  2.  Aufl.,  1896  Cykliken  (cycliques) 
genannt.  Sie  sind  die  Schnitte  einer  Eugel  mit  einer  Fläche 
2*««^  Grads. 

Die  anallagmatischen  Flächen  4*®'  Ordnung  sind  die  Cycliden. 
Vergl.  Kap.  12,  §  7. 

Moutard  hat  nachgewiesen,  dass  jede  anaUagmaUsche 
Curve  die  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kreisen  ist,  die  auf  einem 
festen  Kreis  senkrecht  stehen,  dessen  Mittelpunkt  im  Centrum  der 
Inversion  liegt,  und  dessen  Badius  der  Modul  der  Inversion  ist. 
Siehe  die  Citate  in  Kap.  12,  §  7. 


Nach  dem  Namen  Desargues  pflegt  man  Desarguesische 
Transformation  (fr.  Transf  Arguesienne,  it.  trasf.  Arguesiana)  die 
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quadratische  Transformation  zu  nennen,  welche  metiisch  durch 
die  folgende    geometrische  Construction  specialisirt  wird. 

Es  sei  ein  Fundamentaldreieck  ABC  gegeben;  man  erhält 
den  einem  Pimkt  P  entsprechenden  Punkt,  wenn  P  mit  den 
drei  Ecken  verbunden  wird  und  dann  die  zu  -4P,  ^P,  GP  in 
Bezug  auf  die  Halbirungsgeraden  der  drei  Dreieckswinkel  sym- 
metrischen Geraden  gezogen  werden.  Der  Schnittpunkt  dieser 
drei  Geraden  ist  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Punkt. 

Die  so  transformirte  Curve  heisst  die  Besarguesische  der 
gegebenen  Curve. 

Der  dem  Dreieck  ABC  umscfiriehene  Kreis  ist  die  Desargue- 
siscJie  Curve  der  tmendlidi  fernen  Gereden  der  Ebene.  Die 
Desarguesische  Curve  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel. 

Diese  Transformation  wurde  untersucht  von  Cayley,  Journ. 
de  Liouv.,  1849;  Mathieu,  Nouv.  Ann.,  1865,  p.  393,  481, 
529;  Saltel,  Mem.  de  VAc.  de  Belg.,  1872;  etc. 

Sie  verdankt  dem  letzten  Autor  ihre  Benennung;  sie  wurde 
schon  von  Steiner  und  Magnus  studirt. 

§  2.    Fusspunktourven  bez.  -flächen  ebener  Gurven  und 
Flächen,     Radiale  Gurven  ebener  Gurven. 

Fusspunktcurve  (Pedalcurve,  franz.  podaire,  pedole)  oder 
auch  speciell  positive  oder  directe  Fusspunktcurve  eines  Fu/nkts  P 
in  Bezug  auf  eine  ebene  Curve  C  ist  der  geometrische  Ort  der 
Fusspunkte  der  von  dem  gegebenen  Punkt,  dem  Pol  oder  Cen- 
trum,  auf  die  Tangenten  an  die  Curve  C  gefällten  Lothe. 

Die  gegebene  Curve  heisst  dagegen  negative  oder  inverse 
Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  die  eben  definirte  Fusspunktcurve. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  die  Fusspunktflächen  einer 
Fläche. 

Die  Normale  in  einem  Punkt  der  Fusspunktcurve  geht  durch 
den  Mittdpu/nkt  des  Segments,  welches  den  Pol  mit  dem  entsprechen- 
den Punkt  der  Curve  C  verbindet. 

Die  Fusspunktcurve  einer  Curve  C  vom  Pol  P  aus  ist  die 
durch  reciproke  Badienvectoren  transformirte  Curve  (d.  h.  die 
Inverse)  der  reciproken  Polar  curve  von  C  in  Beziig  auf  einen 
beliebigen  von  dem  Centrum  P  aus  beschriebenen  Kreis. 

Nennt  man  s\  q'  den  Bogen  und  den  Krümmungsradius 
der  Fusspunktcurve  und  5,  q  diejenigen  der  gegebenen  Curve, 
r  den  Abstand   des  Punktes  P  von   den   Punkten    Q  der   gege- 

33* 
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benen  Gurre,  6  den  Wixikel,  den  FQ  mit  der  Tangente  in  Q 
bildet,  so  erhält  man  die  ncMrliche  Oieichtmg  der  Fusspuf^t- 
curve  durch  Elimination  von  s  aus 


-I 


r    ,  ,       ,  r* 


~ds,      und     P  =  o  .    /j 

Q  ^         2r  —  Q  8inö 

Das  folgende  Theorem  von  Steiner,  Grelle,  21  über  die 
Fusspunktcurven  ist  bemerkenswerth: 

Wemi  man  von  einer  geschlossenen  Curve  C  ohne  Wendu/ngen 
die  Fusspimktcurve  in  Beziig  auf  einen  beliebigen  JPwnkt  P  con- 
struirt,  sich  dann  die  nämliche  Curve  C  starr  mit  P  verbtmden 
denkt  und  sie  auf  einer  Geraden  so  rollen  lässt,  dass  P  eine 
sogenannte  cydoidenartige  Curve  oder  Boulette  beschreibt  (vergl. 
§  6),  so  ist  der  Bogen  der  letzteren  dem  entsprechenden  Bogen 
der  Fusspunktcurve  gleich,  und  der  Inhalt  der  von  der  Boulette 
und  der  Geraden  begrenzten  Fläche  ist  doppelt  so  gross  als  der 
Inhalt  der  von  der  Fusspunktcurve  eingeschlossenen  Fläche, 

Ferner: 

Wenn  man  die  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Pol  P 
auf  der  von  dem  Punkt  P  auf  die  eben  angegebene  Art  beschrie- 
benen Boulette  rollen  lässt,  so  ist  der  Ort  des  Pirnkts  P  eim 
Gerade.     Theorem  von  Habich. 

Die  Inverse  des  Badiu^vectors  einer  ebenen  Curve  C  ist  der 
Differenz  zwischen  den  Inversen  der  Krümmu/ngsradien  der  Fuss- 
punktcurve u/nd  der  Boulette  der  Curve  C  gleich,  wenn  die  Fuss- 
pimktcurve den  Anfangspunkt  der  Badienvectoren  zum  Pol  hat 
und  die  Boulette  durch  den  nämlichen  mit  der  Curve  C  starr  ver- 
bundenen Punkt  bei  dem  Bollen  von  C  auf  einer  Geraden  er- 
zeugt wird, 

Vergl.  P.  Franck,  Ueber  die  Flächeninhalte  tmd  Bogen- 
längen von  Fusspunktcurven  UMd  Bollcurven,  Leipziger  Diss.  1899; 
Kowalewski,  Ueber  Fusspunktcurven  von  Ovalen  mit  Mittel- 
punkt, Leipz.  Ber,,  1901. 

Eine  Beziehung  zwischen  der  Fusspunktcurve  und  der 
Brennlinie  findet  man  iu  §  3. 


Die  radiale  Curve  einer  ebenen  Curve  C  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Endpunkte  der  von  einem  festen  Punkt  aus- 
gehenden Segmente,  welche  dieselbe  Länge  und  Richtung  haben, 
wie  die  Krümmungsradien  der  Curve  C     Tucker. 
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Die  radiale  Curve  des  Kegelsclimtts 

hat,  wenn  der  Anfangspunkt  der  Segmente  mit  dem  Coordinaten- 
anfang  zusammenfällt,  die  Gleichung: 

(aV  +  6V)' —  a*&*(flj' +  y*)*,     Tucker. 

Die  radiale  Vurve  einer  algebraischen  Curve  n*®'  Ordnimg 
ist  im  Allgemeinen  eine  algebraische  C'urve  Zn[n  —  1)*®'  Ord- 
nung.    Loria. 

Die  radiale  Cu/rve  einer  rationalen  Curve  n*®'  Ordnung  ist 
im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  6(w — l).     Loria. 

Von  Literatur  geben  wir  an: 

Tucker,  JVoc.  Land.  Math.  Soc,  1,  1865;  Quart.  Journ. 
of  Malh.,  18,  1882;  Loria,  Feriodico  di  Mat.,  t.  17,  1901; 
Bend.  Palermo,  t.  16,  1902. 


§  3.    KauBtisohe  Curven  und  Flächen. 

Wenn  von  einem  Punkt  in  endlichem  oder  unendlich  grossem 
Abstand,  dem  leuchtenden  Fimkt,  Strahlen  ausgehen  und  auf  eine 
ebene  Curve,  die  Dirimante,  franz.  dirimante,  it.  curva  dirimente 
einfallend,  von  dieser  reflectirt  oder  gebrochen*)  werden,  so  nennt 
man  die  Enveloppe  der  so  reflectirten  bez.  gebrochenen  Strahlen 
die  Brennlinien  oder  Katistiken  der  Curve.  Diese  werden  daher 
in  KaiisUken  durch  Beflexion  (Katakaustiken  oder  katoptrische 
Kaustiken)  und  KausOken  durch  Befradian  (Diakattstiken  oder 
dioptrisdhe  Kaustiken)    unterschieden. 

Man  kann  den  Begriff  der  Kaustiken  erweitem,  wenn 
man  sich  denkt,  die  einfallenden  Strahlen  gehen,  anstatt  von 
einem  Punkt,  allgemeiner  in  normaler  Richtung  von  einer 
gegebenen  Curve  aus,  d.  h.  sie  bilden  ein  sogenanntes  Norma- 
lensgstem.     Femer   lassen    sich    selbstverständlich    diese    ünter- 


*)  Wenn  ein  in  einen  Punkt  P  einer  Curve  einfallender  Strahl 
gegeben  ist,  so  heisst,  wie  man  aus  den  Elementen  der  Physik  weiss, 
durch  die  Curve  reflectirt  derjenige  Strahl,  der  mit  der  Normalen 
zur  Curve  in  P  denselben  Winkel  bildet,  wie  der  Einfallstrahl;  ge- 
brochen heisst  dagegen  der  Strahl,  wenn  das  Yerhältniss  der  Sinus 
der  Winkel,  welche  der  Einfallstrahl  und  der  gebrochene  Strahl  mit 
der  Normalen  zur  Curve  in  P  machen,  constant  ist.  Dieses  constante 
Yerhältniss  wird  Brechungsexponent  genannt. 
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suchungen  auf  den  Raum  ausdehnen,  indem  man  sich  ein 
doppelt  unendliches  System  einfallender  Strahlen  (die  von  einem 
Punkt  oder  normal  von  einer  Fläche  ausgehen)  vorstellt,  d.  h. 
eine  sogenannte  Normalencongruenz  einfallender  Strahlen  (vergl. 
Kap.  16),  alsdann  eine  beliebige  zweite  Fläche  annimmt  und 
den  Ort  der  Schnittpunkte  der  von  dieser  zweiten  Fläche  reflec- 
tirten  oder  gebrochenen  einander  unendlich  nahen  Strahlen  be- 
trachtet. 

Das  Theorem  von  Malus-Dupin  über  die  normalen 
Strahlencongruenzen  (Kap.  16,  §  15)  enthält  als  speciellen  Fall 
offenbar  den  folgenden: 

Ist  in  der  Ebene  ein  Normalensystem  (d.  h.  sind  die  Normalen 
einer  Cwrve)  gegeben,  so  ergibt  sich  nach  einer  beliebigen  An- 
zahl von  Beflexionen  oder  Befractionen  immer  wieder  ein  Nor- 
malensystem, d.h.  es  wird  immer  eine  Curve  existiren,  welche 
diese  reflecUrten  oder  gebrochenen  Strahlen  zu  Normalen  hat 

Auf  diese  Art  stellen  sich  die  ebenen  Brennlinien  als  die 
Evoluten  gewisser  Curven  dar,  die  Quetelet  secunääre  Breftn- 
linien  oder  antikaustische  Linien  nannte. 

Es  gelten  nun  die  folgenden  allgemeinen  Sätze  von  Ger- 
gonne: 

I.  Die  Brennlinie  durch  Beflexion  eines  ebenen  Normalen- 
systems ist  die  Evolute  der  Envdoppe  aller  Kreise,  deren  Mittd- 
punkte  auf  der  reflectirenden  Curve  liegen,  u/nd  welche  die  Curve 
berühren,   auf  der  die  einfallenden  Strählen  senkrecht  stehen. 

II.  Die  Brennlinie  durch  Befraction  eines  ebenen  Normalen- 
systems ist  die  Evolute  der  Curve,  welche  die  Kreise  umhüllt, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  Curve  liegen,  und  deren 

Halbmesser   in  dem  VerhcUtniss  —  zu  dem  Abstand  der  Mittd- 

n 

punkte  von  der  Curve  stehen,  auf  welcher  alle  einfallenden  Strahlen 

normal  sind;  dabei  bezeichnet  n    den  Brechungsexponenten. 

Für  den  Fall,  dass  die  einfallenden  Strahlen  von  einem 
Punkt  P  in  endlichem  Abstand  ausgehen  und  als  auf  ihnen  senk- 
rechte Curve  der  Umfang  eines  Kreises  vom  Eadius  Null  und  mit 
dem  Centrum  in  P  gewählt  wird,  sind  Theoreme  vorhanden, 
die  von  Quetelet  herrühren;  für  den  Fall  dagegen,  dass  P  in 
endlicher  oder  unendlich  grosser  Entfernung  liegt  und  als  nor- 
male Curve  der  Umfang  eines  Kreises  mit  dem  Centrum  in  P 
und  beliebigem  Halbmesser  bez.  eine  auf  der  Richtung  der 
einfallenden  Strahlen  senkrechte  Gerade  angenommen  wird,  hatten 
Gergonne    und    Sarrus   schon    zu   einer    Zeit    Theoreme    auf- 
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gefunden,  als  der  erstere  die  oben  angegebenen  eleganten  Sätze 
noch  nicht  aufgestellt  hatte. 

Erweiterungen  dieser  Theoreme  auf  Jcaustische  F lachen ^ 
deren  antikaustische  Flächen  sich  auch  hier  wieder  als  En- 
Teloppen  von  Kugeln  ansehen  lassen,  findet  man  bei  demselben 
Autor  Gergonne  in  einer  Arbeit,  die  in  Bd.  15,  p.  13,  307 
der  Ann.  de  Gergonne  enthalten  ist;  wir  halten  es  nicht  für 
nöthig,  darauf  einzugehen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  secundäre  Brennlinie 
mit  dem  von  dem  leuchtenden  Punkt  aus  gezogenen  Eaditisvector 
bildet,  ist  dem  Winkel  zwischen  der  Tangente  an  die  reflecti- 
rende  hez,  brechende  Curve  und  dem  ebenfalls  vom  leuchtenden 
Punkt  aus  gezogenen  Badiusvector  gleich. 

Der  Winkel  ztcischen  den  Badienvectoren  der  secu/ndären 
Brennlinie  und  der  brechenden  Curve  ist  dem  Brechungsumkd 
gleich. 

Die  Fusspunktcurve  einer  gegebenen  Curve  von  einem  festen 
Punkt  aus  ist  die  secundäre  Brennlinie  durch  Beflexion  einer 
der  gegebenen  ähnlichen  Curve,  wenn  der  leuchtende  Punkt  in  dem 
festen  Punkt  angenommen  wird.  Dandelin,  Mem.  de  VAc.  de 
Bdg.,  4;  Genocchi,  Ann.  di  Tortolini,  6,  p.  117;  Emil  Weyr, 
Zeitschr.  für  Math.,  1869,  p.  376;    Wien,  Ber.,  1869,  p.  169. 


Tschirnhausen  untersuchte  zuerst  die  ebene  Brennlinie, 
die  von  Parallelstrahlen  erzeugt  wird,  welche  durch  einen  Kreis 
reflectirt  werden.  Acta  Eruditorum,  1682;  die  Commissare  der 
Academie  der  Wissenschaften  in  Paris  Cassini,  Mariotte, 
De  La  Hire  fanden  jedoch,  dass  seine  Untersuchungen  Fehler 
enthielten.  Spätere  Arbeiten  über  die  Brennlinien  sind  von 
Bernoulli,  L'Hospital,  etc. 

Malus  beschäftigte  sich  im  Jahr  1810  zuerst  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Brennflächen  und  fand  werthvolle  Theoreme, 
denen  er  jedoch  nicht  die  allgemeine  Fassimg  zu  geben  ver- 
mochte, die  sie  später  1822  von  Dupin,  Ann.  de  Gergonne, 
14,    p.  129  erhielten. 

Schon  im  Jahr  1815  hatte  Gergonne,  Ann.  de  Gergonne,  5, 
p.  283;  11,  p.  229;  14,  p.  1  die  Existenz  der  Theoreme  über  die 
secundären  Brennlinien  für  den  Fall,  in  welchem  die  einfallenden 
Strahlen  von  einem  Punkt  ausgehen,  für  wahrscheinlich  gehalten; 
Quetelet,  ib.,  15,  p.  205  wies  dann  ihre  Gültigkeit  für  den 
speciellen  Fall  eines  Kreises  als  Dirimante  nach  und  dehnte  sie 
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Mem.  de  VAc,  de  Brux.,  3,  p.  89  auch  auf  den  Fall  ganz  be- 
liebiger Dirimanten  aus. 

In  der  Zwischenzeit  studirte  Sarrus  den  Fall  paralleler 
Einfallstrahlen  und  Gergonne  gab  zuerst  der  von  Quetelet 
gefundenen  Construction  eine  allgemeinere  'Eonn  und  stellte 
dann  die  oben  angeführten  allgemeinsten  Sätze  for  ein  belie- 
biges Normalensystem  einfallender  Strahlen  auf. 

In  der  Arbeit  von  Gergonne  auf  p.  345  u.  ff.  in  Bd.  15 
der  Ann.  de  Gergonne  findet  man  eine  Geschichte  dieser  For- 
schungen; es  wird  in  ihr  auch  über  das  Besultat,  zu  dem  Sarrus 
gekommen  war,  berichtet. 

Andere  Schriften  über  dasselbe  Thema  sind  von  Timmer- 
mans,  Corresp.  math.,  1,  p.  336,  über  die  antikaustischen  Flächen 
von  Cayley,  Lond.  PML  Trans.,  147,  p.  273,  etc. 

Eine  Zusammenstellung  der  Literatur  über  die  Eaustiken 
ist  in  dem  Intermediaire  des  math,,  1895,  p.  321  enthalten. 

§  4.    Parallele  Ottrven  und  Mächen.     Conchoide  für 

Curven  und  Flächen. 

Gegeben  sei  eine  ebene  Curve;  eine  ihr  parallele  Curve  ist 
die  Enveloppe  der  zu  den  Normalen  der  Curve  senkrechten 
Geraden,  die  von  der  Curve  in  beiden  Richtungen  um  eine  feste 
Länge  +^  abstehen. 

So  sind  zwei  parallele  ebene  Curven  auch  gleichweit  ab- 
stehend. 

Zwei  parallele  ebene  Curven  haben  dieselben  Krümmungs- 
mittelpmikte. 

Manchmal  kommt  es  vor,  dass  die  zu  einer  gegebenen 
parallele  Curve  in  zwei  Theile  zerfällt,  in  den  a-\-  Ic  und  den 
a  —  h  entsprechenden  Theü,  im  Allgemeinen  jedoch  erhält  man 
zwei  Aeste  derselben  Curve. 

Ueber  die  Theorie  der  Parallelcurven  siehe  Salmon- 
Fiedler,  Anal.  Geom.  d.  höh.  eb.  Gurv.,  Leipzig  1882,  §  118 u. ff.; 
Cesaro,  Geom.  intrinseca,  p.  29,  deutsch  von  Kowalewski, 
Vorlesimgen  über  natürliche  Geometrie,  Leipzig  1901;  etc. 

Offenbar  lassen  sich  analog  auch  parallele  Flächen  definiren. 


Die  sogenannten  Conchoiden,  Muschellinien,  erhält  man  aus 
einer  gegebenen  Curve  C  auf  die  folgende  Art:  Es  sei  0  ein 
Punkt    der  Ebene    und  P   ein  Punkt    der    Curve  (7;    auf  dem 
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Kadiusvector  OP  trägt  man  auf  der  einen  und  der  anderen 
Seite  von  P  zwei  Segmente  von  der  Länge  +^  al>-  Der  Ort 
der  Endpunkte  dieser  Segmente  bei  dem  Varüren  von  P  ist 
alsdann  die  Conchoide. 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Conchoiden  für  Flächen  definirt. 

Die  Construction  der  Normalen  an  die  Conchoide  lässt  sich 
leicht  ausführen;  man  braucht  nm*  in  0  ein  Loth  auf  den 
Eadiusvector  zu  errichten  und  den  Schnitt  S  dieses  Loths  mit  der 
Normalen  zur  Curve  C  zu  suchen:  die  Normanen  zur  Conchoide  in 
den  beiden  dem  Punkt  P  entsprechenden  Punkten  gehen  durch  S. 

Mit  anderen  Worten: 

Die  Conchoide  hat  in  jedem  Punkt  dieselbe  polare  Subnor- 
male, wie  die  gegebene  Curve  C. 

Ueber  die  Construction  des  Krümmungsmittelpunkts  einer 
Conchoide  siehe  Vlnterm,  des  math.,  1894,  p.  155;  1895, 
p.  112,  224. 

Eine  conchoidale  (muschdßrmige)  Curve  femer  wird  auf 
die  folgende  Art  definirt: 

Man  habe  drei  Curven,  /*,  9,  'ip;  es  wird  eine  Tangente 
an  f  gezogen,  welche  9  und  if;  in  zwei  Punkten  Ä  und  -B 
schneidet;  auf  dieser  Tangente  werden  von  dem  Berührungs- 
«  punkt  aus  nach  der  einen  und  der  anderen  Seite  zwei  Strecken 
gleich  AB  abgetragen;  der  Ort  der  Endpunkte  dieser  Strecken 
ist  die  conchoidale  Curve. 


§  5.    Die  TheüxmgsoiiTveB. 

Theilungscurven  sind  der  Ort  des  Schnitts  Ä  zweier  Geraden, 
die  mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten  um  zwei  feste  Punkte 
P,  P'  rotiren. 

Wenn  die  beiden  Botationsgesdiumdigkeiten  in  dem  Verhält- 

niss  —7   stehen,   wobei  n  <in  vorausgesetzt  wird,   so   steht  der 

Supplementwinkel  von  ÄP^P  zu    dem    Winkel   APP'   in   dem 

Yerhältniss  —,  • 
n 

Die  Theüungscurve  geht  (n — l)mal  durch  P,  (n  —  l)mal 
durch  P'  tmd  nmal  durcJi  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

Für  n'=  1  oder  n  =  n  —  1  erhält  man  die  sogenannten 
Unicursalcurven, 

Für  w'=  1  und  n=s3  ergibt  sich  die  Maclaurin'sche 
Trisectrix   (siehe  §  9)  und 
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für  n=2,  n  =  S  die  PascaVsche  Schnecke  oder 
limagon,  it.  lumaca  (vergl.  §  11),  die  man  auch  Sechsthei- 
lungscurve  nennen  kann. 

Der  Name  Theüungscurve  kommt  von  ihrer  Beziehung  zu 
dem  Problem  der  Winkeltheilung  her;  ist  ins  Besondere  n'=l, 
so  können  sie  zur  Theilung  eines  Winkels  in  n  gleiche  Theile 
benutzt  werden. 

Ueber  diese  Curven  siehe  Schonte,  Journ,  des  maih. 
speciales,  1885. 


§  6.    Cycloidale  Curven  oder  Bouletten.    Gleitcurven. 

Sogenannte  cycloidale  (cycloidenartige)  Curven  oder  nach 
einem  französischen  Wort  Bouletten  (EoUcurven)  werden  von 
einem  Punkt  der  Ebene  einer  Curve  erzeugt,  welche  auf  einer 
anderen  festen  Curve,  der  Basis  der  Boulette,  rollt,  ohne  zu 
gleiten. 

Die  sogenannten  Gleitcurven  (die  Franzosen  sagen  glisseües) 
werden  von  einem  Punkt  der  Ebene  einer  Curve  erzeugt,  welche 
sich,  ihrer  Gestalt  nach  unverändert  bleibend,  so  bewegt,  dass 
sie  bei  dieser  Bewegung  stets  gegebene  Curven  berührt  oder 
durch  gegebene  Punkte  geht. 

Wenn  x  =  yf(]j)  die  Gleichung  der  Gleiteurve  darstellt, 
tvdche  der  Ort  ei/nes  Punkts  P  der  Ebene  einer  Curve  C  ist,  die 
in    beständiger    Berührung   mit    einer   festen   Geraden   in  einem 

festen  Punkt  bleibt,  so  ist  -^  =  —  f  (jy)  die  JDifferentialgleichufig 

der  Boulette  desselben  Punkts  P,  wenn  man  die  Curve  C  auf 
dieser  Geraden  rollen  lässt,  Brocard,  Nouv,  Corresp.,  2,  1876, 
p.  377,  383. 

Die  Normale  zur  Boulette  geht  durch  den  BeräJirungspunkt 
M  der  festen  mit  der  beweglichen  Curve, 

Ben  Krümmungsmittelpunkt  der  Boulette  findet  man  auf  die 
folgende  Art:  Man  verbindet  den  Punkt  P  der  Boulette  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve,  verlängert  diese 
Gerade,  wenn  nöthig^  bis  zu  ihrem  Schnitt  B  mit  dem  von  M 
aus  auf  PM  errichteten  Loth,  Verbindet  man  dann  B  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkt  der  festen  Curve,  so  trifft  diese  Gerade 
PM  in  dem  gesuchten  Krümmungscentrum. 
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Eine  andere  Eigenschaft  der  Roulette  ^  die  in  Beziehung 
zur  Fusspunktcurve  steht,  wurde  in  §  2  besprochen. 

Die  erste  Roulette,  die  studirt  wurde,  war  die  Curve,  die 
von  einem  Punkt  eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises 
beschrieben  wird;  sie  wurde  von  Blaise  Pascal  im  Jahr  1659 
untersucht  imd  ist  die    eigentliche   sogenannte    Cydoide.     Siehe 

§  12. 

Yon  den  Rouletten  und  den  Gleitcurven  handelt  die  sehr 
vollständige  Monographie  von  Besant,  Notes  on  Boulcttes  and 
GUsettes,  Cambridge  1870;  siehe  auch  verschiedene  Artikel  in  den 
Nouv.  Ann.,  1871  und  die  Angaben  in  dem  neuen  Uthographir- 
ten  Buch  von  Brocard,  Notes  de  bibliogr,  des  courbes  g€0}ne' 
iriqueSy  Bar-le-Duc  1897. 

§  7.    Botatioiisfläoheii.     Cylinder-  Eegel-  und 

Conoidfläohen. 

Die  Gleichtmg  der  Botationsflächen  hat,  wen/n  die  e-Äxe 
die  Botationsaxe  ist,  die  Gestalt: 

,  worin  q>  das  Symbol  für  eine  tvUllcürliche  Fwnction  ist. 

Bezeichnet  man  mit  ^,  g  die  beiden  partiellen  Derivirten 
1*®'  Ordnung  von  z  nach  x  und  y,  so  lautet  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Botationsflächen: 

py  —  qx  ^  0. 
Die  Gleichung  der  Cylinder  flächen  hat  die  Form: 

g>(x  —  az,  y  —  bz)  =  0 

und  ihre  Differentialgldchung  ist: 

ap  —  bq  ^  1 , 

Die  Gleichung  der  Kegel  flächen  lautet,  wenn  {x^^  y^,  Zq) 
die   Coordinaten  der  Spitze  des  Kegels  sind: 

und  ifire  Differentialgleichung: 

p(x  —  Xq)  +  q{y  —  y^=z  —  z^, 

Conoidflädien  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  erzeugt,  die  eine  feste  Gerade  stets  schneidet  und  zu  einer 
festen  Ebene  immer  parallel  bleibt. 
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Ist  die   gegebene  Gerade   die  z-Axe  und   die  feste  Ebene 
die  0?!/- Ebene,  so  lerntet  die  DifferenticUgleidiunff  der  Conaide: 

px  +  Qy  =  o, 

und  die  Gleichtmg  in  endlichen  Termen: 


-  -  (i) 


Allgemeiner    ist    die   Form    der    DifferenticUgleichvmg    der 
Conoide: 

p(az  —  a;)  +  q(J>^  —  y)  =  ^ 

und  der  Gleichung  in  endlichen  Termen: 

fy  —  bz' 


^  \x  —  az/ 


§  8.    Kegelschnitte. 

Wir  haben  früher  in  einem  besonderen  Kapitel  (Kap.  3)  geo- 
metrische und  analytische  Betrachtungen  über  die  Kegelschnitte 
angestellt  und  fügen  hier  die  folgenden  metrischen  Resultate 
hinzu,  die  specieU  Yon  ihrer  infinitesimalen  Geometrie  abhängen. 

Ihre  natürliche  Gleichung  wurde  in  Kap.  16  angegeben. 

Die  Fu^sspimMcurve  eines  Kegelschnitts  vom  Brennpunkt 
aus  ist  ein  Kreisumfang. 

Der  Krümmungsradius  eines  Punkts  F  einer  Ellipse  mit  den 
Halbaxen  a  und  h  ist  dem  Cubus  der  (von  F  und  der  Haupt- 
axe  begrenzten)  Normalen  proportional. 

Die  Evolute  einer  Ellipse,  deren  Gleidnmg 

S+S=i'  («>&) 

lautet,  hat  die  Gleichimg 

(axf  +  (by)^  =  (a^  —  b^)* . 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  ist  n ab  und  der  ihrer 
Evolute  ^Ttab, 

Der  Ellipsenbogen  ist  durch  ein  elliptisches  Integral 
zweiter  Gattung  (siehe  Bepert  1,  S.  152) 

s  =  a  j  ]/l  —  c* sin^ <p dtp,      (^  =  — -^— ) 
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gegeben,  worin  9  die  sogenannte  (excentrische)  Anomalie  ist^ 
d.  h.  der  aus  den  Formeln 

X  =  a  siag>y    y  =  h  cos  g> 

sich  ergebende  Winkel,  Beschreibt  man  den  zur  Ellipse  con- 
centrischen  Kreis  mit  dem  Eadius  a,  so  ist  9  der  Winkel,  den 
der  Eadiusvector  desjenigen  Punkts  des  Kreises,  dessen  Coordi- 

naten  x  und  -,-  y  sind,  mit  y  bildet;  dabei  sind  x^  y  die  Coor- 

dinaten  des  Punkts   der  Ellipse. 

Der  Perimeter  der  ganzen  ElUpse  lässt  sich  durch  die  Reihe 

.,.(.-(w.-IC^^)'-A(54:ia.)'-...l 

ausdrücken. 

Wenn  ein  Ettipsenbogen  gegeben  ist,  so  lässt  sich  ein  zweiter 
von  der  Beschaffenheit  finden,  d<iss  die  Differenz  der  beiden 
Bogen  rectificirbar  ist  (sich  unmittelbar,  d.  h.  mit  Hülfe  von 
Constructionen,  die  nur  Gerade  und  Kreise  erfordern,  durch  das 
Segment  einer  Geraden  ausdrücken  lässt).  Theorem  von  Fag- 
nano,  (1682—1766),  veröffentlicht  1716,  abgedruckt  in  Fag- 
nano's  Froduzioni  matematidie^  Bd.  2,  p.  338,  Pesaro  1750; 
vergl.   M.  Cantor's  Geschichte  der  McUh.,  3,  p.  469. 

Man  betrachte  nämlich  zwei  Punkte  P,  Q  auf  einem  EUip- 
senquadranten,  deren  Anomalien  9,  tf;  an  die  Eelation 

tg9-tgt(;=  ^ 

gebunden  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  B  bez.  A  die  Endpunkte  ^eses 
Quadranten,  zieht  in  P  und  Q  die  Tangenten  an  die  Ellipse, 
:l^llt  vom  Centrum  Lothe  auf  diese  Tangenten  und  sind  P^^,  Q^ 
die  Fußspunkte  dieser  Lothe,  so  ist  die  Differenz  zivischen 
den  Bogen  PB  u/nd  QA  durch  die  Länge  von  PP-^^  oder  QQ^ 
gegeben  (diese  beiden  Längen  sind  gleich). 

Den  Punkt  Q  hat,  wenn  P  gegeben  ist,  Euler,  Nova 
Comm.  Petr.,  1761  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  zieht 
die  Tangente  in  P  bis  zu  ihrem  Schnitt  R  mit  der  kleinen 
durch  B  gehenden  Axe  und  trägt  dann  auf  der  Tangente  die 
Länge  RPM  '=  a  ab;  der  Punkt  des  Quadranten,  der  dieselbe 
Abscisse,  wie  der  Punkt  M,  hat,  ist  der  gesuchte  Punkt  Q. 

Siehe  darüber  die  Noten  2  und  3  am  Ende  des  Enne- 
p  er 'sehen  Buches,  Ellipt.  Funkt,  Halle  1890. 
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Der  Bogen  der  Hyperbel,  deren  Gleichung 

^  _  y*  _ 

lautet  j  ergibt  sich  aus  der  Formel 

fsinqpVl  —  Ä;*8in*9  1    /    ,    ^/-    — ,9    -   %        1 


0 


1*  /  ^y      _U 

t  J  yi  — Ä;»8in*9J  ' 


«torin  9   clie  oben  definirte  Anomalie  bezeichnet  und 

.Er  w;«rci  also  durch  eJlipUsche  Integrale  I**"  und  2^^  Gat- 
tung ausgedrückt. 

Auch  für  die  Hyperbel  fand  Fagnano,  1.  c,  p.  338,  339 
ein  Theorem  über  die  Rectification  der  Summe  gewisser  zweier 
Bogen,  von  denen  der  eine  nach  Belieben  gewählt  werden  kann. 

Ein  Satz  von  Landen,  Phil.  Trans.,  1775  über  die 
Bogen  der  Hyperbel  drückt  einen  Hyperbelbogen  durch  zwd 
ElUpsenbogen  aus. 

Die  Grenze  der  Differenz  zwischen  der  Länge  der  Asymp- 
tote von  dem  Centrum  aus  bis  zu  einem  Punkt  P'  und  der  Länge 
des  Hyperbelbogens  vom  Scheitel  aus  bis  zu  dem  Pu/nkt  P,  der 
dieselbe  Absdsse  hat,  wie  P'  (wobei  die  Lage  der  Axen  aus  der 
obigm  Gleichtmg  hervorgeht) ,  ist,  wenn  P  sich  in  das  Unendliche 
entfernt,  eine  bestimmte  Grösse. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Ellipsen-  und  Hyperbel- 
bogen findet  man  ausser  bei  Legen dre.  Traue  des  fonct.  eUipt, 
3  Bde.,  Paris  1826—1832,  Bd.  1,  p.  46  auch  bei  Küpper, 
Crelle,  55,  63. 

Man  habe  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  auf  die 
Asymptoten  bezogene  Gleichung 

xy  =^  m^   sei. 

Der  Inhalt  der  Fläche   zwischen   einem   Curvenbogen   und 

der  Asymptote  y  =  0   ist  durch  m^  log  —  gegeben,  wenn  unter 

ß,  a  die  Abstände  der  Endpunkte  des  Bogens  von  der  anderen 
Asymptote  x  =  0  verstanden  werden. 
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Für  m  =  1  tmd  a  =  1  ist  der  Inhalt  der  Fläche  zwischen 
einem  vom  Scheitel  aus  gerechneten  Curvcnhogen  und  einer 
Asymptote  dem  natürlichen  Logarithmus  des  Äbstands  des 
Endpunkts  des  Bogens  von  der  anderen  Asymptote  gleidh, 

lieber  andere  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
siehe  Milinowski,  Elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegel- 
schnittet  2.  Ausg.,  Leipzig  1896,  worin  die  Geometrie  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  auf  elementare  Art  behandelt  wird. 


Der  Krümmtmgsradius  in  einem  Punkt  der  Parabel  ist  das 
Doppelte  des  zwischen  dem  Punkt  und  der  Directrix  liegenden 
Abschnitts  dei'  Normalen, 

Die  Evolute  der  eigentlichen  Parabel  ist  eine  semicubische 
Parabel,  die  auch  Neil* sehe  Parabel  genannt  wird;  wenn 
y^  =  2px  die  Gleichung  der  Parabel  darstellt,  so  ist  die  Glei- 
chu/ng  der  Evolute 

Der  vom  Scheitel  aws  gerechnete  Parabelbogen  ist 


,^yyyl±pl_^^^,,^y+V^. 


§  9.    Cissoiden.     Die  Agnesi'sohe  Gurve  3^'  Ordnung 

oder  Versiera.     Die   Maclaurin'sohe   Dreitheilungscurve 

(Trisectrix).     Die  Strophoide.     Das  Foliiim. 

Die  wichtigste  Cissoide  ist  die  Diokles 'sehe;  sie  führt  ihren 
Namen  nach  dem  Griechen  Diokles,  der  im  ersten  Jahrhundert 
vor  Christi  Geburt  lebte  und  sie  zur  Auflösung  des  Problems  der 
Verdoppdung  des  Oubus  (des  Delischen  Problems)  zu  benutzen  dachte ; 
siehe  Moritz  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, 3  Bde.,  Leipzig  1892—1898,  Bd.  1,  p.  302—306.  Dieser 
Curve  bedienten  sich  auch  die  alten  Mathematiker  zur  Bestim- 
mimg der  zwei  mittleren  Proportionalen.  Siehe  Newton,  Ärith- 
metica  universalis,  Lugd.  Batav.  1732,  p.  231. 

Die  Curve  wird  auf  die  folgende  Art  erzeugt:  Man  habe 
einen  festen  rechten  Winkel,  von  dem  ein  Schenkel  OP  eine 
bestinmite  Länge  OP  =  a  hat;  von  einem  anderen  beweglichen 
rechten  Winkel  gehe  der  eine  Schenkel  durch  P,  während  der 
Endpunkt  des  anderen  Schenkels  von  der  festen  Länge  2  a  auf 


^ 
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dem  zweiten  Schenkel  des  ersten  rechten  Winkels  läuft:  Der 
Ort  des  MiUdpunMs  des  Schenkels,  dessen  Lä/nge  2  a  beträgt,  ist 
die  Cissoide,     Newton. 

Die  Gleichimg  der  Curve  lautet: 

Der  Punkt  x  =  0  ist  eine  Spitze ;  die  Gerade  x==2a  eine 
Asymptote;  die  Curve  ist  von  convexer  Kriimnvung  gegen  die 
x-Äxe,  Sie  ist  eine  ciraUare  Curve,  d.  h,  sie  geht  durch  die 
beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispu/nkte  der  Ebene. 

Die  Cissoide  kann  auch  auf  eine  andere  Art  construirt 
werden:  Man  beschreibe  einen  Ereis  mit  dem  Eadius  a;  AB  sei 
einer  seiner  Durchmesser  und  BT  die  Tangente  an  den  Kreis 
in  B,  Von  A  aus  werden  alle  Geraden  AMN  gezogen,  welche 
den  Kreisumfang  in  M  und  die  Tangente  BT  in  N  schneiden. 
Trägt  man  nun  auf  AN  die  Längen  AP  =  MN  ab,  so  ist 
der   Ort  der  Punkte  P  die  Cissoide. 

Der  Inhalt  der  Fläche,  die  zwischen  der  Curve  und  ihrer 
Asymptote  (d.  h.  also  der  Geraden  BT)  liegt,  ist  dreimal  so 
gross,  als  der  Inhalt  des  Kreises,  der  zu  ihrer  ConstrucHon  be- 
nutzt wurde. 

Die  Cissoide  ist  die  Fusspu/nktcurve  (vergl.  §  2)  ei/ner  Pa- 
rabel in  Bezug  auf  den  Scheitel  der  Parahd. 

Es  lassen  sich  auch  schiefe  Cissoiden  auf  ähnliche  Art  wie 
die  Cissoide  des  Diokles  mit  Hülfe  eines  Kreises  construiren; 
nur  wird  anstatt  eines  Durchmessers  eine  Sehne  des  Kreises 
benutzt. 

Wird  dann  femer  statt  eines  Kreises  ein  Kegelschnitt 
genommen,  so  erhält  man  die  Cissoide  von  Zahradnik,  Grru- 
nertfs  Arch.,  56,  p.  8;  Nouv.  Corr.  math,,  1874 — 75,  p.  86. 

Die  Cissoide  ist  immer  eine  rationale   Curve  3^^  Ordnung. 


Es  sei  ein  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten  Durch- 
messern gegeben.  Von  dem  Endpunkt  0  des  horizontalen  Durch- 
messers wird  eine  Gerade  gezogen,  die  den  Umfang  in  A 
und  den  verticalen  Durchmesser  in  B  schneidet;  durch  die  Punkte 
A,  B  werden  dann  Parallele  zu  den  beiden  Durchmessern  ge- 
legt, die  sich  in  dem  Punkt  P  treffen.  Der  Ort  der  Punkte  P 
ist  die  Curve  5*®'  Ordnung  oder  Versiera  von  Agnesi  (1748). 
Sie  ist  eine  cubische  Curve  mit  einem  Doppelpunkt  im  Unendlichen. 
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Ihre  Gleichung  lautet 

y^x-^-  r^(x  —  2r)  =  0; 

dcibei  ist  r  der  Badius  des  Kreises,  der  zu  ihrer  Construdion 
benutzt  wurde.  Vergl.  auch  Schlömilcli,  Uebungsb,  0,  8tud. 
der  höh,  Analysis,  Leipzig  1868,  Tbl.  1,  p.  71  (neueste  Aufl., 
ib.,  1.  Thl.,  1887,  2.  Tbl.,  1882). 

Um  die  Tangente  an  die  Curve  in  P  zu  construiren,  lege 
man  durch  A  eine  Tangente  an  den  Kreis,  welche  den  verti- 
calen  Durchmesser  in  M  schneidet,  und  trage  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  hin  AM'  •==  J.ilf  ab,  nehme  dann  von 
0  aus  auf  der  entgegengesetzten  S^ite  von  A  auf  der  Gnaden 
GAS  die  Strecke  OB  =^  AB,  ziehe  durch  B  eine  horizontale 
Gerade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  S  mit  der  durch  A  gehenden 
Verticalen  und  durch  S  die  Parallele  zu  BM\  die  den  horizon- 
talen Durchmesser  in  K  trifft.  Die  durch  K  gezogene  Verticale 
schneidet  die  Tangente  AM  slh  den  Kreis  in  einem  Punkt  T, 
der,    mit  P  verbunden,   die  Tangente   an   die  Curve   liefert. 

Die  Tangente  an  den  Kreis  im  Punkt  0  ist  eine  Asymptote 
der  Curve. 

Der  Irüialt  der  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
liegenden  Fläche  ist  das  Vierfache  des  Inhalts  des  zur  Con- 
strudion der  Curve  dienenden  Kreises. 

Lässt  man  die  Curve  u/nd  den  zu  ihrer  Construdion  be- 
nutzten  Kreis  um  die  Asymptote  rotiren,  so  entstehen  zwei  Körper, 
von  denen  der  erste  ein  doppelt  so  grosses  Volumen  hat,  als  der 
zweite. 

Diese  Curve  wurde  von  Maria  Gaetana  Agnesi  in  ihren 
Istituzioni  analitiche,  Milano  1748  studirt.  Viele  Angaben  auch 
über  andere  ähnliche  Curven,  die  einige  Autoren  mit  der 
Agnesi 'sehen  Versiera  verwechselt  haben,  findet  man  bei  Loria^ 
Bibliotheca  math.,  1897,  p.  7. 

Die  von  G.  de  Longchamps  in  seinem  Essai  sur  la  Geom. 
de  la  regle  etc.,  Paris  1890,  p.  111  untersuchte  Curve  ist  nicht 
die  Versiera  der  Agnesi,  sondern  eine  Curve,  deren  Ordinaten 
bezüglich  doppelt  so  lang,  als  die  der  Versiera  sind.  G.  Loria 
hat  vorgeschlagen,  sie  Pseudoversiera  zu  nennen. 


Die    sogenannte    Maclaurin'sche    Trisectrix    oder    Drei- 
theilungscurve  wird  durch  die  Gleichung 


r 


x(x^  +  y^)  =  2  ^^^  —  ^^^)    dargestellt. 

Pascal,  Bepertorium.  ü.  34 
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Sie  wird  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  habe  einen 
Kreis  vom  Radius  r  und  Centrum  C  mit  einem  horizontalen 
Durchmesser  OCO'  und  einer  Geraden,  die  im  Mittelpunkt  von 
OC  auf  OC  senkrecht  steht.  Von  dem  Endpunkt  0  des  Durch- 
messers ziehe  man  eine  Gerade,  die  den  Kreis  in  A  und  die 
verticale  Gerade  in  B  schneidet,  und  trage  auf  OAB  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  0P=  A^  ab;  der  Ort  der  Punkte  P 
ist  die  Dreitheüimgsourve. 

Sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Bqppelptinkt 
in  0. 

Die  in  Ä  an  den  Kreis  gelegte  Tangente  schneidet  die 
verticale  Gerade  in  üf ;  nimmt  man  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen AT  =:  AM,  so  ist  TP  die  Tangmte  an  die  Curve. 

Die  Curve  ist  eine  Theilungscurve ,  vergl.  §  5.  Weitere 
Eigenschaften  ündet  man  in  dem  am  Ende  des  §  6  citirten 
Werk  von  Brocard. 

Ueber  ihre  Bectification  durch  elliptische  Functionen  siehe 
Longchamps,  Compt.  Bend.,  1887. 


Wenn  man  bei  der  vorstehenden  Construction  annimmt,  das 
auf  dem  horizontalen  Durchmesser  errichtete  Loth  gehe  statt 
durch  den  Mittelpunkt  von  OC  durch  C  (das  Centrum),  und 
im  Uebrigen  die  Construction  nicht  ändert,  so  ergibt  sich  die 
sogenannte  rechtwinklige,  oder  auch  logocydische  Strophoide,  deren 
Gleichu/ng 

r  {x^  —  iß^  =  X  {x^  +  y^)     Ict'^tet. 

Sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
in  0.  Bie  Tangente  wird  ebenso  construirt,  wie  hei  der  Brei- 
theilungscurve. 

Bie  Strophoide  ist  au^h  die  Fusspunktcurve  einer  Parabel 
in  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Biredrix  mit  der  Parabelaxe;  der 
Scheitel  der  Parabd  liegt  in  C  und  die  Biredrix  ist  die  den 
Kreis  in  0  berührende  Gerade. 

Wird  C  rechtwinklig  auf  den  Eadiusvector  OP  projicirt,  so 
fällt  die  Projection  in  den  Mittdpunkt  der  Strecke  PB. 

Wenn  bei  der  obigen  Construction  der  Strophoide  angenom- 
men wird,  die  durch  C  gehende  Gerade  stehe  nicht  senkrecht  auf 
dem  horizontalen  Durchmesser,  sondern  sei  schief  zu  ihm,  so 
erhält  man  die  schiefe  oder  focäle  Strophoide  von  Quetelet,  die 
man  auch  als  die  Fusspunktcurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf 
einen  bdiebigen  Pimkt  der  Biredrix  ansehen  kann. 


§  10.    Cassini'sche  Ovale.  531 

üeber  die  Literatur,  die  Geschichte  und  weitere  Eigen- 
schaften dieser  Gurve  siehe  die  Artikel  von  Tortolini  in  den 
Nouv.  Ann.,  1861,  p.  82,  von  Loria,  BoU.  di  BihUogr,  delle 
sdenze  mat,  1898,  p.  1  und  die  Angaben  in  dem  §  6  citirten 
Bnch  von  Brocard;  vergl.  auch  einen  neueren  Aufsatz  von 
Schonte,  Cr  die,  99  und  die  Notizen  in  dem  (in  Paris  erschei- 
nenden) Intermediaire  des  math.  1895,  p.  425;  1896,  p.  278. 


Das  Folium  von  Descartes  (das  Cartesische  Blatt)  ist 
eine  weitere  rationale  Curve  3^^  Ordnung,  deren  Gestalt  der 
Dreitheilungscurve  und  der  Strophoide  äusserst  ähnlich  ist. 

Sie  hat 

x^  -f-  2/'  =  Srxy  • 

zur  Gleichung,  oder,  wenn  man  die  Axen  um  45®  dreht, 

r(x^  —  y^)=x(x^  +  3y^). 

Um  die  Curve  geometrisch  zu  erhalten,  construire  man 
die  rechtwinklige  Strophoide  so,  wie  oben  angegeben  wurde, 
und  nehme  dann  auf  dem  Radiusvector  OPB  den  harmonisch 
mit  0  in  Bezug  auf  das  Segment  PB  conjugirten  Punkt  Q  an; 
der  Ort  der  Punkte  Q  ist  das  Folium. 

Die  Tangente  in  Q  findet  man,  wenn,  wie  oben,  die  Tan- 
gente an  die  Strophoide  in  P  gezogen  und  dann  Q  mit  dem 
Punkt  verbtmden  wird,  in  dem  diese  Tangente  den  verticalen 
Durchmesser  trifft. 

Die  Curve  wurde  von  Roberval  studirt,  der  ihr  irrthüm- 
licher  Weise  die  Form  beilegte,  von  welcher  sie  den  Namen 
hat.  Auch  Descartes  beschäftigte  sich  mit  ihr.  Näheres  findet 
man   in   dem  citirten  Buch  von  Brocard. 

§  10.    Cassini'sohe  Ovale.     Die  Lemniscaten  BemouUi's 
und  Gerono's.     Die  Watt'sche  Curve. 

Cassini'sche  Ovale  (Cassinoiden  oder  Cassini'sche  Ellipsen, 
1680)  heissen  die  ebenen  Curven,  für  die  das  Product  aus  den 
Abständen  eines  Curvenpunkts  von  zwei  festen  Punkten  (den 
Brennpunkten)  constant  bleibt. 

Ist  2  a  der  Abstand  der  festen  Punkte  und  h^  das  Product 
der  Abstände  eines  Curvenpunkts,  so  lautet  die  Gleichung  der 
Curve  in  rechtwinkligen  Cartesisdien  Coordinaten: 

{x^  +  y^y  —  2a\x^  —  y")  =  fe^  -  a^ 

34* 
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wenn  die  Brernipwiktsaxe  tmd  das  in  dem  Mittelpunkt  der  die 
Brennptmkte  verbindenden  Strecke  errichtete  Loffi  m  CoordincUen^ 
axen  genommen  werden. 

In  Folarcoordvnaten  q  tmd  q>  lautet  die  Gleichrmg: 

^*  —  2a^q^  cos  29  =  5*  —  a*. 

Die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispimkte  sind  Doppel- 
punkte der  Curve.     Die  Curve  ist  von  der  8^^  Glasse, 
Der  Krümmungsradius  ist 

__26V__ 
^~8p*  — &*  +  a*' 

Wenn  h  <ia  ist,  so  besteht  die  Cassini^ sehe  Curve  aus  zwei 
Ovalen,  von  denen  jedes  ausserhalb  des  anderen  liegt;  für  b  =^  a 

ergibt  sich  die  Lem/niscate  (siehe  tmten);  für  a"j/2  >  5  >  a  hat 
die  Curve  die  Form  einer  an  den  Enden  der  hlemen  Axe  em- 

gedrückten  Ellipse;  fi4/r  b>  a ]/2  besteht  sie  aus  einem  einzigen 
Oval. 

Um  die  Tangerde  in  einem  Punkt  P  zu  erhalten,  errichtet 
man  in  den  Brennpunkten  F,  F'  Lothe  auf  die  Brennstrahlen 
FP,  F'P  und  zieht  dann  durch  P  eme  Gerade,  welche  diese 
Lothe  so  trifft,  dass  P  der  Mittelpunkt  der  zwischen  den  Lethen 
enthaltenen  Strecke  wird. 

Wenn  ma/n  in  die  Cassini'sche  Curve  ein  Parallelogramm 
einschreibt,  welches  denselben  Mittelpunkt,  wie  die  Curve,  hat,  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  Winkel^  unter  welchen  die  gegen- 
überliegenden Seiten  von  einem  Punkt  der  Cu/rve  aus  erscheinen, 
constant.  Darboux,  Sur  une  dasse  remarquäble  des  courbes  etc., 
2.  edit.,  Paris  1896,  p.  82. 

Eine  allgemeinere  Olasse  von  algebraischen  Curven,  welche 
die  Cassinoide  als  speciellen  Fall  enthält,  hat  Darboux,  1.  c, 
p.  61  u.  ff.  studirt. 

Die  Lemniscate  von  Jacob  BernouUi,  Acta  Erud.,  1694 
erhält  man  für  Z>  =*  a. 

Sie  lässt  sich  auch  als  eine  Curve  definiren,  die  auf  die  fol- 
gende Art  construirt  wird: 

Man  beschreibt  einen  Kreis  und  zieht  zwei  aufeinander 
senkrechte  Tangenten  an  ihn,  die  sich  in  0  treffen.  Auf  jeder 
durch  0  gezogenen  Geraden  G  trägt  man  dann  die  Strecken 
•:^0P  ab,  welche  dieselbe  Länge,  wie  die  durch  G  bestimmte 
Sehne  des  Kreises  haben.    Der  Ort  der  Punkte  P  ist  die  Lemniscate. 
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Eine  andere  Erzeugungsweise  ist  die  folgende: 

Sie  ist  der  Ort  der  FusspunJcte  der  von  dem  Centrum  0 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  auf  die  Tangenten  gefällten  Lothe 
(die  Fusspunictcurve  von  0  in  Bezug  auf  die  gleichseitige 
Hyperbel),    Man  nennt  sie  desshalb  auch  hyperbolische  Lemniscate. 

Die  Lemniscate  ist  audi  ein  specidler  Fall  der  Watt' sehen 
CurvCy  d.  h.  der  von  dem  ÄngriffspunJct  der  Kölbenaxe  vn  dem 
sogenannten  Watt 'sehen  Gliederparallelogramm  (1784)  beschrie- 
benen Curve,     Siehe  Brocard  1.  c. 

Sie  hat  die  Form  .der  Ziffer  8  und  hat  einen  Doppelpunkt 
in  0;  die  Winkel,  welche  die  beiden  Tangenten  in  0  mit  der 
Focalaxe  bilden,  sind  \it,  ^n. 

Der  durch  0  gehende  Durchmesser  ist  offenbar  evne^Sym- 
metrieaxe  tmd  enÜiält  die  beiden  Brennpunkte  (Focalaxe). 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Curve  im  Punkt  P 
mit  dem  durch  0  gehenden  Badiusvector  OP  bildet,  ist,  um 
einen  Bechten  vermindert,  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
zwischen  PO  und  der  Focalaxe.     Daher  auch: 

Die  Neigung  der  Normalen  gegen  die  Focalaxe  ist  dreimal 
so  gross,  als  die  Neigtmg  des  Badiusvectors  gegen  diese  Äxe, 

Die  Prcjection  des  Krümmungsradius  auf  den  Badiusvector 
ist  der  dritte  Theil  des  Badiusvectors. 

Die  Gleichung  för  rechtwinklige  Coordinaten  lautet  (wenn 
die  Pocalaxe  und  das  in  0  auf  ihr  errichtete  Loth  zu  Coordina- 
tenaxen  genommen  werden): 

{x^  +  y^f  —  ^a^{x^  —  3/8)  =  0 . 

Die  Gleichung  für  Polarcoordinaten  ist  (wenn  0  zum  Pol 
genommen  wird  und  die  Pölaxe  mit  der  Focalaxe  zusammenfällt) : 

^*  =  2a8  cos  29. 
Der  Krümmungsradius  ist 

Der  Flächeninhalt  des  von  der  Lemniscate  eingeschlossenen 
Theüs  der  Ebene  wird  durch  2  a*  gemessen. 

Die  Evolute  der  Lemniscate  hat  die  Gleichung: 
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Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  die  Botation  der 
Lemniscate  um  ihre  FoccUaxe  erzeugt  wird,  ist 

Der  Lenmiscatenbogen  ist  durch  die  Formel 

0 

gegeben,  in  welcher  q  den  Badiusvector  bedeutet 

Wie  man  daraus  erkennt,  besitzt  die  Lemniscate  die  Eigen- 
schaft, dass  sich  ihr  Bogen  durch  ein  elliptisches  Integral 
1^'  Gattung  ausdrücken  lässt.    Der  diesem  elliptischen  Integral 

entsprechende  Legendre'sche  Modul  ist  Tc  =  —^zl'    Siehe  Bepert. 
1,  p.417.  V2 

Setzt  man 

uy2 


so  wird 


■j/l  —  u^ 
dr  2  du 


yi  —  r*        l/l  —  ti* ' 


so  dass  man  also,  wenn  ein  Bogen  gegeben  ist,  dem  der  Badius- 
vector ar)/2  entspricht,  durch  die  vorstehende  algebraische 
Formel    (die.  Relation    zwischen    r    und    u)    den    Badiusvector 

auy^  finden  kann,  welcher  der  Hälfte  des  Bogens  entspricht. 
Man  hat  so  ein  Mittel,  das  Problem  der  Halbirung  des  Lemni- 
scatenbogens  algebraisch  aufzulösen. 

Der  Quadrant  der  Lemniscate  lässt  sich  algebraisch  in 
3  und  5  gleiche  Theile  zerlegen,  mithin  auch  in  jede  durch  2"*, 
3  •  2"*,  5  •  2"*  gegebene  Anzahl  von  Theilen.  Theorem  von  Fa- 
gnano,  Produzioni  mat,  Pesaro  1750,  2,  p.  368. 

Wir  fügen  noch  das  AbeTsche  Theorem,  CreUe,  3  hinzu: 
Man  kann  immer  durch  Kreise  und  Gerade  den  Quadran- 
ten der  Lemniscate  in  n  gleiche  Theile  zerlegen,  wenn  n  ent- 
tveder  von  der  Form  2^  oder  eine  Primzahl  von  der  Gestalt 
2"*-)-  1  oder  das  Produd  mehrerer  verschiedener  Zählen  dieser 
Art  ist. 

Abel  wies  ins  Besondere  auch  nach,  dass  sich  dazu  eine 
Methode    verwenden    lasse,    die    der    von  Gauss    für    die   Zer- 
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legung  des  Kreisumfangs  in  gleiche  Theile  gefundenen  Methode 
(Auflösimg  der  binomischen  Gleichungen,  siehe  Bepcrt  1,  p.  95  u.  ff^ 
analog  ist.  Es  scheint  dies  Gauss  selbst  schon  bekannt  ge- 
wesen zu   sein.     Vergl.  Werke,  1,  p.  412,  413;    Bisqu.  arithm. 

Ausser  Fagnano  1.  c.  und  den  Aufsätzen  Euler 's,  3fem. 
de  St.  Feter sh.,  5,  17Ö1,  1752  sind  von  Arbeiten  über  die 
Lemniscatentheilung  (welche  mit  der  complexen  MultipUcation 
der  elliptischen  Functionen,  Bepert,  1,  p.  445,  zusammenhängt) 
noch  zu  erwähnen:  Libri,  Grelle,  10;  Liouville,  Compt.  Mend., 
17,  1843,  p.  635;  Journ,  de  Liouville,  8,  1843,  p.  507;  Clausen, 
Astron.  Nadir,,  1842;  Wiehert,  Brogr,  des  Konitzer  Gynm.,  1846; 
Eisenstein,  Grelle,  30,  39;  Hoff  mann,  Grelle,  48;  Kiepert, 
ib.,  75;  Schwer ing,  Grelle,  111.  Die  zu  dem  Integral  der 
Lemniscate  inverse  Function  pflegt  man  lemniscatische  Function 
zu  nennen.  Näheres  findet  man  bei  Enneper,  Ellipt  Fund., 
Hieor.  u.  Gesch.,  2.  Aufl.,  Halle  1890,  p.  382,  531,  546. 

Chasles,  Gompt.  rend.,  21,  1845,  p.  199  fand,  indem  er  die 
Lemniscate  durch  die  gleichseitige  Hyperbel  entstehen  Hess  (siehe 
oben)  imd  dabei  den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  die 
Punkte  der  Lemniscate  zuordnete,  dass  zweien  Bogen  der 
Hyperbel,  deren  Differenz  rectificirbar  ist,  rectificirbare  Bogen 
der  Lemmscate  entsprechen. 

Mit  den  Curven,  deren  Bogen,  wie  bei  der  Lemniscate, 
sich  durch  elliptische  Integrale  1*®'  Gattung  ausdrücken  lassen, 
beschäftigten  sich  Legendre,  Traite  des  fonct.  ellipt.,  Paris 
1826 — 1832,  2,  p.  590  und  später  Roberts,  Journ.  de  Liouv.,  9; 
Serret,  ib.,  10  sowie  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnimg, Bd.  2,  Integralrechnimg,  herausgeg.  von  Bohlmg-nn, 
Leipzig  1899.  Weitere  Einzelheiten  findet  man  bei  Enneper, 
1.  c,  p.  560;  siehe  auch  Cayley,  An  eiern,  treat.  on  ellipt.  funct., 
Cambridge  1876,  Kap.  3,  15. 

Der  Perimeter  der  ganzen  Lemniscate  lässt  sich  durch  die 
Beihe  ausdrücken: 

4l/2.a(l  +  -'-.  '-  +  ' -^  ^  +  1^1^.  ^  +  ...V 

^\'2       6'     2. 4      9'2-4.6     13'  / 


Die  Lemniscate  Gerono's.  Eine  Curve,  die  grosse  Aehn- 
lichkeit  mit  der  B er noul Haschen  Lemniscate  hat  imd  deshalb 
auch  von  einigen  Autoren  mit  ihr  verwechselt  wurde  (siehe  In- 
termidiaire  des  math.,  1897,  p.  98  und  p.  190,  191),  ist  die 
Gerono^sche  Lemniscate,  wie   sie  von  Einigen,  oder  die  Gurve 
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von   der  Form  einer  Acht  (ad  otto),  wie  sie  von  Anderen   ge- 
nannt wird.     Ihre  Gleichimg  lautet  m  der  einfachsten  Gestalt: 

y*  =  1/2  —  ^2 

Sie  wird  folgendermassen  construirt:  Man  projicirt  einen 
Punkt  P  eines  Kreises  orthogonal  auf  einen  Durchmesser  nach 
P'  und  auf  die  in  dem  Endpunkt  dieses  Durchmessers  an  den 
Kreis  gelegte  Tangente,  verbindet  dann  den  Mittelpunkt  mit  dem 
Fusspunkt  der  letzteren  Projection  und  bestimmt  den  Schnitt- 
punkt dieser  Verbindimgsgeraden  mit  der  ersteren  projidrenden 
Geraden,  d.  h.  mit  PP'.  Der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  die 
Lemniscaie  Gerono's. 


§  11.    Ovale  von  Cartesius.     Fascal'sohe   Schneckenlinie. 
Cardioide.     Conchoide  des  Nicomedes.    Spirische  Cnrven. 

Die  Cartesischen  OvaJe  (aplanetischen  Curven)  haben  wir 
schon  auf  S.  201  besprochen.  Sie  sind  Curven  4*®'  Ordnung 
mit  zwei  Spitzen  in  den  beiden  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispu/nkten  der  Ebene  und  daher  circulare  Curven. 

Wir  wollen  die  Sätze  nicht  wiederholen,  die  wir  bereits 
früher  an  dem  angegebenen  Ort  aufgestellt  haben,  und  fugen 
nur  hinzu: 

Die  Gleichung  der  Curve  für  Cartesische  Coordinaten  lässt 
sich  schreiben: 

(x^  +  2/'  —  a^)'  +  b{x  —  d)  =  0', 

für  Polarcoordinaten,  wenn  ein  Brennpu/nkt  (vergl.  S.  201)  zum 
Pol  genommen  wird: 

Q^  —  (a  -\-  b  cos q>)Q  +  e^  ====  0; 

und  für  bipolare  Coordinaten,  wenn  q,  q'  die  von  zwei  Brenn- 
punMen  der  Curve  ausgehenden  Badienvectoren  bezeichnen: 

Iq  -|"  mQ^  =  c, 

worin  l,  m,  c  Constante  bedeuten. 

Die  Curve  hat  drei  reelle  in  einer  Geraden  liegende  Brem^ 
punkte,  wenn  man  im  Allgemeinen  unter  Brennpu/nkten  einer 
Curve  die  Schnittpunkte  der  von  den  beiden  Kreispunkten  der 
Ebene  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  versteht;  die  beiden 
Kreispunkte  gdiören  im  vorliegenden  FaU  der  Curve  an  und 
sind  Spitzen  für  sie» 
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Chasles  entdeckte  zuerst  den  dritten  Brennpunkt  der 
Ciirve,  während  Cartesius  nur  zwei  Brennpunkte  angenommen 
hatte. 

Man  kann  sich  die  Curve  als  Ort  der  dritten  Ecke  eines 
Dreiecks  erzeugt  denken,  dessen  beide  andere  Ecken  (die  End- 
punkte der  Basis)  sich  auf  zwei  Kreisumfängen  bewegen,  wäh- 
rend sich  die  Basis  um  einen  Punkt  dreht  (d.  h.  sich  so  ver- 
schiebt, dass  sie  denselben  Abstand  von  einem  Punkt  behält), 
welcher  auf  der  die  Mittelpunkte  der  Kreise  verbindenden  Geraden 
liegt,  und  während  die  beiden  Seiten  um  diese  Mittelpunkte 
rotiren.    Diese  Centren  sind  zwei  Brennpunkte  der  Curve, 

Eine  optische  Eigenschaft  der  Brennpunkte  der  Gartesi- 
sehen  Ovale  lautet: 

Die  van  einem  der  Brennpunkte  ausgehenden  und  von  der 
Curve  gebrochenen  Strahlen,  deren  Brechungsexponent  dem  Ter- 
hältniss  der  Radien  der  beiden  Kreise  gleich  ist,  die  zur  Erzeu- 
gung der  Curve  dienen,  laufen  in  einem  anderen  Brennpunkt 
zusammen. 

Die  Cartesischen  Ovale  sind  Evolventen  der  Brennlinie 
durch  Befraction  für  einen  Kreis,  Vergl.  Salmon-Fiedler, 
Eb,  Curv.,  2.  Aufl.  p.  127. 

In  der  ältesten  uns  bekannten  analytischen  Geometrie  vom 
Jahr  1637,  welche  Cartesius  zum  Verfasser  hat,  werden  zum 
ersten  Mal  die  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale  untersucht. 

Der  neueren  Zeit  angehörige  Arbeiten  über  sie  sind  von 
Genocchi,  Nouv,  Ann.,  14,  1855,  p.  202,  260;  MathesiSy 
1884;  Zeuthen,  Nouv.  Ann,,  1864,  p.  304;  Sylvester,  Phü, 
Mag,,  31,  1866;   D'Ocagne,  Compt.  Rend,,  97,  1883,  p.  1424. 

Reichhaltige  literarische  Angaben  findet  man  bei  Liguine, 
BiUl.  de  Darhoux,  1882  und  in  dem  Inferm.  des  math.,  1896, 
p.  238,  239. 

Ueber  die  Eectification  der  Cartesischen  Ovale  durch  drei 
EUipsenbogen  siehe  Genocchi,  Ann,  di  Mat.,  (1)  6,  p.  111; 
Compt,  Rend,,  80,  1875,  p.  112. 


Die  Fascal'sche  Schneckenlinie,  Limagon,  it.  Lumaca,  Wenn 
in  der  Gleichung  der  Cartesischen  Ovale  für  Polarcoordinaten 
c  =  0  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  (für  Polar- 
coordtuaten)  der  Fascal'schen  Schneckenlinie,  die  nicht  nur  die 
Kreispunkte  zu  Spitzen  hat,   sondern  auch  in  dem  Coordinaten- 
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anfang  einen  Bopjpelpimkt  besitzt.  Die  Curve  erMelt  ihren  Namen 
von  Roberval,  Mem,  de  VAc.  de  Faris,  1708,  p.  78.  Sie  wurde 
wohl  von  Etienne  Pascal,  dem  Vater  von  Blaise  Pascal 
entdeckt.  Vergl.  M.  Cantor's  Geschickte  der  Math,,  Bd.  2, 
p.  882.     Ihre  Gleichung  in  Polarcoordinaten  kann 

q  =  a  -\-  h  cos  tp 
geschrieben  werden  und  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Die  Curve  lässt  sich  als  eine  Fusspunktcurve  und  auch 
als  eine  Conchoide  auffassen.     Vergl.  die  §§  2  und  4. 

Die  PascaVsche  Schfieckenlinie  ist  eine  Conchoide  des  Kreises 
und  atich  eine  Fusspunktcurve  des  Kreises: 

Auf  einem  Durchmesser  eines  Kreises  vom  Badius  a  nimmt 
man  einen  Punkt  P  an,  der  vom  Mittelpunkt  um  die  Länge  b 
absteht.  Die  Fusspunktcurve  von  P  in  Bezug  auf  den  Kreis 
ist  die  FascaVsche  Schneckenlinie  mit  der  eben  angegebenen 
Gleichung. 

Man  ziehe  'ferner  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  die  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  mit  P  verbindende  Strecke  ist;  trägt 
man  nun  auf  den  von  P  aus  nach  diesem  Kreis  gezogenen 
Badienvectoren  auf  beiden  Seiten  des  Endpunkts  eines  jeden 
Badiusvectors  Strecken,  ab,  die  constant  gleich  a  sind,  so  erhält 
man  wieder  die  PascaVsche  Schneckenlinie. 

Andere  Constructionen  sind: 
.    Sie  ist  die  inverse   Curve  (vergl.  §  l)    eines  Kegelsdinitis, 
wenn  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  zum  Centrum  der  Inver- 
sion genommen  wird. 

Hat  man  ein  in  einen  Kreis  eingeschriebenes  Dreieck, 
dessen  eine  Ecke  A  festliegt  und  dessen  Winkel  A  constant 
bleibt,  so  ist  die  Pascal' sehe  Schneckenlinie  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  von  innen  und  von  aussen  in  das  Dreieck  eingeschrie- 
benen Kreise. 

Sie  ist  auch  der  Ort  des  Scheitels  eines  constamten  •  Winkels, 
dessen  Schenkel  zwei  gegebene  Kreisperipherien  berühren, 

Sie  ist  ferner  eine  Boulette  (vergl.  §  6),  die  von  einem 
Punkt  erzeugt  wird,  der  mit  der  Ebene  eines  Kreises  fest  verbun- 
den ist,  der  auf  einem  anderen  Kreis  von  gleichem  Badius  rollt. 


Ein   specieller  Fall  der  Pascarschen  Schneckenlinie  ist  die 
Cardioide,  die  man  für  a  =  b  erhält. 
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Diese  Curve  kcmn  man  sich  entstanden  denken:  als  Ort  eines 
Punktes  eines  Kreisumfangs,  der  auf  einem  änderest  von  gleichem 
JRadius  rollt;  oder  als  Fusspimktcurve  eines  Kreisumfangs  in 
JBejsug  auf  einen  Fu/nkt  des  Umfangs;  oder  als  Conchoide  eines 
Kreises  in  Bezug  auf  einen  seiner  Funkte,  wenn  dem  Durch- 
messer gleiche  Strecken  abgetragen  werden;  oder  als  die  Invei^se 
einer  Farabel ,  tvenn  das  Centrum  der  Inversion  im  Brenn- 
punkt liegt. 

Die  Normale  in  einem  Funkt  der  Cardioide  geht  durch  den 
Berührimgspunkt  der  beiden  Kreise,  die  zu  ihrer  Erzeugung  als 
Boulette  dienen. 

Die  Cardioide  hat  einen  6mal  so  grossen  Flächenitihält,  wie  der 
Kreis,  dessen  Conchoide  sie  ist,  und  einen  -^mal  so  grossen,  wie 
der  Kreis,  dessen  Fusspunktcurve  sie  darstellt.  Der  letztere  Kreis 
hat  einen  doppelt  so  grossen  Radius,  wie  der  erstere,  und  der 
erstere  ist  den  Kreisen  gleich^  die  zur  Erzeugung  der  Cardioide 
als  Bovleüe  dienen. 

Die  Cardioide  ist  16 mal  so  lang,  als  der  Radius  des  Kreises, 
dessen  Conchoide  sie  ist,  und  8mal  so  lang,  als  der  Radius  des 
Kreises,  von  dem  sie  die  Fusspunktcurve  ist. 

Der  Krümmtmgsradius  in  einem  Funkt  ist  •§■  des  Segments, 
welches  die  mittlere  Froportionale  zivischen  dem  Radiusvector  und 
dem  Durchmesser  des  Kreises  darstellt,  dessen  Fusspunktcurve 
die  Cardioide  ist. 


Die  Conchoide  des  Nicomedes  ist  die  Conchoide  (vergl.  §  4) 
einer   Geraden. 

In  Polarcoordinaten  lautet  ihre  Gleichung: 

^  COS  ca  — 

und  in  Cartesischen  Coordinaten: 

y^ (x  —  ay  =  x^(b  -\-  a  —  x)(b  —  a  +  x), 

worin  a  den  Abstand  des  Punkts  von  der  Geraden,  die  als  Basis 
dient,  und  b  die  Länge  des  constanten  Segments  bezeichnet,  das 
auf  dem  Radiusvector  abgetragen  wird. 

Die  zu  Grund  liegende  Gerade  ist  offenbar  eine  Asymptote 
der  Conchoide. 

Die  Tangente  wird  nach  der  für  alle  Conchoiden  geltenden 
Methode  construirt.     Siehe  §  4. 
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Vergl.  die  ausführliche  Schilderung  bei  M.  Cantor,  Ge- 
schichte  der  Math,^  1,  2.  Aufl.,  Leipzig  1894,  p.  334. 

Die  Conchoide  oder  Muschellime  des  Nicomedes  hat  auch 
ausser  zur  Auflösung  des  Beiischen  Problems  der  Würfelverdoppe- 
lung zur  Dreitheilung  des  Winkels  gedient.  Nach  den  Angaben 
des  Proclus  hat  Nicomedes  selbst  mit  ihr  jeden  Winkel  in 
drei  gleiche  Theile  zerlegt.     Cantor,  1.  c,  p.  337. 

Newton,  Ärithm.  univ.,  p.  115  verwendete  sie  zur  Auf- 
lösung der  Gleichimgen  3*®"^  und  4*®"  Grads. 


Spirische  Curven  heissen  die  Schnitte  des  Torus  (der  durch 
Eotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Gerade 
erzeugten  Eingfläche;  siehe  Kap.  12,  §  7)  mit  Ebenen,  die  der 
Rotationsaxe  des  Torus  parallel  sind. 

Sie  haben  die  beiden  Kreispwnkte  der  Ebene  zu  Doppel- 
punkten u/nd  sind  im  Allgemeinen  4*®'  Ordnung. 

Specielle  Fälle  dieser  Curven  sind  die  Cartesischen  Ovale, 
die  Lemniscate,  etc. 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  einige  Autoren  über- 
haupt alle  Curven,  die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen, 
die  sogenannten  circularen  Curven,  spirische  genannt  haben.  Siehe 
Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  etc,^  2.  ed.,  Paris  1896. 

Ueber  die  Geschichte  der  Torusschnitte  vergl.  Schiapa- 
relli,  Le  sfere  omocentriche  di  Eudosso,  Callippo  etc.,  Mem.  Ist. 
Lomb.,  (3),  13,  p.  117,  1874,  deutsch  von  W.  Hörn  in  München 
und  Tanne ry,  Bulh  des   sciences  math,,  1884. 

§12.    Cycloide.     Troohoide.    Hypooycloide.    Epicyoloide. 

Astroide.     Vierspitzige  Curven. 

Die  eigentliche  Cycloide  ist  die  Curve,  welche  von  dem 
Punkt  der  Peripherie  eines  auf  einer  Geraden,  der  Basis,  rollen- 
den Kreises  vom  Radius  r  erzeugt  wird. 

Ihre  Gleichtmg  für  cartesische  Coordinaten  ist 

X  =  r  arc  cos —  Y^ry  —  y^. 

Nennt  man  6  den  Winkel,  den  die  Gerade,  welche  den 
Punkt  P  der  Curve  und  das  Centrum  des  erzeugenden  Kreises 
verbindet,  mit  der  auf  der  Basis  (der  rc-Axe)  senkrechten 
Geraden  bildet,  so  lassen  sich  die  Coordinaten  x  und  y  von  P 
als  Functionen  von  6  durch  die  Formeln 
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X  =»  r{0  —  sinÖ), 

y  =^  r(l  —  oosö) 
ansdriicken. 

Die  IHffermtialgleichung  der  Cycloide  lautet 


dy^  __  -j /2r  —  y 
dx        Y       y 


und  ihre  natürliche  Gleichu/ng: 

^8  -j-  s«  =  I6r». 

Die  Normale  in  F  ist  die  Gerade,  welche  P  mU  dem  Ptmkt 
A  verbindet,  in  welchem  der  Kreis  die  Basis  berührt. 

Verlängert  man  die  Normale  über  Ä  hinaus  um  eine  Strecke 
gleich  PA,  so  ist  der  Endpunkt  dieser  Strecke  der  Krümmu/ngs- 
miUdpimkt. 

Die  Evolute  der  Cycloide  ist  wieder  eine  Cycloide,  die  der 
gegebenen  gleich  ist. 

Der  Inhalt  der  eunschen  der  Basis  u/nd  einem  der  Cycloiden- 
zweige  liegenden  Fläche  ist  dreimal  so  gross  als  der  InJiatt  des 
Erzeugwngskreises, 

Der  Bogen  eines  Cycloidenzweiges  ist  acht  mal  so  lang  als 
der  Badius  des  Erzeugimgskreises, 

Durch  die  Cycloide  wird  das  Problem  der  Brachistochrone 
gelöst.     Siehe  Bepert,  1,  p.  250. 

Die  CycHoide  ist  auch  diejenige  von  allen  durch  Zwei  Punkte 
gehenden  Curven,  für  die  der  Flächeninhalt  der  von  ihr^  ihrer 
Evolute  und  den  beiden  Normalen  in  den  Endpunkten  begrenz- 
ten Figwr  der  kleinste  ist.     Siehe  Bepert.,  1,  p.  253. 

Die  Cycloide  ist  auch  eine  tautochrone  Curve,  weil  sie  die 
ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzt,  dass  dn  schwerer  Punkt,  von 
welcher  Anfangslage  er  attch  ohne  Geschwindigkeil  ausgehe,  immer 
dieselbe  Zeit  gebraucht,  um,  ihre  Bogen  durchfallend,  zu  Uirem 
tiefsten  Punkt  zu  gelangen.  Dabei  muss  ihre  Basis  horizontal 
liegen  wnd  ihre  concave  Seite  nach  oben  gekehrt  sein.  Huyghens, 
Horologium  osciUatorium,  1673. 

Ueber  die  tautochronen  Curven  und  ihre  Geschichte  siehe 
eine  Monographie  von  Orthmann,  Berlin  1872  und  von  Amo- 
deo,  Avellino  1883. 

Die  Cycloide  ist  eine  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
berühmte  Curve.  Sie  wurde  von  Pater  Mersenne  und  von 
Galilei  untersucht;  Roberval  fand  1634  ihre  Quadratur  und 
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Cartesius  die  Construction  ihrer  Tangente;  später  beschäftigten 
sich  mit  ihr  Blaise  Pascal,  Huyghens,  die  Bernoulli,  etc. 
Näheres  findet  man  bei  Chasles,  Apergu  hist,,  p.  529; 
Günther,  Bihl.  math.,  1887,  p.  8  und  Brocard,  1.  c,  sowie 
in  M.  Cantor's  Geschickte  der  Math,^  Bd.  2  und  3  (siehe  daselbst 
im  Kegister  das  Stichwort  „Cycloide"). 


Man  nennt  verlängerte  (gedehnte  oder  gestreckte)  bez.  verkürzte 
(verschlungene)  Cycloiden  oder  allgemein  Trochoiden  die  Curven, 
welche  von  einem  Punkt  beschrieben  werden,  der  mit  der  Ebene 
eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises  starr  verbunden  ist,  und 
dessen  Abstand  vom  Centrum  des  Bo-eises  kleiner  bez.  grösser 
als  der  Eadius  ist.  Bezeichnet  a  diesen  Abstand  und  r  den 
Eadius  des  Kreises,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve: 

X  =  r  axc  cos —  "j/a^  —  (r  —  yY . 


Eollt  ein  Kreis  vom  Eadius  r  auf  einenä  anderen  vom 
Eadius  JB,  so  wird  die  von  einem  Punkt  des  Umfangs  beschrie- 
bene Curve  jEpkycloide  genannt,  wenn  jeder  der  beiden  Kreise 
ausserhalb  des  anderen  liegt,  und  Hypocycloide,  wenn  der  eine 
sich  innerhalb  des  anderen  befindet. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  sind: 

X  =  (r  -{-  R)  cos  6  -\-  r  cos  -^ —  d 

,    7?     \  f^^  ^*^  Epicydoide. 

y  =  (r  -^  It^  sm  d  —  r  sin  -^^ —  6 

Für  die  Hypocycloide  hat  man  nur  It  -\-  r  mit  B  —  r  zu 
vertauschen. 

Die  Evoluten  oder  Evolventen  der  Epicycloiden  oder  Hyp(h 
cycloiden  sind  Curven  derselben  Art. 

Für  r  =  B  erhält  man  die  Cardioide.     Siehe  §  10. 

Wenn  if  =  -r  ist  und  der  beivegliche  Kreis  sicJi  im  Innern 

des  festen    befindet^  so   ergibt   sicli  die   vierspitzige  Hypocydoide 
oder  Ästroide^  deren  Gleichung 

x^  -\-y^  =  B^,     lautet. 
Die  natürliche  Gleichung  der  Ästroide  ist: 

^2  ^  4s«  =  9B^,     Cesaro,  Nouv.  Ann.,  1885,  p.  258, 
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Der  Perimeter  der  Ästraide  ist  sechsmal  so  gross  als  der 
üadius  des  festen  Kreises  und  der  Flächeninhalt  |  des  Flächen- 
inhalts dieses  Kreises. 

Die  Astroide  ist  auch  die  Enveloppe  einer  Geraden  von 
constanter  Länge,  deren  Endpunkte  auf  zwei  zueinander  senk- 
rechten Geraden  gleiten. 

Für  r  =        erhält  man   die    dreispitzige,    dreieckige    oder 

Steiner'sche  Hypocycloide, 

Die  dreispiteige  Hypocycloide  ist  die  Enveloppe  der  soge- 
nannten Simpson'schen  oder  Wallace'schen  Geraden  in  Bezug 
auf  das  Dreieck,  welches  die  drei  Spitzen  zu  Ecken  hat,  d.  h,  der 
Geraden,  auf  welchen  die  Fusspunkte  der  von  emem  Punkt  des 
umschriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  gefällten  Lothe  liegen.  Siehe 
weiter  oben  Kap.  2,  §  7,  S.  67,  die  Dreiecksgeometrie. 

Epitrochoiden  ist  der  allgemeine  Name  der  Curven,  welche 
von  einem  Punkt  der  Ebene  eines  Kreises  erzeugt  werden,  der 
auf  einem  anderen  festen  Kreis  rollt  und  ihn  dabei  von  aussen 
"berührt.  Specieller  erhält  man  dann  verkürzte  oder  verlängerte 
Epicycloiden^  je  nachdem  der  betreffende  Punkt  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  beweglichen  Kreises  liegt.  Analoge  Definitionen 
gelten  für  die  Hypotrodioiden,  die  ebenso  wieder  in  verkürzte 
und  verlängerte  Hypocydoiden  zerfallen. 


Die  Epi-  und  Hypocydoiden  wurden  untersucht  von:  De 
La  Hire,  Mem,  de  VAc.  de  Paris,  1694,  1706;  Newton,  Prin- 
cipia  etc.,  der  ihre  Rectification  studirte;  Euler,  Nova  Comm, 
Petrop.,  1766,  1781;  Acta  Petrop.,  1784;  Eaabe,  Crdle,  1; 
Eckardt,  Zätschr.  für  Math.,  15,  1870;  Kiepert,  ib.,  17,  1872. 

Mit  der  dreispitzigen  Hypocycloide  beschäftigten  sich  Stei- 
ner, Grelle,  53,  55;  dann  Cremona,  Grelle,  64;  Clebsch,  ib., 
id.;  Battaglini,  Giorn,  di  Bau.,  4,  1866;  Painvin,  Nouv, 
Ann.,  1870;  Cahen,  ib.,  1875;  Laguerre,  BidL  Soc.  math., 
7,  p.  108;  Intrigila,  Giorn.  di  Batt.,  1885;  etc. 

Ihren  Flächeninhalt  berechnete  Balitrand,  Journ.  de  Long- 
cliamps,  1893,  p.  75.  Vergl.  auch  Kap.  7  der  Geometrie  der 
höheren  ebenen  Curven  von  Salmon-Fiedler. 


Wenn  man  bei  der  zweiten  Construction  der  Astroide, 
welche  die  Astroide  als  Enveloppe  liefert,  annimmt,  die  beiden 
festen  Geraden  stehen  nicht  senkrecht  aufeinander,  soadem  seien 
um  einen  Winkel   cc   gegeneinander   geneigt,   so   erhält  man  die 
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sogenannte  treiracuspidale  oder  vierspüzige  öurve  als  Enveloppe 
einer  Geraden   von  constanter  Länge  a,  deren  Endpunkte  auf 
zwei  den  Winkel  a  miteinander  bildenden  Geraden  gleiten. 
Diese  Curve  ist  6^^  Ordntmg  und  4*®'  Classe, 

Ihr  Flächeninhalt  ist    ^  •  «    (l  +  2sin*a). 

Ihr  Studium  wurde  von  Merlieux,  ^öiit;. -4.»n.,  1842,  p.  59, 
question  12  als  Thema  aufgegeben;  Joachimsthal  fand  ihre 
Gleichung,  ib.,  1847;  Steiner,  ib.,  1858  gab  viele  ihrer  Eigen- 
schaften an.  Sie  wurde  dann  auch  von  Bellavitis,  Esposi- 
zione  del  metodo  deUe  equipollenze,  Mem.  della  Societä  italiana 
delle  sdenze,  vol.  25,  Modena  1854,  in  das  Französische  über- 
setzt von  Laisant,  Paris  1874,  untersucht,  der  ihr  den  Namen 
gab,  und  von  Mannheim,  Nouv.  Ann.,  1878;  über  ihre 
Rectification  siehe  Mathesis,  1894,  p.  129.  Näheres  findet  man 
in  dem  Intenn.  des  math.,  5,  p.  160.  Vergl.  Wolf  fing,  BibUoih, 
math.,  (3),  2,  1901,  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der 
cydischen  Curven  (d.  h.  solcher  Curven,  die  beim  Bollen  eines 
Ej*eises  auf  einem  anderen  durch  irgend  einen  Punkt  in  der 
Ebene  des  ersteren  beschrieben  werden). 

§  13.    Die  Spiralen.     Die  Bibaucour'BClien  Curven. 

Mit  dem  Namen  Spirale  pflegt  man  Curven  zu  bezeich- 
nen, die  sich  in  imendlich  vielen  Windungen,  von  denen  jede 
folgende  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  der  vorhergehenden 
Hegt,  um  einen  Pimkt  drehen.  Der  gemeinsame  Name  Spinüe 
bezieht  sich  mehr  auf  das  Bild,  das  ihre  Figur  unseren  Augen 
bietet,  als  auf  eine  allen  diesen  Curven  gemeinsame  Eigenschaft. 

Jede  Spirale  ist  nothwendiger  Weise  eine  transcendente  Curve. 

Die  Spirale  des  Ärchimedes  (welche  auch  die  Conan'sche 
genannt  wird)  hat  in  Polarcoordinaten  die  Gleichung: 

Q  =  ag). 

Sie  ist  mithin  der  Weg  eines  Punkts,  der  sich  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  auf  einer  Geraden  fortbewegt,  während 
diese  gleichförmig  um  einen  ihrer  Punkte  rotirt.  Sie  besteht 
aus  zwei  zueinander  symmetrischen  Theilen ,  die  den  beiden 
Theüen  entsprechen,  in  welche  die  bewegliche  Gerade  durch  den 
festen  Punkt  zerlegt  wird. 

Bei  der  Spirale  des  Ärchimedes  ist  die  Polarsubnormale 
constant  und  dem  Parameter  a  gleich. 


§  13.   Logarithmische  Spirale.  545 

Der  Inhalt  der  von   einem  Bogen  der  Spirale  des  Archi- 
medes  tmd  den  beiden  Endradienvectoren  begremsten  Fläche  ist: 

worin  g>^,  tp^  die  Argumente  der  beiden  Endpunkte  des  Bogens 
bedeuten. 

Die   Spirale   des   Ärchimedes   ist    die   FiAsspunktcurve    der 
Evolvente  eines  Kreises  in  Bezug  auf  das  Centrum  dieses  Kreises* 


Die  logarithmische  Spirale  hat  die  Polargleichung 

Dtre  Evolute,  ihre  Brennlinie  durch  Beflexion  und  ihre 
Brennlinie  durch  Befradion  sind  wieder  der  gegebenen  gleiche 
logariGimische  Spiralen,     Jacob  BernouUi,  Acta  Erud,,  Ißdf, 

Die  '  Ourve  schneidet  den  Jtadiusvector  unter  constaniem 
Winkel,  Sie  hat  daher  auch  den  Namen  gleichtvinkUge  Spirale 
{spirale  equiangolare)  erhalten. 

Der  Anfangspunkt  der  Badienvectoren  ist  asymptotischer 
Pu/nkt  der  Curve, 

Die  Länge  der  von  dem  Punkt  ^=1,9  =  0  au«  in  negativer 
Botationsrichtung  genommenen  Bogen  convergirt  gegen  die  endliche 

Grösse  "       — ,  wenn  der  Endpunkt  dem  Pol  zustrebt. 

Der  Krümmungsmittelpimkt  ist  der  Endpunkt  der  Polar- 
subnormalen. 

Die  BotUette  und  die  Gleitcurve  (siehe  §  6)  des  Pols  der 
logarithmischen  Spirale  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade,  als  Basis, 
sind  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Gerade. 

Die  logarithmische  Spirale  hat  ihre  eigene  reciproke  Polare 
in  Bezug  auf  jede  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Centrum  im  Pol 
der  Spiralen  liegt,  imd  welche  von  der  Spiralen  berührt  wird. 
Klein- Lie,  Bull,  des  sdences  maih.,  1872,  p.  331. 

Die  Inverse  der  logarithmischen  Spirale  ist,  wenn  das  Centrum 
der  Inversion  im  Pol  liegt,  wieder  eine  logarithmische  Spirale, 
die  der  ersteren  gleich  ist. 

Die  logarithmische  Spirale  wurde  zuerst  von  Cartesius, 
dann  von  Jacob  Bernoulli  untersucht.  Literaturnachweise 
findet  man  bei  Brocard,  Lc;  eine  kurze  Monographie  über 
die  Curve  ist  von  Whitworth,  Nouv.  Ann.^  1869.  Siehe  auch 
Kap.  7  der  ebenen  Curven  von  Salmon -Fiedler. 
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Die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Inverse    der  Spirale  des 
Archimedes;  ihre  Polargleichung  lautet: 


JXe  Ourve  hat  den  Pol  zum  asymptotischen  Punkt  imd  eine 
Gerade  als  Asymptote;  sie  besteht  aus  zwei  Äesten,  die  in  Bezug 
auf  die  zur  Asymptote  senkrechte  wnd  durch  den  Pol  gehende 
Gerade  symmetrisch  sind. 

Ihre  Polarsubta/ngente  ist  constant 

Die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Protection  einer  Schrauben- 
linie von  einem  Punkt  der  Axe  aus  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene, 

Die  parabolische  oder  F  er  mansche  Spirale  hat  die  Gleichung 

Es  sei  0  der  Pol  und  OM  die  Polaxe,  die  von  der  Spirale 
successiv  in  den  Punkten 

0,  M,  M%  M'\  .  .  . 

getroffen  wird. 

Beschreibt  man  von  dem  Centrum  0  aus  mit  dem  Badius 
OM  einen  Kreis,  so  ist  der  Inhalt  I  der  von  dem  ersten  Bogen  OMder 
Spirale  und  der  Axe  OM  eingeschlossenen  Fläche  die  Hälfte  des 
Flächeninhalts  dieses  Kreises;  derselbe  Flächeninhalt  I  ist  halb  so 
gross,  als  der  Inhalt  der  von  dem  ersten  Zweig  OM  der  Spirale, 
dem  zweiten  Zweig  MM'  und  der  Geraden  MM'  begrenzten 
Fläche,  während  der  letztere  dem  Inhalt  der  von  dem  zweiten 
Zweig,  dem  dritten  und  der  Geraden  M*M"  umschlossenen 
Fläche  gleich  ist,  welche  ihrerseits  wieder  dem  Inhalt  der  von 
dem  dritten  Zweig,  dem  vierten  und  der  Geraden  M"M"'  um- 
gebenen Figur  gleich  ist,  u.  s.  w. 


Linien,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Projection  des 
Krümmungsmittelpunkts  auf  den  Badiusvector  diesen  in  con- 
stantem  Verhältniss  theilt,  heissen  Sinusspiralen,  De  la  Gou- 
pilliere;  ihre  Polargleichung  lautet 

^^  ==  a**  sin  (n  9) 

nnd  ihre  natürliche  Gleichimg: 
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Der  Winkel,  den  die  Tangente  \an  die  Curve  mit  dem 
JRctdiusvector  hUdet,  ist  nq>, 

Für  specielle  Werthe  von  n  (des  Indexes)  ergeben  sich 
schon  bekannte  und  einfache  Curven;  z.  B.  für  n  =  l  die  Kreis- 
linie, für  n  =  —  1  die  Gerade. 

Den  Sinusspiralen  stehen  die  Bihaucour 'sehen  Ci^ven 
nahe,  deren  natürliche  Gleichung 


n+l 


lautet. 


Die  Bihaucour 'sehen  Curven  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  ihr  Krümmungsradius  dem  zwischen  dem  Punkt  der  Curve 
und  einer  festen  Geraden  liegenden  Segment  der  Normalen  pro- 
portional ist. 

Die  Zahl  n  heisst  bei  der  Sinusspiralen  sowohl  wie  bei 
der  Ribaucour'schen  Curve,  Index. 

Wenn  eine  Sinusspirale  mit  dem  Index  n  auf  einer  Geraden 
roUt,  so  beschreibt  ihr  Pol  (der  Anfangspunkt  der  Radien- 
vectoren)  eine  Bibaucour'sche  Curve,  deren  Index 

n  —  1      .  , 

1 

Bez.  der  Sinusspiralen  citiren  wir  De  la  Goupilliere, 
Kouv.  Ann.,  1876,  p.  97;  Brocard,  ib.,  1886. 

Die  Eibaucour'schen  Curven  entdeckte  Ribaucour  bei  seinen 
Untersuchungen  über  Miaimalflächen,  Mem.  de  VAc.  de  Belg.,  44; 
Nouv.  Arm.,  1888;  etc. 

Eine  Besprechung  der  beiden  letzten  Curvenarten  findet  man 
bei  Cesaro,  Geom.  intrins.,  1896,  p.  45,  deutsch  von  Kowa- 
lewski,  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie,  Leipzig  1901. 
Ueber  weitere  Angaben  siehe  Brocard  an  dem  in  §  6  ange- 
gebenen Ort. 
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§  14.    Kettenlinie.     Delaiinay*80he  Curve.     Tractrix. 
SinuBOurve.     Quadratrix.     Elastische  Iiinie. 

Die  Kettenlinie  ist  die  BuHelage  eines  gleichförmig  dichten 
unelastischen  schweren  Fadens,  der  in  zweien  seiner  Punkte 
befestigt  ist. 

Ihre  Gleichung  lautet: 

e'^  +  e^^) 

und  ihre  natürliche  Gleichung: 

a^  =  a^  -{'  s^. 

Die  a;-Axe  steht  um  die  Länge  a  von  dem  tiefsten  Punkt 
Ä  der  Curve  ab;  sie  heisst  die  Axe  der  Kettenlinie  und  die  Curve 
ist  in  Bezug  auf  sie  convex. 

Die  Kettenlinie  ist  die  Boulette  des  Brennpunkts  einer 
Parabel,  die  auf  einer  Geraden  rollt 

Die  Tangente  an  die  Kettenlinie  in  einem  Punkt  P  wird 
construirt,  indem  man  mit  dem  Badius  a  einen  Kreis  zieht,  dessen 
Centrum  der  Fusspwnkt  der  Ordinate  von  P  ist,  und  van  P  aus 
eine  Tangente  an  diesen  Kreis  legt. 

Der  Krümmungsradius  ist  an  Länge  dem  Theü  der  Nor- 
malen gleich,  der  zwischen  dem  Curvenpimkt  und  der  x-Axe 
liegt;  man  erhält  daher  den  Krümmungsmittelpunkt,  indem  man 
diese  Länge  in  entgegengesetzter  Bichttmg  auf  der  Normalen 
abträgt. 

Die  Kettenlinie  ist  von  allen  Curven,  welche  die  gleicht 
Länge  haben  und  deren  Endpunkte  dieselben  beiden  Punkte  sind, 
diejenige,  deren  Schwerpwnkt  am  tiefsten  liegt,    Bepert,,  1,  p.  252. 

Durch  Eotation  um  ihre  Axe  erzeugt  die  Kettenlinie  das 
Catenoid,  welches  eine  Minimalfläche  ist.  Siehe  Kap.  16  und 
Bepert,,  1,  S.  254,  wo  auch  noch  eine  andere  Eigenschaft  der 
Catenoide  angegeben  ist. 

Den  Bogen  AP  der  Kettenlinie  erhält  man,  wenn  in  dem 
Schnittpunkt  8  der  Tangente  in  P  mit  der  Tangente  in  A  ein 
Loth  auf  die  Tangente  in  P  errichtet  wird,  welches  die  x-Axe 
in  B  schneidet,  und  alsdann  der  Schnittpunkt  8  auf  die  2; -Axe 
nach  Q  projicirt  wird.  Die  Länge  QB  ist  dem  Bogen  AP 
gleiche 

Der  Inhalt  der  Fläche  zwischen  dem  Bogen  AP  der  Ketten- 
linie, der  x-Axe  und  den  Endcoordinaten  ist  dem  Product  aus 
dem  Bogen  AP  und  dem  Parameter  a  gleich. 
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Die  Gleichgewichtscurve  eines  schweren  Fadens  wurde  von 
Galilei  studirt,  der  sie  irrthümlicher  Weise  für  eine  Parabel 
hielt;  spätei*e  Untersuchungen  sind  von  Leibniz  (1691)  und 
Jacob  Bernoulli  (1691). 

Ueber   historische  Angaben  siehe  einen  Artikel  von  Lai 
sant,  Ass.  Fran^.  Congr^s  de  Tovdouse,  1887,  p.  64. 


Wie  die  gewöhnliche  Kettenlinie  die  Roulette  des  Brenn- 
punkts einer  Parabel  ist,  so  gibt  es  auch  Curven,  welche  die 
Kouletten  der  Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  sind. 
Sie  werden  eUipUsche  oder  hyperbolische  KeUenlinien  oder  auch 
Curven  Delaunay's  genannt,  der  sie  zuerst  (1846)  studirte  und 
fand,  dass  sie  die  Meridiane  einer  Umdrehungsflädie  von  con- 
stcmter  mittlerer  Krümmung  sind  (Undidoide  und  Nodoide,  siehe 
Kap.  16). 

Die  Differentialgleichung  der  Ddaunaif sehen  Curven  lautet: 


(3,«  +  6«)}/l+g|y-2«y  =  0 
und  ihre  natürliche  Gleichung: 


am'  — 
e  8     .  a 

—  Q  =:  e  —  cos 

a  ^  a     '  8 

e  —  cos  — 
a 


Jede  Delaunay'sche  Curve  ist  einer  gleichen  Curve  parallel» 
Näheres  über  diese  Curven  findet  man   auch  bei  Cesaro, 
Geom.  intrins.,  p.  69,  deutsch  von  Kowalewski. 


Tractrix  (Huyghens,  1693)  heisst  eine  Curve,  welche  so 
beschaffen  ist,  dass  das  zwischen  dem  Berührungspunkt  und 
einer  festen  Geraden  liegende  Stück  ihrer  Tangente  von  con- 
stanter  Länge  =  a  ist.  Die  feste  Gerade  ist  Asymptote  der 
Tractrix. 

Ihre  Differentialgleidiung  lautet: 

dy  ^^         y 
dx        "j/a*  —  y* 

und  die  Gleichung  in  endlichen  Termen: 


, V^Fzrp  +  aiog°  +  V«'-y' 
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Die  Curve  ist  wmh  die  orthogonale  Trajedorie  der  Kreise 
vom  Badius  a,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen^  oder  auch 
die  Evolvente  einer  Kettenlinie, 

Sie  kann  auch  als  die  Enveloppe  der  Axe  einer  Parabel 
angesehen  werden,  welche  auf  einer  Geraden  rollt. 

Die  Tractrix  ist  auch  die  Meridia/ncurve  der  Fseudosphäre 
u/nd  des  pseudosphärischen  Edicoids  Dini's.  Siehe  Kap.  16, 
S.  493. 

Den  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  P  erhält  man,  wenn 
von  dem  Scheitel 

(rc  =  0,    y  =  a) 

der  Curve  die  Parallele  zu  der  Tangente  in  P  gezogen  wird, 
welche  die  Asymptote  in  B  trifft;  das  Segment  OB,  wenn 
unter  0  die  rechtwinklige  Projection  des  Scheitels  auf  die 
Asymptote  verstanden  wird,  ist  dem  Krümnmngsraditss  an 
Länge  gleich. 

Verlängerte  bez.  verkürzte  Tractrix  werden  die  Projectionen 
der  gewöhnlichen  Tractrix  auf  eine  durch  die  Asymptote  gelegte 
Ebene  genannt,  je  nachdem  die  projicirenden  Geraden  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  Tractrix  oder  auf  der  Projectionsebene  stehen. 
Siehe  Bianchi,  Geom,  diff.,  p.  243,  deutsche  Ausg.,  S.  255. 

Die  Tractrix  studirte  Bomie,  M^.  de  VAc.  de  Paris, 
1712,  p.  281;    vergl.  auch  Cesaro,  Mathesis,  1882,  p.  217. 


Die  Sinuscu/rve  (Sinusoide)  hat  zur  Gleichung 

y  =  sinü?. 

Sie  hat  imendlich  viele  Inflexionspunkte  auf  der  x-Axe, 
die  gleichen  Abstand  von  einander  haben;  in  diesen  Punkten 
beträgt  die  Neigung  der  Tangente  45^, 

Der  Inhalt  der  Fläche,  welche  zwischen  dem  von  zwei 
consecutiven  Inflexionspunkten  begrenzten  Bogen  und  der  x-Axe 
liegt,  ist  doppelt  so  gross  als  der  Inhalt  des  Quadrats  über  der 
linearen  Einheit,  die  durch  die  Hohe  demjenigen  Punkts  der  Sinus- 
curve  über  der  x-Axe  dargestellt  wird,  in  welchem  die  Tangente 
der  x-Axe  parallel  ist. 

Der  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Infiexionspunklen 
liegende  Bogen  der  Sinuscurve  hat  dieselbe  Länge,  um  eine  Halb- 
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ellipse  mit  den  Halbaxen  Y^  ^^^  ^  5  ^*^^^  Länge  wird  durch  die 
Formel  ausgedrückt: 

-i'+dr-K^r+K^)'— i- 


Die  Quadratrix   des  Dinostrates  (335  vor  Chr.  Geb.)    ist 
die  Curve,  deren  Gleichung 


qp 


_  ^         n  smop 

oder 

y  =  xtg-^  lautet. 

Sie  hat  zu  Asymptoten  die  Linien,  welche  der  Geraden 
y  =  0  parallel  sind  u/nd  von  dieser  um  die  Grössen  -h2,  +4,... 
abstehen» 

Die  Quadratrix  lässt  sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 
Man  denke  sich  einen  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten 
Durchmessern  COÄ,  DOB.  Man  lasse  nun  gleichzeitig  von  0 
und  von  A  aus  zwei  bewegliche  Punkte  mit  gleichförmigen 
Geschwindigkeiten  den  einen  auf  der  Geraden  OJB,  den  anderen 
auf  dem  Kreisbogen  AB  bo  abgehen,  dass  sie  zu  derselben  Zeit 
in  B  ankommen.  Sind  dann  L,  M  zwei  Lagen,  in  denen  sich 
die  beiden  beweglichen  Punkte  zu  derselben  Zeit  befinden,  so  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  von  OM  mit  der  durch  L  parallel 
siu   OA  gezogenen  Geraden  die  Quadratrix, 

Der  Abstand  des  Scheitels  der  Quadratrix  von  dem  Mittel- 
punkt des  Kreises  ist  — ,  man  findet   auf  diese  Weise  indirect 

bei  der  Construction   der  Quadratrix   die   Grösse  tt;    die   Curve 
k:ann  daher  zur  Qu^ratur  des  Kreises  benutzt  werden. 

Sie  wurde  auch  von  Newton  untersucht,  Opuscula,  1, 
p.  102.  Historische  Notizen  findet  man  in  einem  Artikel  von 
P.  Tannery,  BuU.  des  sciences  math.,  1883,  p.  278. 


Die  elastische  Linie  wird  durch  die  Differentialgleichung 

X  dx 
dy  ^  ■-     charakterisirt. 
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Sie  ist  die  Gleichgewicfatscurve  einer  elastischen  Lamelle, 
die  an  dem  einen  Ende  befestigt  ist  und  an  deren  anderem 
Ende  geeignete  Kräfte  angreifen.  Sie  wurde  zuerst  von  Jacob 
Bernoulli,  Mem,  de  VAc,  de  Par.,  1703,  1705  studirt. 

Ihr  Krümmungsradim  ist  der  Äbscisse  umgekehrt  propor- 
tional, 

JDie  elastische  Linie  ist  von  allen  isoperimetrischen  Curven, 
die  durch  ewei  feste  Ftmkte  gehen,  diejenige,  welche,  um  eine 
Axe  rotirend,  den  Körper  vom  grössten  Volumen  erzeugt.  Siehe 
Bepeii,^  1,  p.  254. 

Sie  wurde  vom  Standpunkt  der  elliptischen  Functionen  aus 
von  Enneper^  ElUpt,  Funct.,  p.  525  und  Ralphen,  Fond, 
ellipt.,  Bd.  2  behandelt. 

§15.    Doppelt  gekrümmto  Curven.    Helixe.    Iioxodrome. 

Cylinderhelix  (Schrauben-,  Schneckenlinie)  (Eudoxus,  365 
vor  Chr.  Geb.)  heisst  die  auf  einem  Cylinder  liegende  Curve^ 
welche  die  Erzeugenden  des  Cylinders  unter  constantem  Winkel 
schneidet.     Sie  ist  eine  geodätische  Linie  des  Cylinders. 

Bei  der  Ahwickelu/ng  des  Cylinders  auf  eine  Ebene  wird 
die  Helix  eine  Gerade. 

In  jedem  Punkt  fällt  die  Hauptnormale  der  Helix  mU  der 
Flächennormalen  zusammen. 

Bei  jeder  Cylinderhelix  ist  das  Yerhältniss  der  beiden  Erüm- 
mu/ngen  constant  u/nd  umgekehrt. 

Die  beiden  Krümmungen  selbst  sind  nur  bei  den  Schrauben- 
linien constant,  welche  auf  geraden  Kreiscylindern  liegen.  Pui- 
seux;  siehe  auch  Kap.  16,  §  4. 

Die  Schraubenlinien  werden  in  linksgewundene  und  rechts- 
gewu/ndene  je  nach  ihrer  Richtung  gegen  die  Erzeugenden  des  Cylin- 
ders unterschieden;  denkt  man  sich,  der  Cylinder  sei  in  eine  solche 
Lage  gebracht,  dass  seine  Erzeugenden  die  Richtung  der  Seh- 
strahlen haben,  und  ein  Punkt  durchlaufe  die  Helix  so,  dass  er 
sich  dem  Beobachter  nähert,  so  ist,  wenn  diese  Bewegung  des 
Punkts  die  Richtung  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  zu  haben 
scheint,   die  Helix  Ivnksgewu/nden ,  anderen  Falls  rechtsgewu/nden. 

So  ist  z.  B.  die  Helix  einer  gewöhnlichen  Schreinerschraube 
rechtsaewunden. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  P  einer  Kreiscylinderhelix, 
d.  h.  einer  auf  einem  geraden  Kreiscylinder  liegenden  Schrauben- 
linie, sind: 
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X  =  r  cosö, 
^  =  r  sinö, 
0  =  rOigg}] 

dabei  ist  r  der  Eadius  des  Kreises,  der  die  Basis  des  Cylinders 
bildet,  g>  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Helix  die 
Erzeugenden  schneidet  (der  Steigungswinkel),  und  0  der  Winkel, 
den  die  oj-Axe  mit  der  Geraden  bildet,  welche  den  Coordinaten- 
anfang  mit  der  Protection  des  Punktes  P  auf  die  ajy -Ebene 
verbindet. 

Der  Bogen  der  Kreiscylinderschraube  ist 


8  =  rdyi  +  tgV. 

Die  conische  Cylmderhelix  (conische  Spirale)  ist  die  auf 
einem  Eotationskegel  aufgezeichnete  Curve,  welche  die  Erzeu- 
genden unter  constantem  Winkel  schneidet. 

Die  FtojecUon  dieser  Helix  auf  eine  zur  Äxe  des  Kegels 
senkrechte  Ebene  ist  eine  logarithmische  Spirale;  diese  Hdix  kann 
man  sich  mithi/n  auch  auf  einem  Cylinder  aufgezeichnet  denken^ 
der  zur  Basis  eine  logarithmische  Spirale  hat;  sie  ist  auch  für 
diesen  Cylinder  eine  Helix,  d.  h.  sie  schneidet  seine  Erzeugenden 
imter  consta/ntem  Winkel. 

Wickelt  man  den  Kegel  auf  eine  Ebene  ab^  so  wird  die 
conische  Cylinderhdix  in  eine  logarithmische  Spirale  ausgebreitet 

Die  Hauptnormale  steht  senkrecht  auf  der  Äxe  des  Kegels. 


Die  eben  betrachteten  Schraubenlinien  gehören  der  allgemei- 
neren Classe  der  Loxodromen  (Nonius,  1530)  an,  d.  h.  von  Curven, 
die  sich  auf  einer  beliebigen  Botationsfläche  befinden  imd  die 
Meridiane  dieser  Fläche  unter  constantem  Winkel  schneiden. 

Es  ist  namentlich  der  Fall  eingebend  ^studirt  worden, 
in  welchem  die  Botationsfläche  eine  Kugel  ist.  Siehe  z.  B. 
Joachims thal,  Anwendwng  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  u/nd  der  Li/nien^ 
doppelter  Krünmmng,  3.  Aufl.,  bearb.  v.  Natani,  Leipzig  1890, 
(1.  Aufl.,  1872,  p.  83). 

Ueber  die  Geschichte  der  Loxodrome  vergl.  Günther, 
Studien  zu/r  Geschickte  der  math.  Geographie,  Halle  1879  und 
auch  einen  umfangreichen  literarischen  Artikel  von  Brocard, 
jBwß.  de  Darboux,  1879,  Tbl.  1,  p.  329. 
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§  16.    Die  sphärisclien  cyolischen  Ciirven. 
Fenster  des  Viviani.     Sphärische  spirische  Iiinien. 

Man  pflegt  sphärische  cycUsche  Curven  die  Schnitte  einer 
Kugel  mit  Flächen  2*^  Grads  zu  nennen.  Ein  specieller  Fall 
der  sphärischen  cyclischen  Curven  sind  daher  die  sphärischen 
Kegelschnitte.     Siehe  Kap.  10,  §  1. 

Die  ebenen  circularen  Curven  kann  man  als  die  Inversen 
der  sphärischen  cyclischen  Curven  ansehen;  man  braucht  nur 
«ine  Inversion  zu  machen,  durch  welche  die  Kugel  in  eine  Ebene 
übergeführt  wird.  Manche  Autoren  bezeichnen  übrigens  in 
anderem  Sprachgebrauch,  als  S.  544,  die  ebenen  circularen  auch 
als  ebene  cyclische  Curven. 

Zum  Studium  dieser  Curven  empfehlen  wir  das  Buch  von 
Darboux,  Sur  wie  dasse  remarqu.  etc.,  Paris  1896,  2.  Ausg., 
worin  man  auch  viele  literarische  Angaben  findet. 


Eine  Halbkugel  sei  gegeben;  zieht  man  einen  Durchmesser  der 
Aequatorialebene,  beschreibt  über  den  beiden  Radien  des  Durch- 
messers zwei  Kreise,  die  diese  Radien  zu  Durchmessern  haben 
und  construirt  alsdann  die  geraden  Cylinder,  deren  Basis  diese 
Kreise  sind,  so  ist  der  Schnitt  einer  der  beiden  Cylinder  mit 
der  Kugel  eine  Curve,  die  den  Namen  Viviani' sehe  Curve  oder 
Fenster  des  Viviani  (finestra  di  Viviam)  führt. 

Auf  diese  Curve  kam  man  bei  dem  Studium  eines  Problems, 
das  Viviani  im  Jahre  1692  in  Anregung  brachte,  und  welches 
später  von  Viviani  selbst,  von  Leibniz,  Acta  Erud.,  1692  und 
von  Johann  Bernoulli,  ib.  gelöst  wurde;  es  handelte  sich 
darum ,  auf  einem  halbkugelformigen  Gewölbe  vier  gleiche 
Fenster  derart  zu  construiren,  dass  der  übrig  bleibende  Theil 
quadrirbar  würde. 

Construirt  mcm  die  beiden  Cylinder  auf  die  oben  a/ngegebene 
Art,  so  ist  der  Inhalt  der  übrig  bleibenden  Kugeloberfläche  dem 
Inhalt  des  über  dem  Durchmesser  der  Kugel  beschriebenen  Qua- 
drats gleich. 

Die  sphärischen  spirischen  Curven  sind  Schnitte  einer  Kugel 
mit  einem  Torus.     Siehe  Darboux,  1.  c. 


Der  Leser,    welcher   noch  Angaben    über    andere   Special - 
curven  wünscht,   wird  mit  Vortheil    ein  neues  Buch  von  Bro- 
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Card  zu  Rath  ziehen,  Notes  de  Bibliographie  des  courbes  geom., 
Bar  le  Duc  1897",  lithogr.,  mit  Suppl.,  1899;  es  wurde  heraus- 
gegeben in  Folge  einer  Aufforderung  De  La  Goupilliere's  (in 
Bd.  1,  p.  37  des  Interm^d,  des  mathematidens,  1894),  der  eine 
Monographie  über  alle  speciellen  Curven  zu  haben  wünschte, 
die  besondere  Namen  fahren.  Dieselbe  Aufgabe  wurde  als 
Concurrenzthema  für  die  Jahre  1894  und  1897  von  der  Aca- 
demie  der  Wissenschaften  in  Madrid  gestellt  und  der  Preis 
neuerdings  von  Gino  Loria  und  F.  Gomes  Teixeira  gewon- 
nen. Die  prämürte  Arbeit  des  ersteren  hat  den  Titel:  Le  curve 
piane  (ügebriche  e  transcendenU;  teoria  e  storia,  Saggio  di  geo- 
metria  comparata  dd  piano.  Deutsche  Ausg.  von  Fritz  Schütte, 
SpedeUe,  algebraische  und  transcendente  ebene  Curven,  Theorie 
v/nd  Geschichte^  Leipzig  1901. 


Kapitel  XVEI. 

Analysis  sitns  oder  Topologie.      Polyedertheorie. 
Znsammenbang  der  Riemann'schen   Flächen. 

§  1.    Zusammenhang  der  Flächen.     Einseitige  und  zii^ei* 
seitige  Flächen.     Die  Grundzahl.     Das  Geschlecht. 

Eine  Fläche  kann  oifen  oder  geschlossen  sein;  sie  ist  offen, 
wenn  sie  Ränder  besitzt,  d.  h.  Linien,  in  deren  Punkten  sie 
endigt;  sie  ist  geschlossen^  wenn  sie  keine  Eänder  besitzt. 

Ein  unendlich  kleines  um  einen  Punkt  auf  einer  Fläche 
liegendes  Flächenstück'  kann  in  zwei  Eichtungen  oder  von  ent- 
gegengesetzten Seifen  angeschaut  werden;  diese  beiden  Seiten 
entsprechen  den  Richtungen  der  Flächennormalen  in  dem  be- 
treffenden Punkt;  in  Beziehung  auf  sie  kann  jeder  Punkt  als 
Doppelpunkt  angesehen  werden,  je  nachdem  man  sich  denkt,  er 
gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Seite  an;  wir  wollen  sagen, 
diese  beiden  Punkte,  in  welche  man  sich  einen  und  denselben 
Punkt  verdoppelt  denkt,  seien  einander  conjitgirt. 

Eine  Fläche  kann  zweiseitig  sein,  d.  h.  zwei  Seiten  besitzen 
oder  einseitig,  d.  h.  nur  eine  Seite  haben. 

Sie  ist  zweiseitig,  wenn  man,  von  einem  Pimkt  der  Fläche 
ausgehend  und  stetige  auf  ihr  gelegene  Wege  verfolgend,  ohne 
die  Ränder  zu  überschreiten,  niemals  zu  dem  Punkt  gelangen 
kann,  der  dem  Ausgangspimkt  conjugirt  ist;  sie  ist  dagegen 
einseitig,  wenn  dies  möglich  ist. 

Beispiele  zweiseitiger  Flächen  sind  die  Kugel,  ein  Ebenen- 
stück, u.  s.  w. 

Beispiele  von  einseitigen  Flächen  gab  Möbius  an.  Zur  Theorie 
der  Polyeder  etc.,  Werke,  2;  üeher  die  Bestimmung  des  Inhalts 
eines  Polyeders,  L&vgz,  Bcr.,  1865;   Werlce,  2. 

Man  habe  ein  Rechteck  von  Papier  ABGD^  das  hinrei- 
chend lang  ist;    die  längeren  Seiten  seien  AG^  BD\  man  ver- 
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binde  den  Band  CD,  nachdem  man  ihn  um  die  Gerade  ge- 
-dreht,  welche  die  Mittelpunkte  der  Seiten  AB^  CD  verbindet, 
derart  mit  dem  Band  AB^  dass  der  Punkt  D  mit  A  zusammen- 
fällt und  C  mit  B,  Die  so  erhaltene  Fläche  ist  einseitig  tmd 
offen  tmd  hat  nur  einen  Band, 

Wenn  man,  bevor  CD  mit  AB  verbunden  wird,  CD  eine 
ungerade  Anzahl  mal  um  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
der  Seiten  AB^  CD  hat  rotiren  lassen,  und  dann  die  beiden 
Seiten,  wie  vorher,  aufeinander  legt,  so  erhält  man  wieder  eine 
einseitige  offene  Fläche  mit  nur  einem  Band. 

Auch  eine  geschlossene  einseitige  Fläche  lässt  sich  bilden, 
-z.  B.  auf  die  folgende  Art     (Möbius): 

Wenn  -4,  J?,  (7,  D,  F  fünf  Punkte  sind,  von  denen  vier 
beliebige  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  bilden  die  fOnf  Drei- 
.ecke  ABC,  BCD,  CDE,  DEA,  EAB  eine  offene  eimeitige 
Fläche,  deren  Umfang  das  Pentagon  ACE  BD  ist. 

Nimmt  man  nun  einen  Punkt  P  an,  der  sich  mit  keinen 
beliebigen  drei  der  ersten  fünf  Punkte  in  derselben  Ebene 
befindet,  so  sind  die  fünf  früheren  Dreiecke  und  die  fünf  ande- 
ren PAC,  FCE,  BEB,  PBD,  FDA  die  Seitenflächen  eines 
verschlungenen  Polyeders ,  das  eine  geschlossene  einseitige  Fläche 
bildet. 

Eine  andere  geschlossene  einseitige  Fläche  kann  man  .  auf 
•die  folgende  Art  herstellen: 

Man  denke  sich  eine  Eugel  mit  zwei  Löchern.  Von  dem 
einen  Loch  lasse  man  einen  biegsamen  Schlauch  von  hinrei- 
chender Länge  nach  aussen  hin  ausgehen,  ziehe  ihn,  eine  Yer- 
fichlingung  bildend,  in  das  Lmere  der  Kugel  zur&ck  und  lasse 
ihn  an  dem  anderen  Loch  von  Innen  her  endigen.  Es  ergibt 
sich  eine  geschlossene  einseitige  Fläche,    Dyck,  Math,  Ann,,  32« 


Zerschneidet  man  die  Fläche  längs  den  Punkten  einer  be- 
liebigen ihrer  Linien,  so  macht  man  einen  sogenannten  SchniM, 

Ein  Schnitt  kann  offen  oder  geschlossen  sein.  Zu  den 
offenen  Schnitten  zählen  diejenigen,  deren  Endpunkte  zwei 
Punkte  des  nämlichen  Bandes  sind  (Schnitte  i*®'  Art)  imd  die 
Schnitte,  deren  Endpunkte  zwei  Punkte  verschiedener  Bänder 
sind  (Schnitte  2^""  AH). 

Durch  einen  Schnitt,  der  geschlossen  oder  offen  von  der  1*^ 
oder  2*^  Art  ist,  kann  die  Fläche  in  nicht  mehr  als  zwei  StfJtcke 
zerfallen. 
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Wenn  eine  Fläche  zweiseitig  ist,  so  vermehrt  ein  offener 
Schnitt  1*^  Art  die  Anzahl  der  Bänder  'wm  einen;  ist  sie  dagegen 
einseitig,  so  ändert  ein  gleicher  Schnitt  die  Anzahl  der  Ränder 
entweder  überhaupt  nicht,  oder  er  vermehrt  sie  um  einen. 

Einen  Schnitt  1*®'  Art  nennen  wir  von  der  i*®^  oder  ^**^ 
Clause,  je  nachdem  er  in  dem  Fall  einer  einseitigen  Fläche  die 
Anzahl  der  Eänder  vermehrt  oder  nicht. 

Durch  den  Schnitt  i*®'  Art  und  2^^  Classe  zerfällt  eine  ein- 
seitige Fläche  niemals. 

Ein  Schnitt  2^^  Art  vermindert  die  Anzahl  der  Bänder  dieser 
Fläche  um  einen;  er  kann  niemals  ihr  Zerfallen  bewirken. 

I}in  Schnitt^  der  längs  einer  offenen  Linie  ausgeführt  wird, 
deren  eines  Ende  auf  einem  Band  liegt  und  deren  anderes 
Ende,  wie  auch  die  ganze  Linie,  sich  im  Inneren*)  der  Fläche 
befindet,  vermehrt  die  Anzahl  der  Bänder  nicht  und  bewirkt  nie- 
mals das  Zerfallen  der  Fläche, 

Wenn  schliesslich  die  beiden  Endpunkte  der  offenen  und 
ganz  im  Inneren  der  Fläche  gelegenen  lAnie  cmf  keinem  Band 
liegen,  so  vermehrt  sich  die  Anzähl  der  Bänder  um  einen,  die 
Fläche  zerfällt  aber  nicht. 

Wenn  eine  Fläche  zweiseitig  ist,  so  vermehrt  ein  geschlos- 
sener Schnitt  die  Anzahl  der  Bänder  um  zwei;  ist  sie  ein- 
seitig, so  vermehrt  der  geschlossene  Schnitt  die  Anzahl  der  Bänder 
um  zwei  oder  um  einen.  Wir  sagen,  der  geschlossene  Schnitt 
auf  einer  einseitigen  Fläche  sei  1^^  oder  ^*®'  Classe,  je  nachdem 
der  1^  oder  2^  Fall  eintritt. 

Ein  geschlossener  Schnitt  2^^  Classe  kann  niemals  das  Zer- 
fallen einer  einseitigen  Fläche  zur  Folge  haben. 

Lässt  sich  in  eine  Fläche  ein  offener  Schnitt  erster  Art 
machen,  ohne  dass  sie  zerfäUt,  so  kot/n/n  man  auch  einen  ge- 
schlossenen Schnitt  ausführen,  ohne  dass  sie  zerfällt,  und  um- 
gekehrt. 

Eine  Fläche  heisst  einfach  zusammenhängend,  wenn  sie 
endlich,  offen,  nur  von  einem  Rand  begrenzt  und  derart  ist, 
dass  jeder  geschlossene  Schnitt  (oder,  was  äquivalent  ist,  jeder 
beliebige  offene  Schnitt,  der  zwei  Punkte  des  Randes  verbindet) 
ihr  Zerfallen  bewirkt. 

Eine'  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist  immer  zweiseitig. 


*)  Unter  dem  Inneren  einer  Fläche  wird  selbstverständlich  die 
Gesammtheit  aller  nicht  zu  der  Begrenzung  gehörigen  Punkte  der 
Fläche  verstanden. 
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Der  von  einem  Kreis  begrenzte  Theil  der  Ebene  ist  das 
einfachste  Beispiel  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche. 

Nimmt  man  an,  die  einfach  zusammenhängende  Fläche 
sei  aus  einem  biegsamen  und  elastischen  Stoff  hergestellt,  so 
kann  man  sie  sich  immer  durch  stetige  Deformationen,  d.  h. 
durch  Ausdehnen  und  Zusammenziehen,  aber  ohne  Brechen  in 
das  von  einem  Kreis  begrenzte  Ebenenstück  transformirt  denken. 

Auf  jeder  zweiseitigen  Fläche  lassen  sich  immer  geschlossene 
oder  offene  Schnitte  J*®'  %md  2^^  Art  derart  ausführen,  dass  sie 
einfach  zusammenhängend  wird. 

Durch  offene  Schnitte  1^^  Art  und  2^^  Classe  oder  geschlossene 
Schnitte  2^^  Classe  lässt  sich  eine  einseitige  Fläche  stets  zwei- 
seitig machen. 

Man  habe  eine  Fläche ;  wir  wollen  sie  durch  geeignete  Schnitte 
in  eine  endliche  Anzahl  a  von  Theilen  zerlegen ,  von  denen 
jeder  einfach  zusammenhängend  ist,  und  wollen  annehmen,  zu 
diesem  Zweck  müssten  ausgeführt  werden:  eine  gewisse  beliebige 
Anzahl  von  geschlossenen  Schnitten  und  von  offenen  Schnitten, 
von  denen  nur  ein  Endpunkt  einem  Eand  angehört,  femer  r^ 
offene  Schnitte  1*®'  Art,  r^  offene  Schnitte  2*®'  Art,  Tg  offene 
ganz  im  Inneren  der  Fläche  liegende  Schnitte  (deren  Endpunkte 
sich  ebenfalls  im  Inneren  der  Fläche  befinden).  Es  gilt  dann 
der  Satz: 

ist  constant,  auf  weiche  Art  diese  Schnitte  auch  gemacht  werden. 

Diese  um  2  vermehrte  Zahl  pflegt  man  die  Grundzähl  der 
Fläche  zu  nennen. 

Wenn  dagegen,  statt  einer  Fläche,  eine  Gruppe  von  s 
Flächen  vorliegt,  so  besteht  ein  analoges  Theorem  für  die  ganze 
Gruppe  imd  es  gilt  eine  ähnliche  Definition  für  die  Grundzahl 
der  Gruppe. 

Die  Grundzahl  K  der  Gruppe  lässt  sich  durch  die  Grund- 
zählen  K^  jeder  Fläche  mittelst  der  Formel 

» 
K  =  ^Ki—2s  +  2 
ausdrücken,  "^^ 

Die  Grundzähl  einer  Fläche  kann  nicht  negativ  sein  wnd 
kamt  nicht  Null  sein^  wenn  die  Fläche  offen  ist. 

Die  Grundzahl  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
ist  1  und  umgekehrt,  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  offen  oder 
aber  zweiseitig  ist. 
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Wenn  eine  Fläche  durch  einen  geschlossenen  Schnitt  oder 
durch  einen  offenen  Schnitt  1^  Art  in  zwei  TheUe  zerfällt,  so 
ist  die  Summe  der  Grundzahlen  der  beiden  Theüe  glmch  der 
Grundzahl  der  Fläche,  um  2  bez.  um  1  vermehrt. 

Es  sei  eine  zweiseitige  geschlossene  oder  offene  Fläche  mit 
CO  >  0  Bändern  gegeben. 

Man  nennt  Geschlecht  dieser  Fläche  die  grösste  Anzahl 
geschlossener  Schnitte  oder  offener  Schnitte  1*®'  Art,  die  sich 
auf  der  Fläche  ausfahren  lassen,  ohne  dass  sie  zerfällt. 

Ist  p  das  Geschlecht  einer  zweiseitigen  entweder  offenen  oder 
gescMossenen  Fläche,  so  ist  die  Grundzahl 

K=  2p  -}-  CD, 

Geschlecht  einer  einseitigen  Fläche  wird  die  Zahl  genannt, 
welche  man  erhält,  wenn  zu  der  Anzahl  von  geschlossenen 
Schnitten  2^^  Classe  oder  von  offenen  Schnitten  1*®'  Art  und 
2*®'  Classe,  die  nöthig  sind,  um  die  einseitige  Fläche  zweiseitig 
zu  machen,  das  Doppelte  der  Zahl  hinzugezählt  wird,  die  das 
Geschlecht  dieser  zweiseitigen  Fläche  angibt. 

Wenn  %  das  GescMecht  der  einseitigen  offenen  oder  ge- 
schlossenen Fläche  mit  oo  >  0  Bändern  ist  und  K  ihre  Grufhd- 
jsalil,  so  ist 

K=  7t  4"  w- 

Zusammenhangszahl  oder  Zusammenhang  einer  beliebigen 
Fläche  heisst  die  Zahl  J5C-}"2,  wenn  die  Fläche  geschlossen 
ist  und  die  Zahl  f ,  wenn  sie  offen  ist. 

Das  Fundamentaltheorem  über  das  Geschlecht  einer  Fläche 
lautet:  Von  zwei  Flächen,  die  beide  zweiseitig  oder  beide  cm- 
seitig  sind  und  dasselbe  Geschlecht  und  dieselbe  Anzahl  von 
Bändern  hohen,  lässt  sich  jede  in  die  andere  deformiren. 

Das  Geschlecht  einer  Fläche  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
ein  Loch  in  sie  macht 

Ein  Loch  vermehrt  den  Zusammenhang  einher  offenen  Fläche 
um  1,  vermindert  den  Zusammenhang  einer  geschlossenen  Fläche 
um  1  und  vermehrt  in  jedem  Fall  die  Grundzahl  um  1. 


Die  Studien  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  begann 
Riemann,  Theorie  der  Abduschen  Functionen,  Grelle,  54^  §  2 
und  Fragment  aus  der  Analysis  Situs,  Werke,  p.  448;  Neu- 
mann,  Abd' sehe  Integrale,  1.  Ausg.,  1865,  2.  Ausg.,  1884  setzte 
sie  fort. 
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Nach  und  nach  haben  sich  diese  und  andere  ihnen  verwandte 
Untersuchungen,  mit  denen  sich  schon  Listing  beschäftigte, 
(Vorstudien  zur  Topdogie,  aus  den  Göttinger  Studien,  1847)  zu 
einem  in  sich  abgeschlossenen,  selbstständigen  Theil  der  modernen 
Geometrie  ausgebildet,  der  Änalysis  sUtts  oder  besser  noch  Topo- 
logie  genannt  wird.  (Einige  Autoren  haben  freilich,  wie  es  scheint, 
dem  Wort  Topölogie  eine  etwas  beschränktere  Bedeutimg  bei- 
legen wollen,  als  der  Ancdysis  situs.)  Es  werden  in  diesem  Theil 
der  Geometrie  solche  Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde 
untersucht,  die  imabhängig  von  ihrer  Form  und  ihrer  Grösse  sind. 

Mit  anderen  Worten:  die  Afudysts  Situs  oder  Topölogie  be- 
schäftigt sich  mit  den  Formen,  welche  ein  geometrisches  Gebilde 
annehmen  kann,  wenn  zwei  Formen  dieses  Gebildes  als  nicht 
von  einander  verschieden  angesehen  werden,  falls  man  von  der 
einen  zur  anderen  durch  stetige  Deformation  übergehen  kann;  d.  h. 
falls  diese  Formen  sich  Punkt  fiir  Punkt  in  ein-eindeutiger  Weise 
einander  zuordnen  lassen,  ohne  dass  man  dabei  noth wendiger 
Weise  voraussetzen  müsste,  das  Correspondenzgesetz  sei  analy- 
tisch; es  genügt,  wenn  es  stetig  ist. 

Die  ersten  Ausdehnungen  auf  die  Eäume  von  drei  Dimen- 
sionen sind  von  Eiemann  in  dem  citirten  Fragment;  auf  ihn 
folgte  Listing,  Census  räumlicher  Camplexe,  Gott.  Äbh,,  10, 
1861;  Gott,  Nadir.,  1867;  allgemeiner  sind  die  Erweiterungen, 
die   zuerst  Betti,  Ann.  di  mat ,  (2),  4,  1870  vornahm. 

Andere  Studien  sind  von  Picard,  Jowrn.  de  lAouv.,  (4),  1; 
W.  Dyck,  Math.  Ann.,  32,  37;  De  Paolis,  Teoria  dei  gruppi 
geom.  etc.,  Soc.  it.  deUe  seien:: e,  (3),  7;  Tonelli,  Eend.  Acc. Lincei, 
1890  und  Poincare,  Journ.  de  VEc.  pol.,  (2),  1,  1895;  Bend, 
Palermo,  13,  1899;  in  dem  letzteren  Aufsatz  knüpft  der  Ver- 
fasser an  *eine  im  Jahr  1898  in  Kopenhagen  veröffentlichte 
Schrift  Heegard's  an  imd  corrigirt  zum  Theil  seine  früheren 
Untersuchungen  vom  Jahr  1895.  Li  der  Picard'schen  Arbeit 
findet  man  noch  viele  sonstige  Angaben. 


Verwandte  Forschungen  beschäftigen  sich  mit  der  Art,  die 
Verschlingungen  der  Curven  zu  lösen  oder  zu  bilden  und 
anderen  ähnlichen  Dingen;  dahin  gehören:  Simony,  Math.  Ann., 
19,  24  und  die  Arbeiten,  die  zugleich  die  Bäume  von  mehreren 
Dimensionen  einführten,  wie  Hoppe,  ArcJi.  d.  Maik.,  64,  1879; 
65,  1880;  Durege,  Wien.  Ber.,  1880;  Schlegel,  Zeitschr.  für 
Math.,  28,  1883. 

Pascal,  Bepertorium.  U.  86 


562    Kap.  XVin.  Topologie.  Polyederfcheorie.  Biemann'sche  Flächen. 

§  2.    Zusammenhang  der  Bäume. 

Die  üntersuchuiigeii  über  den  Zusanunenhang  der  Flächen 
wurden  von  Li&ting  auf  die  Bäume  von  drei  Dimensionen  und 
von  Betti,  Ätm,  dimcU.,  (2),  4  auf  die  mehrdimensionalen  Bäume 
ausgedehnt.  In  dem  oben  dtirten  Fragment  von  Biemann  sind 
auch  einige  Besultate  über  diesen  Gegenstand  enthalten. 

Wenn  ^i, . . . ,  ^„,  w  Variable  sind,  von  denen  jede  alle  reellen 
Weithe  von  —  oo  bis  -f-  ^^  annehmen  kann,  so  nennen  wir  das 
«-fach  unendliche  Gebiet  der  Systeme  von  Werthen  dieser  Variablen 
den  Baum  von  n  Dimensionen  und  bezeichnen  diesen  mit  i2^; 
ein  System  von  Werthen  der  a  bildet  dann  die  Coordmaten  eines 
Punkts  in  einem  solchen  Baum. 

Ein  System  von  m  Gleichungen  zwischen  den  z  bestunmt 
einen  im  B„  enthaltenen  Baum  von  n  —  m  Dimensionen. 

Von  einem  im  B^  enthaltenen  Baum  Bn—m  sagt  man,  er 
sei  lineao'  zusammenhängend  oder  habe  einen  Zusammenhang 
i*®'  Art,  wenn  sich  zwei  seiner  Punkte  immer  durch  eine  voll- 
ständig in  ihm  gelegene  Linie  verbinden  lassen,  d.  h.  wenn  jeder 
Punkt  stetig,  und  immer  im  J?»— m  bleibend,  in  jeden  anderen 
Punkt  übergeführt  werden  kann. 

Ist  F{z-^  ?  •  •  .9  O  ^^  ^  ®"^®  Belation  zwischen  den  iSf,  und 
ist  F  stetig  und  hat  es  nur  einen  Werth  für  jedes  System 
von  reellen  Werthen  der  ;er,  so  theilt  der  von.  JP=  0  dargestellte 
Baum  Bn—i  im  Allgemeinen  den  Baum  B^  in  zwei  Bereiche, 
für  deren  einen  1^  >  0  imd  für  deren  anderen  JF  <  0  ist. 

Wenn,  jeder  dieser  beiden  Bereiche  linear  zusanmienhängend 
ist,  so  heisst  der  Baum  Bn—i  geschlossen. 

Von  einem  Baimi  Bn^m  sagen  wir,  er  habe  den  Flädien- 
Zusammenhang  oder  den  Zusammenhang  2^^  Art,  wenn  jede  be- 
liebige in  ihm  enthaltene  geschlossene  Linie  sich  stetig  in  jede 
andere  analoge  deformiren  lässt  und  dabei  immer  im  B^^m 
bleibt;  allgemein  sagen  wir,  Bn^m  habe  den  Zusammenhang 
^ter  ^^^^  wenn  jeder  in  ihm  enthaltene  geschlossene  Baum  von 
r  —  1  Dimensionen  in  jeden  anderen  analogen  stetig  deformirt 
werden  kann,  ohne  dass  er  während  aller  Stadien  der  Defor- 
mation aufhört,  dem  Baum  Bn^m  anzugehören. 

Wenn  ein  Baum  Bn-^m  den  Zusammenhang  r*®'  Art  nicht 
hat,  so  lassen  sich  immer  in  ihm  geschlossene  Bäume  von  r  —  1 
Dimensionen  a/ngehen  von  der  Art,  dass  weder  zwei  von  ihnen 
in  einander,  noch  auch  irgend  einer  von  ihnen  in  einen  Punkt 
stetig  deformirbar  sind,  dass  aber  jeder/  andere  analoge  gesdtloS' 
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Bene  Baum  immer  in  einen  von  ihnen  oder  einen  Bimkt  defor- 
mirt  werden  Jccmn. 

Die  AnzaM  p^  dieser  geschlossenen  Bäume  ist  constant, 
auf  welche  Art  man  diese  Bäume  auch  bestimmen  mag',  die 
Zahl  p^  -]-  1  heisst  Zusammenhangszahl  r*®'  Art, 

Für  einen  Eaum,  der  den  Zusammenhang  r*®'  Art  hat,  ist 
das  entsprechende  p^  Null;  die  Zahl  des  r^^  Zusammenhangs 
ist  1. 

Der  Theil  der  Ebene,  welcher  zwischen  zwei  Kreisen  ent- 
halten ist,  von  denen  der  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  hat 
1  als  Zahl  des  linearen  Zusanmienhangs  und  2  als  Zahl  des 
Flächenzusammenhangs. 

Für  den  Eaum  zwischen  zwei  Kugeln,  von  denen  die  eine 
innerhalb  der  anderen  liegt,  ist  die  lineare  Zusammenhangszahl 
1 ,  die  Flächenzusammenhangszahl  1  und  die  Eaumzusammen- 
hangszahl  2. 

Der  von  einer  ringförmigen  Fläche  umschlossene  Eaum  hit 
einfachen  linearen  (mit  der  Zahl  1),  doppelten  Flächen-  (mat 
der  Zahl  2)  und  einfachen  Eaumzusammenhang. 

Der ^  Eaum  zwischen  zwei  Eingflächen,  von  denen  die  eine 
sich  im  Inneren  der  anderen  befindet,  hat  einfachen  Linien-,  drei- 
fachen Flächen-  imd  doppelten  Eaumzusammenhang. 

Der  Eaum  zwischen  einer  Kugel  und  einem  in  deren 
Inneren  gelegenen  Eing  hat  einfachen  Linien-,  doppelten  Flächen- 
und  doppelten  Eaumzusanmienhang. 

Ueber  weitere  Einzelheiten  und  die  Literatur  vergleiche 
man  die  Angaben  in  dem  vorigen  Paragraphen;  über  den  Be- 
griff von  einseitigem  u/nd  zweiseitigem  Baum  siehe  Poincare,  1.  c. 

§  3.    Folyedemetz.     Theorem  von  Euler. 
Polyeder  des  Baums  von  drei  und  mehr  Dimensionen. 

Auf  eine  Fläche  vom  Geschlecht  p  dehnen  wir  ein  Polyeder- 
netz derart  aus,  dass  die  Umgrenzung  einer  jeden  Seitenfläche 
ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  umschliesst. 

Wenn  dieses  Netz  F  Seitenflächen,  S  Kanten,  V  Ecken 
enthält,  so  besteht  die  Belation 

F+F=^—  2i9  +  2. 

Nimmt  man  an,  die  gegebene  Fläche  sei  vom  Geschlecht 
Null  z.  B.  eine  Kugel,  so  erhält  man  ein  schon  von  Euler 
gefundenes  Theorem:. 

36* 
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Weirm  ein  gewöhnliches  convexes  Polyeder  gegeben  ist,  und 
mit  V,  F  bee.  8  die  AnzcM  semer  Ecken,  Seitenflächen  bee. 
Kanten  bezeichnet  wird,  so  gut  immer  die  Ftmdamentalbegiehtmg 

V-\-F  =  S-\-2. 

Solche  Polyeder  pflegt  man  Fuler^sche  zu  nennen.  Vergl. 
Hessel,  Crdle,  8. 

Dieses  Theorem  war,  wie  es  scheint,  auch  den  Alten  bekannt; 
es  findet  sich  in  einem  erst  im  Jahr  1860  herausgegebenen  Frag- 
ment von  Cartesius  (siehe  Baltzer,  Monatsber.  der  Berl.  Ak.^ 
1861),  wurde  aber  von  Euler,  Nova  Comm.  Fetrqp.,  4,^  1752 
veröffentlicht  und  bewiesen.  Andere  Beweise  sind  von  Legendre, 
illSments  de  giomärie,  7,  25,  Paris  1794,  neueste  Aufl.,  ib. 
1864;  L'Huilier,  Ann,  de  Gergonne,  3,  1812;  Cauchy, 
Jowm,  de  Vic.  poh,  1813;  Steiner,  Grelle,  1;  Grunert,  ib., 
2;  Staudt,  Geom,  der  Lage;  etc. 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Euler'sche  Theorem  und 
die  Fälle,  in  denen  es  nicht  gilt,  sind  von  Poinsot,  Jowm,  de 
V^,  pol,,  cahier  10,  1809;  L'Huilier,  1.  c;  Legendre,  1.  c; 
Gergonne,  jiww.  de  Gergonne,  15;  Steiner,  ib.,  19;  etc.  Man 
sehe  auch  das  vorzügliche  Werk  von  Baltzer,  Elemente  der 
Mathematik,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  5.  Buch,  die  Stereo- 
metrie, §  7  nach,  das  von  Oremona  (Genova,  2.  ed.,  1877)  in 
das  Italienische  übersetzt  worden  ist. 

Ueber  die  Ausdehnung  des  Theorems  auf  die  mehrdimen- 
sionalen Bäimie  vergl.  Stringham,  Americ,  Journ.  of  Math,, 
3;  Biermann,  Wien,  Ber.,  90,  1884;  Hoppe,  Grunerfs  Arch., 
67;  Schlegel,  Nov,  Acta  der  Leqp,  Deutsch,  AJk.,  44,  sowie 
Enseignement  math.,  1900,  wo  man  reichhaltige  Literaturangaben 
für  den  w-dimensionalen  Raum  findet,  imd  Eberhard,  [Math. 
Ann.,  36;  siehe  weiter  unten  S.  568. 

Wenn  ein  Polyeder  gegeben  ist  und  wenn,  wie  bisher,  mit 
F,  S^  V  die  Anzahl  der  Seitenflächen,  Kanten  und  Ecken  be- 
zeichnet wird,  so  erhält  man  die  Ungleichheiten: 

6  +S£3F£28, 

6-i-S£3V£2S, 

4  +  F^2JP^4F— 8, 

4t+F£2V£4:F—S. 

Die  AnzaM  der  ebenen  Winkel  der  Fölygone  (Seitenflächen 
eines  Polyeders  ist  doppelt  so  gross  als  die  AnzcM  der  Kanten 
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Weder  können  die  sämmüichen  Seitenflächen  mehr  als  fünf 
Ecken  haben,  noch  können  die  sCmmÜichen  körperlichen  Winkel 
mehr  als  fünfflächig  sein. 

Es  gibt  keine  Polyeder  mit  7  Kanten, 

Wenn  mit  F^  die  Anzahl  der  dreieckigen  Seitenflächen 
eines  Polyeders,  mit  F^  die  der  viereckigen  Seitenflächen,  etc., 
mit  Fg  die  Anzahl  der  3-flächigen  körperlichen  Winkel,  mit  Y^ 
die  der  4-flächigen  körperlichen  Winkel,  etc.  des  Polyeders  be- 
zeichnet werden,  so  bestdien  die  Rda/tionen: 

2(J',  +  F,  +  •••)  =  4  +  F3  +  2F,  +  SFj  +  .. ., 

2(F,  -\-l\-\ )  =  4  +  F3  +  2F^+  3^5  -(-•.•, 

■P',  +  F,  =  8  +  (F,  +  F5)  +  2(F,  +  7,)  +  . . .. 

Ist  ein  Polyeder  gegeben,  so  eüstirt  im  Allgemeinen  ein 
anderes  ihm  duales,  d.  h.  ein  solches,  welches  dieselbe  Anzahl 
von  Kanten  hat  imd  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  m-seitigen 
Seitenfläche  des  einen  ein  m- flächiger  körperlicher  Winkel  des 
anderen  entspricht  imd  umgekehrt. 

Die  Eigenschaften  der  Polyeder  unterliegen  daher  einem 
leicht  ersichtlichen  Dualitätsgesetz. 


Regelmässige  oder  auch  Platonische  Polyeder  werden  solche 
genannt,  deren  Seitenflächen  und  körperliche  Winkel  regel- 
mässig und  alle  von  derselben  Art  sind. 

In  dem,  gewöhnlichen  Baum  eodstvren  nur  fü/nf  regelmässige 
Polyeder, 

Sie  sind: 

1.  Bas  Tetraeder  mit  4  dreieckigen  Seitenflächen,  4  Ecken 

mit  dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,  6  Kanten. 
Nimmt  man  an,  der  Badius  der  dem  Tetraeder 
umschriebenen  Kugel  sei  gleich  1,  so  ist  die  Länge 
einer  Kante 

?=  1,632994.  .. 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  zweiten  Tetraeders  und  die  Mittelpunkte  der 
Kanten  die  Ecken  eines  Octaeders. 

2.  Der  Cubus  oder  Würfel  (Hexaeder)  mit  6  viereckigen 

Seitenflächen,  8  Ecken  mit  dreiflächigen  körperlichen 
Winkeln,  12  Kanten  von  der  Länge 

1  =  1,154  700.  .  . 
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Die  Mittelpunkte   der  Seitenflächen   sind  die   Ecken 
eines  Octaeders. 

3.  Bas  Octaeder  mit  8  dreieckigen  Seitenflächen,  6  Ecken 

mit  vierflächigen  körperlichen  Winkeln,  12  Kanten 
von  der  Länge 

l  =  1,414214  .  .  . 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  Würfels. 

4.  Bas  Bodekaeder  mit  12  fünfeckigen  Seitenflächen,  20  Ecken 

mit  dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,  30  Kanten 
von  der  Länge 

/  =  0,713 644  ... 

Die  Mittelpunkte  der  Seitendächen  sind  die  Ecken 
eines  Ikosaeders  und  die  Mittelpunkte  der  Kanten 
die  Ecken  von  fünf  Octaedem. 

5.  Bas  Ikosaeder  mit  20  dreieckigen  Seitenflächen,  12  Ecken 

mit  fünfflächigen  körperlichen  Winkeln,  30  Kanten 
von  der  Länge 

1=  1,051462.  .. 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  Dodekaeders  und  die  Mittelpunkte  der  Kanten 
die  Ecken  von  fünf  Octaedem. 

Halbregdmässige  oder  Archimedische  Fdyeder  heissen  solche, 
deren  körperliche  Winkel  sämmtlich  einander  gleich  oder  ähnlich 
sind,  und  deren  Seitenflächen  aus  regelmässigen,  aber  im  All- 
gemeinen verschiedenen  Polygonen  bestehen,  oder  auch  Polyeder, 
die  zu  diesen  correlativ  sind.. 

Wenn  die   hörperUchen  Winkel   särnmUich  m- flächig   sind, 

so  ist 

F  —  2 

mithin  sind  die  aUdn  möglichen  Fälle: 

nk=3,     2/S=37  =  6(F—  2), 
iw==4,        S=2V  =  2(F—2), 

m=5,     25=57  =  ^(1^—2). 

Nur  in  den  beiden  ersten  Fällen  m  =  3  und  w  =  4  sind 
Polyeder    von    2n  Ecken    für   ein   beliebiges   n  möglich;    jeder 
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körperliche  Winkel  wird  dabei  entweder  aus  zwei  dreieckigen 
und  einer  n-seitigen  Seitenfläche  oder  aus  drei  dreieckigen  und 
«iner  w-seitigen  Seitenfläche  gebildet f  ausser  diesen  Fällen  von 
unbestimmten  Polyedern  existiren  nm*  noch  13  andere  Archime- 
dische Polyeder  und  zwar  7  für  m  =  3 ,  4  für  m  =  4  und 
2   für  m=  5. 

Die  Untersuchungen  des  Archimedes  über  die  von  ihm 
gefundenen  Polyeder  sind  uns  von  Pappus,  Coli.  Math.,  5,  über- 
liefert worden;  vergl.  M.  Cantor,  Geschichte  der  Math.,  Bd.  1, 
2.  Aufl.,  1894,  p.  292.  Nach  Pappus  hat  sich  Kepler,  Harm, 
mundi,  2,  p.  28  mit  den  Polyedern  beschäftigt.  Näheres  findet 
man  bei  Baltzer,  1.  c.  Ueber  Vielecke  und  Vielflache  existirt 
auch  ein  zusammenfassendes  Werk  von  Brückner,  Leipzig  1900. 


In  dem  Eaum  von  4  Dimensionen  gibt  es  6  regelmässige 
Polyeder  und  zwar: 

1)  Das  Penta^roid,  von  5  Tetraedern  begrenzt,  von  denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinschaftlich  haben;  es  hat  5 
Ecken,  10  Kanten,  10  Seitenflächen,  und  ist  cor- 
relativ  zu  sich  selbst. 

2)  Bas   Octaedroid,  von   8  Würfeln  begrenzt,    von    denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinschaftlich  haben;  es  hat  16 
Ecken,  32  Kanten,  24  Seitenflächen. 

3)  Das  Hexadekaedroid  mit   16  Tetraedern,  8  Ecken,  24 

Kanten,  32  Seitenflächen;  es  ist  correlativ  zu  der 
vorhergehenden  Figur,  zu  der  es  sich  verhält,  wie 
das  Octaeder  zum  Cubus. 

4)  Ein  Polyeder,  das  24  Octaeder,  24  Ecken,  96  Kanten, 

96  dreieckige  Seitenflächen  besitzt;  es  ist  correlativ 
zu  sich  selbst. 

5)  Ein    Polyeder  mit    600    Tetraedern,    120    Ecken,    720 

Kanten,  1200  dreieckigen  Seitenflächen. 

6)  Ein  Polyeder  mit  120  Dodekaedern,  600  Ecken,  1200 

Kanten,  720  fiinfeckigen  Seitenflächen;  es  ist  cor- 
relativ zu  dem  vorhergehenden. 

In  den  Bäumen  von  mehr  als  4  Dimensionen  gibt  es  nur 
3  regelmässige  Folyeder;  sie  sind  Erweiterungen  der  ersten 
drei,  vorstehend  angegebenen  Polyeder,  wie  diese  ihrerseits  Er- 
weiterungen des  Tetraeders,  Cubus  und  Octaeders  sind. 
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Wenn  der  Baum  n  Dimensionen  hat,  so  ist  die  Anzahl  der 
Ecken  dieser  Polyeder  bez. 

w-f  1,     2»,     2w, 

wobei  das  erste  Polyeder  corrdativ  zu  sich  seihst  imd  von  den 
beiden  anderen  das  eine  correlativ  zu  dem  anderen  ist 

Nimmt  man  an,  in  dem  Eaum  von  n  Dimensionen  sei 
der  Radius  der  Kugel,  in  welche  diese  Polyeder  eingeschrieben 
sind,  gleich  1,  so  sind  die  Längen  der  Kanten  bez.  gleich 


V 


2('»  +  l), 


V^, 


w  '    '      yn 

Die  Ausdehnung  der  Euler'schen  Formel  auf  ein  Polyeder 
im  Baum  ton  n  Dimensionen  liefert: 

l-N^-\-N,-N,-] h  (-  1)"-'  =  0, 

worin  Nq,  N^,  N^,  .  .  .  die  Anzahl  der  Ecken,  Kanten,  Seiten- 
flächen, der  Räume  von  3  Dimensionen,  etc.  des  Polyeders  be- 
zeichnen.    Stringham. 

Ueber  die  regelmässigen  Polyeder  in  den  Räumen  von  4 
und  mehr  Dimensionen  siehe  Stringham,  1.  c;  Sehe  ff  1er,  IHe 
polydimensionalen  Grössen,  Braunschweig  1880;  Schlegel,  1.  c; 
Bull,  de  la  8oc.  math.,  10,  p.  172;  Bend.  Palermo,  1891  sowie 
R.  Hoppe,  Begelmässige  linear  begrenzte  Figuren  von  vier 
Dimensionen,  Archiv  der  Math.,  67,  1882. 

Untersuchungen  über  die  Polyeder  stellten  femer  an: 
Poinsot,  Compt  Bend.,  46,  1858,  p.  65;  Möbius,  Werke,  2; 
Kirkman,  Mem.  Phü.  Soc.  Manchester,  1854,  1862;  Jordan^ 
Crdle,  66,  68,  70;  Eberhard,  ib.,  106;  Cesaro,  Mem.  Acc, 
Lincei,  6,  2.  Thl.,  p.  75,  1877;  Dostor,  Journ.  des  math. pures 
et  appUquies,  (2),  5,  p.  209,  1879. 

In  der  wiederholt  erwähnten  L.  Brill'schen  Sammlung^ 
befinden  sich  auch  Modelle,  welche  die  Projectionen  der  regel- 
mässigen Polyeder  des  Raums  von  4  Dimensionen  auf  den  Baum 
von  3  Dimensionen  darstellen. 

§  4.    Zusammenhang  der  Biemann'sohen  Flächen. 
Beguläre  und  symmetrische  Biemann'sche  Flächen. 

In  Kap.  15,  §  2  des  ersten  Bands  des  Repertoriums  war 
schon  bei  Gelegenheit  der  algebraischen  Functionen  von  den 
sogenannten  Biema/nn'schen  Flächen  die  Rede.  Es  wurden  dort 
speciell   die  zweiblättrigen  (hyperelliptischen)  Flächen  betrachtet 
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und  angegeben,  auf  welche  Art,  d.  h.  durch  welche  Schnitte 
sich  diese  Flächen  einfach  zusammenhängend  machen  lassen. 

Bei  den  Flächen  von  beliebigem  Geschlecht  bietet  sich  auf 
analoge  Art  das  Problem  dar,  die  Fläche  zuerst  auf  einen  be- 
stimmten Typus  zurückzuführen  und  dann  die  Schnitte  zu  con- 
struiren,  die  sie  einfach  zusammenhängend  machen. 

Wir  gehen  auf  die  Einzelheiten  der  Lösimg  dieser  Probleme 
hier  nicht  näher  ein  und  erwähnen  nur,  dass  sich  Lüroth  in 
einem  kurzen  Aufsatz  „Ueber  VerisweigungsschniMe  und  Quer- 
schnitte*' in  den  Maik.  Ann.^  4  und  dann  C leb  seh,  ib.,  6  mit  ihnen 
beschäftigt  haben;  ihre  Resultate  wendeten  später  Kasten,  JHs- 
sert.,  Göttingen  1876  auf  den  Fall  einer  dreiblättrigen  Fläche 
und  Graf,  Dissert,  Bern  1878  auf  eine  sechsblättrige  Fläche 
mit  20  Verzweigungspunkten  an.  Andere  verwandte  Arbeiten 
sind  von  Lüroth,  Erlanger  Site.  Ber,,  1883;  Äbh.  der  Jcgh 
hayr.  Äcad.,  München  1885,  1887. 


Jeder  Verzweigungspunkt,  in  dem  sich  tw^  Blätter  der 
Xläche  cyclisch  vereinigen,  ist  m^  —  1  einfachen  Verzweigungs- 
punkten gleichwerthig,  d.  h.  Punkten,  in  denen  nur  zwei  Blätter 
verbunden  sind.     Siehe  auch  Bepertorium,  1,  p.  389. 

Wenn  die  Fläche  n  Blätter  hat,  vom  Geschlecht  p  ist 
und  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Verzweigungspunkte,  denen 
die  sämmtlichen  Verzweigungspunkte  der  Fläche  äquivalent  sind, 
t  genannt  wird,  so  ist: 

t=  2w  -f  2i9  —  2. 
Das  Geschlecht  einer  Biewiann' sehen  Fläche  ist 
i?  =  —  w  +  1  +  ^^.  (m^  —  1) , 

worin  die  Summirung  ^  über  alle  Zahlen  m^  zu  erstrecken  ist, 
weilet  die  Anzahl  der  in  jedem  Verzweigungspwnkt  cyMisch  mit- 
einander verbundenen  Blätter  angeben. 

Ist  das  Geschlecht  p  gegeben,  so  ist  der  kleinste   Werth  der 

Zahl  n  die  grösste  ganze  in      "T     enthaltene  Zahl. 

tt 

Hurwitz,  Maik.  Ann.^  39  hat  gefunden,  dass,  wenn  die 
t  Werthe  von  z,  für  welche  eine  Riemann'sche  Fläche  mit  n  Blät- 
tern und  vom  Geschlecht  p  Verzweigungen  haben  soll,  gege- 
ben sind,  es  für  n=2  eine  Riemann'sche  Fläche  mit  diesen  Ver- 
zweigungen gibt,  femer  -J-(3'""^ —  l)  solche  Flächen  für  w  =  3; 
^(2'-*—  1)    (3'-2—  1)  für  w  =  4;  etc. 
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Wenn  da$  Geschlecht  |?  =  0  und '  die  Anzahl  der  Blätter 
^  (>  2)  ist ^  so  befragt  die  AneM  der  Biemann'schen  Flächen 

Dieses  Problem  untersuchte  für  w  =  3  auch  Kasten,  L  c 

J^ne  Eiemann'sdhe  Fläche  vom  GesMecht  p  lässt  sich  im 
Allgemeinen  auf  <x>9  Arten  conform  (mnkdireu)  auf  sich  selbst 
-abbilden;  dabei  ist  ^  =  3  für  p=^  0,  ^  =  1  für  j?=  1  und 
Q  =  0  für  p>l,  Schwarz,  Creäe,  87;  Hettner,  G^ü. 
Nachr.,  1880,  p.  386;  Noether,  Math.  Ann.,  20,  21;  Klein, 
Ueber  Biemami's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer 
Integrale,  Leipzig  1882,  p.  66,  67. 

Alle  Biemann'schen  Flächen  vom  Geschlecht  NuU  lassen  sich 
conform  ineinander  trcmsformiren;  sie  haben  keine  absolute  In- 
-Variante  (keinen  Modtd);  d.  h.  es  existirt  kein  Ausdruck,  welcher 
von  den  die  Biemann^schen  Flächen  vom  GesMecht  NuU  bestim- 
menden Constanten  abhängt,  und  u/nverändert  bleibt^  wenn  die 
Biemann'sche  Fläche  transformirt  wird. 

In  dem  Fall  p  =  1  gibt  es  dagegen  einen  eineigen  Modul, 
für  jp  >  1  existiren  Sp  —  3 ,  im  Allgemeinen  3p  —  S  -{-  q 
Moduln,  worin  q  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat.  Ei e mann, 
Theorie  der  Äbd'schen  Functionen,  CreUe,  54,^1857,  §  12.. 

Jede  Biemann'sche  Fläche  mit  n  Blättern  und  t  Verzwei- 
gungspunkten  lässt  sich  durch  stetige  Variation  der  Constanten 
in  jede  andere  Biemann'sche  Fläche  mit  derselben  Anzahl  von 
Blättern  und  Verzweigung spunkten  transformiren. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  aus  den  Abhandlungen  von 
Lüroth,  Math.  Ann.,  4;  C  leb  seh,  ib.,  6  entnehmen;  siehe 
Klein,  1.  c,  p.  66. 

Benutzt  man  den  für  die  Minimalflächen  geltenden  Satz, 
dass  ihre  sphärische  Abbildung  conform  ist  (vergl.  Kap.  16),  so 
«rgibt  sich :  Eine  auf  die  Kugel,  statt  auf  die  Ebene,  aus- 
gebreitete Biematm'sche  Fläche  mit  mehreren  Blättern  lässt  sich 
conform  auf  eine  Minimalfläche  abbilden.    Weierstrass. 

Man  erhält  so  eine  Fläche  von  gewöhnlichem  Aussehen, 
die,  wie  die  Biemann'sche,  zum  Studium  der  analytischen  Func- 
tionen benutzt  werden  kann;  mittelst  der  Principien  der  Andlysis 
Situs  kann  zwar  bekanntlich  immer  eine  Fläche  von  gewöhn- 
lichem Aussehen,  d.  h.  ohne  Verzweigungen,  gefunden  werden, 
die  eine  Deformation  einer  beliebigen  Eiemann'schen  Fläche  vom. 
Geschlecht  p   ist    (wie  z.  B.   die  Kugel   mit  p  Henkeln,  siehe 
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H^ert,,  1,  p.  392);  die  Bedeutimg  des  vorstehenden  Theorems 
beruht  jedoch  darauf,  dass  die  Minimalß&ch.e  und  die  Biemann- 
sche  sich  gegenseitig  conform  (winkeltreu)  aufeinander  abbilden 
lassen,  was  für  die  Eugel  mit  p  Henkeln  in  Beziehung  zur 
Eiemann'schen  Fläche  nicht  gilt. 


Eine  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  p  >  1  kann  nicht 
imendlich  viele  ein-eindeutige  Transformationen  in  sich  selbst 
besitzen,  sie  kann  aber  eine  endliche  Anzahl  derselben  haben. 

Wenn  f(w,  0)  =  0  die  der  ßiemann'schen  Fläche  in  der 
Ebene  0  entsprechende  Gleichung  ist,  so  wollen  wir 

u\  =  B^  {w,  z) , 

setzen  imd  dabei  seien  die  It  rationale  Functionen,  welche  um- 
gekehrt die  «?,  iJ  als  rationale  Functionen  der  w^^  z^  liefern. 

Wir  nehmen  an,  die  vorstehende  Transformation,  die  wir 
mit  S  bezeichnen,  sei  so  beschaffen,  dass  für  sie  die  Mema/nn- 
sehe  Fläche  sich  in  sich  selbst  transformirt. 

Die  Anzahl  der  birationalen  oder  ein-eindeutigen  Transfor- 
^ncUionen  einer  Biemann^schen  Fläche  in  sich  selbst  kann  nicht 
grösser  als  84  (jp  —  l)  für  i)>l  sein,  Hurwitz,  Math,  Ann,, 
41,  p.  424. 

Eine  birationäle  Transformation  einer  Biemann'schen  Fläche 
in  sich  selbst  ist  immer  periodisch,  d,  h,,  wenn  man  von  einem 
Punkt  P  ausgeht  und  die  Transformation  m-mal  ausführt,  so 
muss  man  wieder  zu  P  zurückkehren.  Der  grösste  Werth  von 
m  ist  10  (i?  —  1). 

Jede  Biema/nn'sche  Fläche,  die  eine  Transformation  in  sich 
selbst  von  der  Periode  m  hat,  lässt  sich  durch  eine  Gleichtmg 
vom  Typus  q>(w^,  z)  =  0  und  ihre  Transformation  durch  die 
reducirten  Formeln 

w^  =  e  ^  w 

z^=^  z 
definiren. 

Dieses  letztere  Theorem  gilt  auch  f ür  jp  =  0  und  p  =  1-^ 
«s  ist,  wie  auch  die  vorhergehenden,  von  Hurwitz,  Math, 
Ann.,  32. 

Ausser  den  8  lassen  sich  auch  noch  andere  Transformatio- 
nen denken,  die  durch  die  Formeln 
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definirt  werden;  darin  bedeuten  «?,  z  die  zu  w,  je;  conjtigirt  com- 
plexen  Werthe. 

Eine  solche  Transformation  möge  2  heissen;  wir  können 
annehmen,  der  Eiemann'schen  Fläche  gehören  auch  Transfor- 
mationen 2  an. 

Alle  Transformationen  S  oder  2?,  welche  zu  einer  Rie- 
mann'schen  Fläche  gehören,  bilden  offenbar  eine  Gruppe.  Siehe 
Bepert  1,  p.  28,  204. 


Eine  Riemann'sche  Fläche,  zu  welcher  eine  Transformation 
2J  von  der  Periode  2  gehört  (so  dass  21^=1  ist),  heisst  sym- 
metrisch. 

Wenn  die  Relation  f{w^  z)  =  0  reelle  Coef&cienten  hat,  so 
leuchtet  ein,  dass  der  Biemann'schen  Fläche  die  Substitution  21 
vom  Typus 


w. 


w 


z^  =  z 

entspricht  und   die  Biemann'sche  Flädie  mithin  symmetrisch  ist. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt:  Wenn  die  Biemann'sche 
Fläche  symmetrisch  ist,  so  existirt  unter  den  unendlich  vielen 
Formen  der  Gleichu/ng  f=0,  die  ihr  entsprechen,  immer  eine, 
deren  Coefficienten  reell  sind. 

Auf  den  symmetrischen  Flächen  gibt  es  Linien,  die  bei  der 
Linientransformation  (Symmetrie)  unverändert  bleiben.  Die  An- 
zahl dieser  Linien  Jcarni  nicht  grösser  als,  p  -{-  1  sein. 

Die  symmetrischen  Eiemann'schen  Flächen  wurden  von 
Klein,  Biemann's  Theor,  der  alg.  Funct.  etc.,  Leipzig  1882 
und  dann  von  Weichold,  Zeitschr.  für  Math,,  28  untersucht. 
Ihnen  ist  ein  grosser  Theil  von  Klein 's  autographirten  Vor- 
lesungsheften, V,  Biemann'sche  Flächen,  Heft  2,  S.  S,  1892,  (bei 
Teubner  in  Leipzig  erschienen)  gewidmet. 


Eine  Riemann'sche  Fläche  mit  N  Blättern,  die  sämmtlich 
gleich  verzweigt  sind,  d.  h.  so,  dass  N  Transformationen  existi- 
ren,    bei    welchen  man   von   einem  Blatt    zu    einem    beliebigen 
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anderen  übergehen  kann,  heisst  eine  regulär  verzweigte  Eiemann- 
sehe  Fläche  oder  auch  einfach  regulär. 

Jede  einer  binomischen  Qleichimg  entsprechende  Biemcmn^sche 
Fläche  ist  regulär. 

Auf  einer  solchen  Riemann'schen  Fläche  müssen   die  Ver- 
zweigungspunkte  so   angeordnet    sein,    dass  sich,  wenn  z  =  z^ 

ein   Werth    von  z  ist,   für    welchen   eine  Verzweigung  besteht, 

N 
die   N  Blätter   für  z  =  Zq  in    —  Cyclen  vertheilen,  von  denen 

jeder  r^  Blätter  hat.  * 

Das  Geschlecht  ist  in  diesem  Fall: 


^=_,,+i+f2'- 


—  1 


worin  r^  die  Anzahl   der  cyclisch   in  jedem  Verzweigungspunkt 

vereinigten  Blätter  bedeutet  und  die  Summirung  ^  über  alle 
Verzweigungsstellen,  d.  h.  alle  Verzweigungspimkte,  die  in  einem 
einzigen  Blatt  enthalten  sind,  zu  erstrecken  ist. 

Es  sei  die  Gleichimg  f(w,  z)  =  0  gegeben;  man  betrachte 
sie  als  eine  algebraische  Gleichung  in  Bezug  auf  die  einzige 
Variable  i^;  d.  h.  man  denke  sich,  die  Variable  z  trete  darin, 
wie  ein  Parameter,  auf,  und  man  bilde  dann  die  Galois'sche 
Hesolvente  dieser  Gleichung. 

Man  erhält  eine  zweite  Gleichung  von  einem  gewissen 
Grad  N^  gleich  der  Anzahl  der  Substitutionen  der  Gruppe, 
die  zu  der  gegebenen  algebraischen  Gleichung  gehört,  vergl. 
liepert.,  1,  p.  104;  die  Biemann'sche  Fläche  mit  N  Blättern, 
welche  der  Gcdois^schen  Besolvente  mit  einem  Parameter  entspricht, 
ist  regulär  verzweigt. 

Die  Eiemann'schen  regulär  verzweigten  Flächen  wurden 
zuerst  von  Klein,  Math,  Änn.^  14  untersucht.  Er  studirte 
speciell  den  Fall  jp  =  3,  ^=168,  welcher  einer  Galois'schen 
Resolvente  der  Modulgleichung  für  die  Transformation  7*®'  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  entspricht. 

Später  beschäftigte  sich  mit  ihnen  Dyck,  Dissert,,  Mün- 
chen 1879;  Math,  Ann,,  17,  20,  der  die  Fälle  p  =  1,  2,  3  und 
in  einer  anderen  Arbeit  in  demselben  Bd.  17  der  MaÜi,  Ann,, 
p.  41^  auch  den  Fall  jp  =  3,  ^=96  betrachtete. 

Ueber  die  Werthe  von  N^  welche  den  Werthen  jp  ==  0,  1 ,  2 
entsprechen,  siehe  Appell-Goursat,  Fonct.  algibr.,  Paris  1895, 
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p.  241  undjff.,  wo  man  auch  noch  andere  Angaben  ißndet.  Für 
jP  =  0  erhält  man  Eiemann'sche  Flächen  von  12,  24,  60  Blättern; 
die  zugehörigen  Gruppen  sind  Polyedergruppen.  Vergl.  E^ert.,  1, 
p.  375  u.  ff. 

Die  diesen  Fällen  entsprechenden  algebraischen  Gleichungen 
lauten : 


JVr=24,     0  = 


N=ßO,     z 


108w*(t(7*— 1)*~  ' 
(_-tt;«Q-|-  228«?^^  — 494m?^Q  —  228«?^—  1)» 


Die  in  der  ersten  Formel  enthaltenen  Polynome  liefern, 
gleich  Null  gesetzt,  die  sogenannten  Tetraedergleichungen ^  vergl. 
Hepert.,  1,  p.  377;  der  Zähler  und  Nenner  der  zweiten  Formel 
entsprechen  den  sogenannten  Polynomen  des  Cübus  und  des 
Octaeders;  der  Nenner  der  letzten  Formel  ist  die  5*®  Potenz 
des  Polynoms  des  Ikosaeders  und  der  Zähler  dessen  Hesse'sche 
Form.  Siehe  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig 
1884. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  von  Dyck,  Math, 
Ann,,  20,  p.  30,  das  Hurwitz  verallgemeinert  hat,  ib.,  41, 
p.  421: 

Wenn  eine  endliche  Gruppe  von  N  Transformationen  ge- 
geben ist,  so  lässt  sich  immer  eine  regulär  verzweigte  Riemann- 
sehe  Fläche  von  N  Blättern  finden,  deren  Gruppe  holoedrisdt 
isomorph  zu/r  gegebenen  Gruppe  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Theorems  kann,  wenn  eine  Biemann'sche 
Fläche  gegeben  ist,  die  eine  Gruppe  von  Transformationen  in 
sich  selbst  hat,  immer  eine  regulär  verzweigte  Riemann'sche 
Fläche  construirt  werden,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzt. 

Femer: 

Ist  eine  Gruppe  von  Transformationen  gegeben,  so  lässt  sich 
immer  auf  viele  verschiedene  Arten  eine  Biemann'sche  Fläche 
construiren,  welche  eine  Gruppe  hat,  die  holoedrisch  isomorph  zu 
der  gegebenen  ist     Hurwitz. 


§  5.   Die  Eiemann'schen  Fl&chen  yon  Elein.  575 


§  5.    Die  Biemann'sohen  Flächen  in  projeotivexn  Sinn 

von  Klein. 

Da  die  Biemcmn'scJien  Flächen  m  prqjectivem  Sinn,  die 
XI ein  studirt  hat,  in  naher  Beziehung  zu  dem  Gegenstand 
unseres  Kapitels  stehen,  so  wollen  *wir  zum  Schluss  noch  einige 
Worte  üher  sie  sagen. 

Wir  betrachten  eine  Curve  von  einer  gewissen  Classe  w. 
Von  jedem  reellen  Punkt  P  der  Ebene  lassen  sich  m  Tangenten 
an  die  Curve  ziehen,  von  denen  ein  Theil  imaginär  sein  kann; 
jeder  imaginären  Tangente  entspricht  ein  imaginärer  Berührungs- 
punkt, also  ein  imaginärer  Pimkt  der  Curve. 

Wenn  wir  uns  daher  den  Punkt  P  in  ebensovielen  aufeinander 
gelegten  Blättern  so  oft  gezählt  denken,  als  imaginäre  Tangen- 
ten von  P  aus  an  die  Curve  gezogen  werden  können  und  als  es 
daher  imaginäre  Punkte  der  Curve  (Berührungspunkte  der  von  P 
aus  gezogenen  Tangenten)  gibt,  so  stellt  die  Gesammtheit  der  so 
angeordneten  Punkte  P  ein  reelles  geometrisches  Gebilde  dar, 
von  dessen  Punkten  jeder  einzelne  einem  imaginären  Punkt  der 
Curve  entspricht.  Was  nun  die  reellen  Punkte  der  Curve  an- 
geht, so  erhält  man  sie  ebenso,  wenn  der  Punkt  P  auf  den 
reellen  Zweig  der  Curve  zu  liegen  konmit,  weil  alsdann  zwei 
conjugirte  imaginäre  Tangenten  sich  vereinigen  und  eine  reelle 
Tangente  mit  einem  reellen  Berührungspunkt  liefern.  Die  Ebenen- 
stücke, die  von  den  Punkten  P  gebildet  werden,  müssen  mithin 
an  der  reellen  Contour  der  Curve  endigen  und  sich  dort  zu  je 
zweien  miteinander  verknüpfen. 

Man  habe  z.  B.  eine  Ellipse.  Die  einzigen  Punkte  der 
Ebene,  von  denen  aus  man  imaginäre  Tangenten  an  sie  ziehen 
kann,  liegen  in  ihrem  Inneren,  und  zwar  können  von  diesen 
Punkten  aus  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Tangenten  an  sie  ge- 
zogen werden;  man  muss  sich  daher  denken,  der  Theil  der 
Ebene  im  Inneren  der  Ellipse  sei  in  zwei  gleiche  Blätter  ver- 
doppelt und  diese  seien  längs  der  Ellipse  miteinander  ver- 
bunden. Man  erhält  eine  Fläche,  die  sich,  wie  man  sieht, 
unmittelbar  in  eine  Kugel  deformiren  lässt  (eine  Fläche  vom 
Geschlecht  Null). 

So  leicht  ist  aber  die  Construction  der  Fläche  nicht,  wenn 
die  Fimdamentalcurve  von  höherer  Classe  ist;  das  Problem, 
welches  dabei  zu  lösen  ist,  besteht  darin,  die  Art  zu  ermitteln, 
auf  welche  die  verschiedenen  Blätter  verbunden  werden  müssen: 
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es  wird  gewisse  Theile  der  Ebene  geben,  die  als  doppelt,  gewisse 
andere^  die  als  vierfach  etc.  anzusehen  sind. 

Wir  geben  die  folgende  Literatur  über  diesen  Oegenstaud 
an:  Klein,  Math,  Ann.,  7,  10;  Harnack,  ib.,  9,  welcher  die  den 
Curven  3^®'  Classe  entsprechenden  Eiemann'schen  Flächen  con- 
stniirte  und  Haskell,  Dissert,,  Baltimore  1890,  der  sich  speciell 
mit  der  Curve  4*®'  Classe  beschäftigte,  deren  Gleichung  in  Ge- 
radencoordinaten 

lautet  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  autamorphe 
Form;  ihre  Gruppe  enthält  168  Transformationen.  Siehe  Bepert. 
1,  p.  346. 


Kapitel  XIX,    . 
Projective  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Ränme. 

§  1.    Allgemeines.     Xiineare  Mannigfaltigkeiten. 
Projective  und  metrische  Belationen.     Homographisohe 

Correspondenzen. 

Y^enn  n  Yariable  ar^,  a^, .  , . ,  a:^  gegeben  sind,  so  ist  jede 
Gruppe  von  speciellen  (reellen  oder  auch  complexen)  Werthen 
dieser  Variablen  ein  Element  (Punkt)  eines  Barnns  von  n  Dimen- 
sion^, eines  Hyperraums ^  den  wir  mit  B^  bezeichnen  wollen. 

Statt  n  Yariable  kann  man  auch  n  -{^  1  und  die  Ver- 
Mltnisse.  von  n  dieser  Variabein  zur  letzten  betrachteii;  - 'der 
Punkt  des  B^  wird  durch  die  Werthe  dieser  Verhältnisse  be- 
stimmt und  die  entsprechenden  Werthe  der  w  -f-  1  Variabein 
kann  man  die,  homogenen  Coordinaten  des  Punkts  nennen;,  sie 
können  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  nur  dürfen  sie  nicht 
sämpatlich  Null  sein.,  .     .  ^  ,. 

Eine  homogene  lineare.  Gleichung  zwischen  diesen  homogenen 
Coordinaten  definirt  eine  lineare  im  B^  enthaltene  .  Mannigfäl- 
UgJceit,  welche  man  eine  n  —  1-dimensionäle^  Ebene  En-^i  im 
i?„,  oder,  wie  die  Franzosen  und  Italiener  sägen ,  Hyper ebene 
nennt.  Der  Baum  B^  enthält  cx)"  solcjie  .Ebenen,  wie  er  öo" 
Funhte  enthält  \    .  .        :    , 

Die  Ebene  En—\  und  der  Punkt  können  als.  zueinatn^er 
dudle  Elemente  des  Baums  B^ ,  angesehen  werden;  jene  kann 
naan  sich  aus  Punkten,  diesen  dual  aus  Ebenen  En—i,  zusammjen- 
gesetzt  denken.  ..:... 

Zu  homogenen  Coordinaten  einer  'iJ'n—i  kann  man  die  «  +  ^ 
Coefficienten  ihrer  Gleichung  nehmen.    ;   .  -  :  - 

Die  Gesammtheit  der  ,Punkte,^  deren  Coordinaten  ^wel 
linearjen  Gleiohnngen  genügen^  bildet  ei?e;.Mäiinigfaltigk^it':  von 
n  —  2  Dimensionen,  die  man  n  —  2  -  dimensionaie  Ebefie  'E^X.% 
nennt;    die  Italiener    sagen   bipiano'^   die   durch   k  lineare  Glei- 

Pascal,  Repertorium.  II.  37 
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chungen   gegebene    Mannigfaltigkeit  -heisst    eine    n  —  k-dimen- 
sionäle  Ebene  JEn—k- 

Eine  Eq  ist  ein  Punkt;  eine  E^  nennt  man  eine  Gerade; 
eine  E^  bezeichnet  man  auch  bisweilen  als  gewöhnliche  Ebene, 
eine  E^  als  gewöhnlichen  Eaum. 

Nimmt  man  zu  Elementen  des  J?„  die  n  —  1  -  dimensio- 
nalen  Ebenen  En—i  anstatt  der  Punkte,  so  ergibt  sich  durch 
einfache  bekannte  Betrachtungen  anstatt  der  v-dimensionalen 
Ebene  E^  ein  (n  —  v — l)-dimensionales  ebenes  Punktgebilde 
Pn—v— 1,  durch  das  oo*  J5„_-i  hindurchgehen. 

Die  E^  und  die  Pn_y_i  büden  die  beiden  Eeihen  von  Grund- 
gebilden, die  sich  im  Baum  B^  dual  entsprechen;  die  aus  Punkten 
bestehende  E^  und  der  von  oo*»~^  En^x  umhüllte  P^  sind 
Gebilde  1*®'  Stufe  (von  einer  Dimension);  die  E^  imd  der  P^ 
sind  Gebilde  2*®'  Stufe,  und  so  weiter. 

Die  Ebene  En—k  ^ird  im  Allgemeinen  durch  n  —  t  +  1 
Funkte  bestimmt;  sie  ist  ein  linearer  Baum  {n  - —  ä)*^  Dimen- 
sion, ein  im  B^  enthaltener  Baum  JR«— jt. 

Zwei  lineare  im  B^  enthaltene  Bäume  Bn^k  ww^  -R«— *' 
haben  im  Allgemeinen  keine  Funkte  gemeinsdkaftlich ,  wenn 
k  ^  k'';>  n  ist;  sie  hohen  mindestens  einen  Baum  B^  gemein- 
schaftlich, ioenn, 

fc  -f-  Ä;'  ==  w  -^  r    ist; 

auch   wenn   k -}- k'^  n   ist,    können   sie   Punkte  gemeinschaft- 
lich haben. 

Wenn  B^,  B/  keine  Funkte  gemeinsam  hohen  und  zum  H^ 
gehören,  so  ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension,  der  zum 
B^  geliört  und  sie  beide  enthält,  von  der  Dimension  r  +  ^'-f- 1. 

Haben  femer  B^  \md  JR/  einen  Baum  B^  gemeinsam,  so 
gilt  der  Satz: 

Wenn  zwei  lineare  Bäume  B^  und  B^»  einen  Baum  B^ 
gemeinsam  haben,  so  ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension  t, 
der  sie  enthält^  von  der  Dimension 

t  =  r  ^  r^ —  m, 
jd,  h.,  es  ist 

^  -|-  wi  =  r  +  r\ 

Weitere  Besultate  über  die  in  einem  B^  enthaltenen  linearen 
Bäume  findet  man  bei  Bertini,  Bend.  Istit.  Lonib.,  1886; 
Segre,  Bend.  Fälermo,  2,  1888;  Castelnuovo,  Bend.  Acc. 
Lvncei,  1889. 


§  1.   Parallele  lineare  Mannigfaltigkeiten.  579 

Durch  Erweiterung  der  gewöhnlichen  Formeln  und  Betrach- 
tungen der  analytischen  Geometrie  imd  durch  Einföhrung  der 
Begriffe  des  FtiraUelismus ,  der  senkrediien  Riditung,  des  Ab- 
Stands,  der  Winkel  etc.  lässt  sich  eine  TMirische  Geometrie  der 
mehrdimensionalen  Bäume  aufstellen. 

Solche  Betrachtimgen  wurden  von  Jordan,  BiUl,  de  la  Soc, 
mcdh,,  3,  p.  103  und  von  D'Ovidio,  Mcm,  Acc,  Lincei,  1877; 
Math,  Awn.y  12  angestellt;  der  letztere  Autor  verallgemeinerte  die 
Formeln,  indem  er  ein  beliehiges  quadratisches  Gebilde  im  B^ 
(eine  hyperquadratische  Flädte)  als  das  Absolute  des  Baums  an- 
nahm (siehe   weiter    unten  Kap.  21). 

Zwei  Ebenen  En^i  mit  den  Gleichungen  (in  nicht  homo- 
genen Coordinaten) 

«i^^i-l f-«n^«  +  a  =  0, 

heissen  paraUel,  wenn 

«1  _  «t  _        _  ««     . 
\-  b,-'"-b^     "" 

Es  seien  zwei  lineare  Mannigfaltigkeiten  22«—*,  Bn—k' 
gegeben,  von  denen  die  erste  von  der  Dimension  n  —  k  durch 
die  Gleichungen 

A  =  Ötll^l  H h  «In^n  +  «1  =  Ol 

i2.-* 

definirt  wird  und  die  zweite  von  der  Dimension  n  —  Ä'  durch 
die  Gleichungen 


^k'  =  ^'1^1  -| h  h'n^n  •+•  ßk'  =  ^ 


Bn—k'» 


Von  den  im  Bn—k  enthaltenen  En—i  seien  q  von  einajider 
unabhängig*)  und  ebensovielen  im  Bn—k'  enthaltenen  En—i 
parallel;  wir  sagen  dann,  die  beiden  linearen  Mannigfaltigkeiten 
Bn—k,  Bn—k'  haben  einen  Paralleiismus  ^*®'  Ordnung. 


*)  d.  h.  so  beschaffen,  dass  keine  identische  lineare  Belation 
mit  constanten  Coefficienten  zwischen  den  linken  Seiten  ihrer  Glei- 
chungen besteht. 

37* 
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~  '  Wenn  k^k'  und  (>  ==  ifc  ist,  wird  die  erste  Mannigfaltig- 
keit der  zweiten  parallel  genannt. 

Die    beiden    Manmgfaltigkeitm    haben   einen   ParaUeHstnus 
Q^^  Ordmmg^  wenn  die  n  Gleichungen  ^  . 

sich  auf  nur  k-^h' — q  von  einander  verschiedene  Gleichungen 
reduciren  lassen,  d.  h.  wenn  die  Matrix  der  Coefficienten  dieser 
Gleichungen  den  Bang  k  -{-  k'  —  q  hat 

Der  Abstand  zweier  Punkte  (äj),  (y)  ist  durch 


Vi^i  —  ViY  +  • ;  •  +  {Pn  — .  Vff      gegeben. 

Der  Abstand  eines  Punkts  von  einer  linearen  Mannigfal- 
tigkeit ist  der  Abstand  des  gegebenen  Punkts  von  dem  Punkt 
der  Mannigfaltigkeit,  der  ihm  am  nächsten  liegt;  der  letztere 
heisst  die  orthogonale  Projection  des  gegebenen  Punkts. 

Der  Abstand  zweier  linearer  Mannigfaltigkeiten  ist  der 
Abstand  derjenigen  beiden  Punkte  der  einen  und  der  anderen, 
die  sich  am  nächsten  liegen. 

Eine  lineare  Mannigfaltigkeit  Bn—k'  heisst  senkrecht  auf 
einer  anderen  Bn—ky  wenn,  nachdem  durch  einen  Punkt  des 
Raums  zwei  Mannigfaltigkeiten  l?J,_;fc',  B'n^k  parallel  zu  Bn—y 
bez.  zu  jRrt_jfc  gelegt  wurden,  jeder  Punkt  von  B'^—v  sich  auf 
B'n—k  in  einen  Pimkt  ,projicirt,  der  dem  gemeinschaftlichen 
Schnitt  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  B'  angehört. 

Wenn  Ba—k'  senkrecht  auf  Bn—k  steht,  so  ist  umgekehrt 
auch  Bn—k  lothrecht  zu  Bn-^v- 

Sind  zwei  Gerade  mit  den  Gleichungen 


• 

X\  —  ■"  0*1 ,        x^       a^                          Jl         n 
— —   .  .  .   — , 

^1   —  ^1           ^J.  —  ^J                                ^n          K 

•/  • 

ft          :  A                        ßn 

• 

gegeben, 

SO  bleibt  der  Ausdruck 

'     2  (aß;) 

seinem  Werth  nofih  unverändert  (ist'  eine  Invariante)  für.  jede 
beliebige    lineare    orthogonale    Transformation    der    Coordinaten^ 
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d*  h.  für  eine  lineare  Transformation ,  die.  auf  die  VaHäbeln  x 
ausgeübt  wird  umd  deren  Determinante,  orthogonal  ist,  Mepert,, 
1,  S.  48.  ' 

Der  Winkel  ö  heisst  der.  Winkel  der  beiden  Geraden. 

Sind  zwei  beliebige  lineare  Maunigfaltigkeiten  gegeben ,  so 
kann  man  mittißlsfc  der  vorstehenden  Formel  die  Winkel  berech"^ 
nen,  welche  die  6_eraden  der  einen  mit  den  Geraden  der  anderen 
büden.  Der  Meinste  aller,  so  erhaltenen  Winkel  heisst  der  Winkel 
der  beiden  Mannigfaltigkeiten.. 

Die  beiden  MamiigfaJtigkeiten  stehen  senkrecht,  aufeinander^ 
wenn  dieser  Winkel  ein  rechter  ist;  alsdann  ist  jede  Gerade  der 
einen  stets  lothrecht  zu  jeder  Geraden  der  anderen. 


Einen  Baum  B^  mit  einem  jB^'  schneiden,  heisst  den  beiden 
gemeinsamen .  Baunx  B^  ==^  jB/.-fr'— n  construiren;  den  Baum  Jt^ 
VOR  einem  Baum  jRr'  aus  prcjiciren^  heisst  den  Baum  i^r+r'+i 
construiren,  der  sie  beide  enthält. 

Sind  in  zwei  Bäumen. B^,  Bn  zwei  Gruppen  von  n -\- 2. 
Punkten  gegeben,  so  kann  man  stets  durch  Projectionen  und 
Schnitte  von  der  ersten  Gruppe  zur  zweiten  übergehen. 

Zwei  Bäume  von  n  Dimensionen  B^^  B'^  heissen  projectiv 
oder  homographisch  oder  collinear,  wenn  zwischen  den  in  dem 
einen  enthaltenen  linearen  Bäumen  und  den  in  dem  anderen 
enthaltenen  eine  stetige  ein-eindeutige  Correspondenz  derart  besteht, 
dass  zweien  sich  angehörenden  Bäumen  in  dem  einen  zwei 
ebenfalls  sich  angehörende  Bäume  des  anderen  entsprechen,  und 
wenn  femer  jeder  Punktreihe  des  einen  eine  projective  Punkt- 
reihe in  dem  anderen  zugeordnet  ist. 

Zwei  homographische  und  superponirte  Bäume  B^,  Bn  können 
Jceine  w  -j-  2  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  ohne  zusammenzu- 
fallen, es  sei  denn,  n  +  1  beliebig  aus  diesen  herausgegriffene 
Punkte  liegen  in  derselben  En—i» 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Correlation  oder  Dttälität  oder 
Beciprocität  zwischen  zwei  Bäumen  deftnirt. 

Eine  Homographie  zwischen  zwei  Bäumen  wird  analytisch, 
wie  gewöhnlich,  so  dargestellt,  dass  man  lineare  Belationen 
zwischen  den  Ooordinaten  der  sich  in  den  beiden  Bäumen  ent- 
spriBchenden  Punkte  festsetzt;  die  Homographie  ist  allgemein, 
wenn  die  Determinante  der  Coefßcienten  dieser  linearen  Bela- 
tionen von  Null  verschieden  ist;  man  kann  sich  aber  denken, 
diese  Determinante  sei  Null,  und  habe  den  Bang  (die  Charakteristik) 
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n  —  Ä+l»  siehe  Be^ert.,  1,  p.  89;  man  erhftlt  dann  die 
sogenannten  singtdären  Homographim  von  der  Spedes  h.  In 
diesem  Fall  existirt  in  einem  der  beiden  Bäume  em  linearer 
Baum  -Bi— 1  t;on  der  Dimension  h  —  1  (ein  singulärer  Baum), 
der  so  beschaffen  ist,  dass  jedem  seiner  Punkte  alle  Punkte  des 
anderen  Baums  entsprechen;  imd  umgekehrt:  in  dem  zweiten 
Baum  gibt  es  einen  Baum  Ä^— a  von  der  Dimension  n  -^  h 
(smgulären  Bmtm),  dessen  Punkten  in  dem  ersten  Baum  aüe 
Punkte  eines  Baums  B'^  entsprechen,  der  den  singulären  Baum 
B'h—i  enthält 

Mit  dem  Studium  der  Theorie  der  Homographie  der  mehr- 
dimensionalen Eäume  hat  Veronese  in  der  weiter  unten  citirten 
Arbeit  den  Anfang  gemacht;  es  wurde  dann  weiter  verfolgt 
von:  Segre,  Mem,  Äcc.  Lincei,  1884 — 1886;  Mem.  Acc.  To- 
rino,  1886;  Bertini,  Bend,  Ist.  Lomb,,  1886 — 87;  Atti  Äcc. 
Torino,  1887;  Predella,  Ann.  di  mat.,  (2),  17;  Atti  Acc,  To- 
rino,  1891 — 92;  etc.  Siehe  die  Darstellung  in  Muth's  Theorie 
und  Anwendung  der  ElementartheUer,  Leipzig  1900,  §17,  Clas- 
sificationen der  CoUineaMonen  in  einem  Baum  beliebig  hoher 
Dimension.  

Es  waren  Cayley,  Oambr.  math.  Jouiit.,  4,  1845;  CreUe, 
1846;  Werke,  1,  p.  55,  317  und  Cauchy,  Compt  Bend.,  1847, 
die  zuerst  die  Ausdrücke  der  Geometrie  von  n  Dimensionen  an- 
wendeten, während  die  erste  Definition  der  Mannigfaltigkeiten 
von  n  Dimensionen  wohl  Grassmann  in  seiner  Ausdehnungs- 
lehre,  Leipzig  1844,  Berlin  1862  zu  verdanken  ist. 

Die  erste  gründliche  Erörterung  der  Principien  der  Geometrie 
in  einem  beliebigen  Baum  ist  von  Biemann,  üeber  die  Hypo- 
thesen, die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  1854,  veröffentlicht 
1867,  von  dem  auch  der  erste  Begriff  der  Krümmung  eines 
höheren  Baums  herrührt.     Siehe  weiter  unten  Kap.  20. 

Die  Arbeiten  und  Untersuchungen  über  die  Geometrie  von 
n  Dimensionen  lassen  sich  bei  dem  heutigen  Stand  der  Wissen- 
schaft in  drei  Kategorien  eintheilen. 

Zu  der  ersten  kann  man  alle  diejenigen  zählen,  welche  die 
Grundprincipien  der  Geometrie  in  absolu/tem  Sinn  betreffen, 
d.  h.  unabhängig  von  gewissen  Eimdamentalhypothesen  über  die 
Natur  des  Baums,  z.  B.  von  der  Hypothese  über  die  Linearität. 

Von  den  Studien ,  welche  diese  Bichtung  verfolgen ,  zu 
denen  sich  dann  auch  die  Untersuchungen  von  Lobatschefskij 
und   Bolyai  über  die  Grundlagen  der  nicht -Euklidischen  Geo- 
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mehrte  gesellen  (siehe  Kap.  21),  sind  die  wichtigsten  yön 
Eiemann,  1.  c;  Cayley,  Fhü,  Trans,,  93,  1859;  Werke,  2; 
Beltrami,  siehe  Kap.  20  und  21;  Helmholtz,  Ueber  die  That- 
Sachen,  die  der  Geometrie  jsu  Grunde  liegen,  Gott,  Nackr^,  1868; 
Klein,  Math.  Ann,,  4,  6;  De  Tilly,  JSssai  sur  les  prindpes 
fondam.  de  la  Geom,,  Bordeaux  1879;  Georg  Cantor,  Crdle, 
84,  oder  auch  Ac;ta  math,,  2;  Lie,  Leipz.  Ber,^  1886,  1890; 
Lüroth,  Satismigsber,  der  phys^-med,  Societät  zu  Erlangen,  1878^ 
1899,  Abbildung  von  Mannigfaltigkeiten  verschiedener  Dmen* 
sionen;  etc. 

Systematische  Behandlung  erfährt  derselbe  Gegenstand  in 
den  Büchern  von  Pasch,  Vorleeu^en  über  neuere  Geometrie, 
Leipzig  1882;  Veronese,  Fondamenti  di  Geometria,  etc.,  Pa- 
dova  1891,  deutseh  von  Schepp  unter  dem  Titel:  Grundzüge 
der  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen,  Leipzig  1894;  Kil- 
ling,  Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Paderborn 
1893;  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig  1899.  Am 
Schluss  des  umfangreichen  Veronese' sehen  Werks  sind  viele 
historisch -kritische  Angaben  zusammengestellt. 

Zu  der  zweiten  Kategorie  gehören  die  Arbeiten  über  die 
Ausdehnung  der  Begriffe,  Formeln  und  Sätze  der  gewöhnlichen 
Lifinitesimalgeometrie  auf  die  Bäume  von  mehreren  Dimensionen 
(siehe  Kap.  20);  zu  der  dritten  schliesslich  die  Forschungen, 
welche  die  Begriffe  und  Probleme  d^r  projectiven  und  metri- 
schen Geometrie  der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Eaums  auf 
beliebig  hohe  Mannigfaltigkeiten  auszudehnen  suchen. 

Die  bereits  citirten  Schriften  von  Jordan  und  D'Ovidio 
sind  der  letzteren  Eichtung  zuzuzählen,  zu  welcher  auch  die 
grundlegende  Arbeit  von  Veronese  in  den  Math,  Ann,,  19  zu 
rechnen  ist. 

Auf  dieser  Arbeit  fassend,  begann  man  die  projective 
Geometrie  der  mehrdimensionalen  B.äume  zu  begründen,  d.  h. 
die  Theorie  der  allgemeinen  Homographien^  die  Lehre  von  den 
in  einem  E^  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung 
und  speciell  auch  die  Theorie  der  in  einem  B^  enthaltenen 
quadratischen  Gebilde,  Curven,  Regelflächen,  etc. 

Es  ist  natürlich,  dass  man  auch  die  birationalen  Gorrespon- 
denzen  der  Ebenen  und  der  gewöhnlichen  Bäume  auf  die  mehr- 
dimensionalen Bäume  zu  erweitem  suchte.  Siehe  Kap.  6,  §  5; 
Kap.  9,  §  6.  Arbeiten  darüber  sind  von  Noether,  Math, 
Ann.,   2;    S.  Kantor,  Eend.  Ist.  Lomb.,  1894;  Brill,  Quart. 
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Journ.f  27,  18 96  und  für  den  Baum  von  4  Dimensionen  von  Del 
Pezzo,  Bend,  Ade.  Napoli^  1896—97. 

Die  darstellende  Geometrie  in  dem  Bauni  von  4  Dimensionen 
wurde  von  Veronese,  AUi  Ist  Veneto,  1882    behandelt. 

Betrachtet  man  femer  als  Element  des  Baums  von  4  oder 
mehr  Dimensionen  nicht,  wie  bisher,  den  Punkt,  sondern  die 
Gerade,  so  l^sst  sich  eine  Liniengeometrie  aufstellen;  Unter- 
suchungen dieser  Art  sind  von  Segre,  Mend»  Palermo,  2.  und 
Castelnuovo,  ÄUi  Ist.  Veneto,  1891.  . 

Wir  wollen  schliesslich  noch  bemerken,  dass  die  Kinemc^ik 
in  den  höheren  Bäumen  von  Jordan,  1.  c,  dann  auch  von 
Clifford,  Proe.  Lond.  math,  Soe,,  1876;  Beltrami,  BuU. 
Sciene.  mal^»,  1876  und  von  Anderen  untersucht  wurde;  ein 
Verzeichniss  zahlreicher  hierher  gehöriger  Arbeiteii  findet  man 
bei  Loria,  II  passato  e  il  presente  delle  principali  teorie  geom., 
2.  ed.,  Torino  1896.  p.  308,  309 ,  deutsche  Ausg.  von  Schütte, 
Die  hauptsächUehsten  Theorien  der  Geometrie,  Leipzig  1888,  p.  118 

§  2.    Ni^t  lineare  Mannigfaltigkeiten. 
Flächengebilde  im  B^*     Monoidale  Darstellnng. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  des  i?„,  deren  Coordinaten 
einer  rationalen  homogenen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  von  der  Ordnung  v  in  den  "Variabein  genügen,  heisst 
ein  algehraisehcs  FlächengcbUde  (Byperfläche)  v*®'  Ordnung  im  B„. 

Die  Zahl  v  gibt  die  Anzahl  der  Punkte  an,  in  denen  eine 
Gerade  das  Flächengebilde  (die  Hyperftäche)  schneiet. 

JSine  Hyperfläehe  v*®'  Ordmmg  ist  durch 

-  m  =  Ct')-' 

willkürliche  Punkte  bestimmt. 

Durch  einen  Punkt  P  einer  Hyperfläehe  kann  man  Gerade 
ziehen,  welche  in  diesem  Punkt  mit  der  Hyperfläehe  zwei 
Schnitte  gemeinsam  (eine  zweipunktige  Beruhfimg)  haben;  der 
Ort  aller  dieser  Geraden  ist  eine  En—i,  die  Hyperberührungs- 
ebene  an  die  Hyperfläehe  in  P  heisst. 

Man  nennt  Classe  der  Hyperfläehe  die  Anzahl  ihrer  Hyper- 
berühnmgsebenen ,  die  durch  einen  linearen  Erzeugungsraum 
i^n— 2  des  Baums  B^  gehen;  die  Classe  einer  Hyperfläehe  v**^ 
Ordnung  ist  im  Allgemeinen  gleich  v(v  —  l)**""^,  wenn  die 
Hyperfläehe  keine  Singularitäten  besitzt,  d.  h.  durch  eine  aUgc- 
meine  Gleichung  dargestellt  wird. 
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Singular  r*®'  Ordnung  werden  die  Punkte  einer  Hyper- 
fläclie  genannt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  jede  durch  sie 
gehende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusammenfallenden 
Punkten  trifft.  , 

Jeder  singulare  Punkt  r*®'  Ordnung  vermindert  die  Classe 
der  H^erfläche  tMn  r(r —  l)*""^  Einheiten, 

Eine  Hyperfläche  v**'  Ordnung  mit  einem  v  fachen  Punkt 
besteht  aus  unendlich  vielen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
(einem  Kegel). 

Algebraische  Mannigfaltigkeit  Ä;*®'  Dimension  und  v*®'  Ord- 
nung wird  ein  im  R^  enthaltener  Raum  k^^  Dimension  genannt, 
der  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  lineare  JR»—*  des  B^  ihn  im  All- 
gemeinen in  V  verschiedenen  Punkten  schneidet. 

Die  Mannigfaltigkeiten  von  zwei  Dimensionen  pflegt  mav 
Flächen^  die  einer  Dimension  Curven  zu  nennen. 

Eine  algebraische  Mannigfaltigkeit  heisst  normal  für  den 
eigenen  Baum,  wenn  sie  sich  nicht  als  Projection  einer  in  einem 
Bamn  höherer  Dimension  liegenden  Mannigfaltigkeit  derselben 
Ordnung  ansehen  lässt. 

Jede  algebraische  Mannigfaltigkeit  ä;*®'  Dimension  und  v*®' 
Ordnung  ist  immer  in  einem  linearen  Baum  B^^v—i  enthalten; 
kann  aber  auch  in  einem  linearen  Baum  von  weniger  Dimen- 
sionen liegen. 

Speciell: 

Jede  Mannigfaltigkeit  ^^  Ordnung  von  k  Dimensionen  ist 
immer  in  einem  linearen  Baum  Bk^^  enthalten. 

Jede  Curve  i/*®'  Ordnung  ist  immer  in  einem  linearen  Baum 
enthalten,  der  höchstens  v  Dimensionen  hat. 

Aus  diesem  Theorem  folgt,  dass  eine  Curve  2*®'  Ordnung 
stets  höchstens  eben,  eine  Curve  3*®'  Ordnung  höchstens  eine 
doppelt  gekrümmte  cubische  Curve  sein  kann,  etc. 

Ist  eine  Mannigfaltigkeit  ä;*®'  Dimension  gegeben,  so  bildet 
die  Oesammlheit  aller  sie  in  einem  Punkt  berührenden  Geraden 
(siehe  oben)  eine  lineare  Mannigfaltigkeit  von  derselben  Dimen- 
sion k.  Ueber  die  linearen  Bäume,  die  eine  Mannigfaltigkeit 
berühren,  siehe  Del  Pezzo,  Bend.  Acc.  Napoli,  1886. 


Zwei  algebraische  Mannigfaltigkeiten,  von  denen  die  eine 
die  Ordnung  v  und  die  Dimension  k,  die  andere  die  Ordnung 
v'  und  Dimension  k'  hat,   schneiden  sich  in  einer  Mannigfaltig- 
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Iceit  von  der  Ordnung  vv'  und  Dimension  k  -^-Ic  —  n,  voraus- 
gesetzt, dass  Ä-j-*'^^  ^^  '^^^  ^^^  beiden  MannigfalUgkeiten 
keine  Mannigfaltigkeit  von  einer  Ordnung  gemeinschafÜich  habm, 
die  grösser  oder  gleich  k  -\'k'  —  w  -f"  1  ^^*' 

Wenn  Ä  -f-  ^'  <C  w  ist,  so  hxiben  sie  im  Allgemeinen 
keinen  Punkt,  für  Ä  -f"  *'  *==  ♦*  dagegen  vv'  Punkte  gemeinsam. 
Halphen,  Bull.  Soc,  math,,  2;  Noether,  Math,  Ann^  11. 

Wie  bei  den  gewundenen  Curven  des  gewöhnlichen  Baums, 
so  bietet  sich  selbstverständlich  auch  hier  das  Problem  der 
analytischen  Darstellung  derjenigen  Mannigfaltigkeiten  im  Baum 
B^  dar,  die  nicht  immer  vollständige  Schnitte  von  Hyperflächen 
aind. 

Halphen  1.  c.  erweiterte  zu  diesem  Zweck  die  von  Cayley 
für  gewundene  Curven  vorgeschlagene  monoidale  DarsteUtmg. 
Vergl.  Kap.  9,  §  2,  S.  215. 

Ein  Monoid  ist  eine  Hyperfläche  v**'  Ordnung  mit  einem 
(v  —  l)  fachen  Punkt.  Jede  durch  den  vielfachen  Punkt  gehende 
Gerade  schneidet  sie  in  einem  einzigen  anderen  Punkt;  daher 
kommt  der  Name  Monoid. 

Jede  Mannigfaltigkeit  k^^  Dimension  kann  analytisch  durch 
eine  homogene  Belation  zwischen  nur  Ä  +  2  (Jiomogenen)  Coor- 
dinafen 

dargestellt  werden  und  durch   n  —  k  —  1  Monoide;  die  erstere 
Belation  ist  die  Gleichung  einer  conischen  Hyperfläche, 

Eine  andere  Methode  zur  analytischen  Darstellung  der 
Mannigfaltigkeiten  wird  durch  das  folgende  Theorem  Kro- 
neck er 's  vermittelt,  welches  wir  schon  bei  der  Besprechung 
der  Curven  doppelter  Krümmung  im  gewöhnlichen  Baum  erwähnt 
haben.     Vergl.  S.  214. 

Jede  Mannigfaltigkeit  Ä*®'  Dimension  des  Baums  B^  kann 
immer  als  vollständiger  Schnitt  von  höchstens  n-\-  1  Hyperflächen 
angesehen  werden. 


§  3.    Die  quadratischen  G-ebilde  im  B^,    Angaben  über 

die  eubisohen  Gebilde  im  B^. 

Ein  quadratisches  Gebilde  des  B^  ist  eine  Hyperfläche 
2*®'  Ordnung;  sie  wird  mithin  durch  eine  Gleichung  2*®"  Grads 
in  den  Coordinaten  dargestellt. 


I 
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Durch         g         Punkte  des  B^    geht  im  Allgemeinen   ein 

eineiges  quadratisches  GehUde, 

Das  qiMdratische  Gebilde  ist  auch  2^  Classe, 
Gibt  man  der  Gleichung  dieser  Fläche  die  Form 

^a.jX^Xj  =  0,     (t,  j  =  0,  1 ,  2,  .  .  . ,  n) , 

so  ist  die  Discriminante  der  Gleichung 

Ä  =  I  a^j  I . 

Wenn  diese  Discriminante  Ton  Null  verschieden  ist,  so 
ergibt  sich  das  allgemeine  quadratische  Gebilde,  im  anderen  Fall 
erhält  man  die  quadratischen  Kegel  oder  specidle  quadratische 
Gebilde,  Es  gibt  verschiedene  Arten  der  letzteren,  je  nach  dem 
liang  der  Determinante  ^;  wenn  ins  Besondere  der  Bang  von 
A  der  (n  —  Ä  +  1)*®  ist,  so  sagt  man,  der  quadratische  Kegel 
sei  von  der  h^^  Species. 

Ein  quadratischer  Kegel  7t*®'  Species  enthält  unendlich  viele 
Dqppelpmkte,  die  einen  linearen  Baum  Bh—i  hüden;  für  h=l 
erhält  man  nur  einen  Doppelpunkt, 

Die  allgemeinen  quadratischen  Gebilde  im  B^  haben  keine 
absoluten  Invarianten;  sie  haben  nur  eine  Invariante  (die  Discri- 
minante); sie  sind  daher,  vom  Standpunkt  der  prcjecHven  Geo- 
metrie  aus  betrachtet,  sämmtlich  äquivalent. 

In  einem  allgemeinen  quadratischen  Gebilde  gibt  es  lineare 

Bäume  von   der  Dimension   — ^ —   oder   — - — ,  je  nachdem  n 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  das  quadratische  Gebilde  Ä*®'  Species  ist,  so  werden 

diese  Zählen  bez,         ^ >  j^  nachdem  n-\-h  gerade 

oder  ungerade  ist. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  existiren  zwei  versdtie- 
dene  in  dem  quadratischen  Gebilde  enthaltene  Systeme  von  Bn—i- 

n-l  "^ 

Je  nachdetn  — ^ —  gerade  oder  ungerade  ist,  hat  man  den  funda- 

mentalen  Unterschied  zu  machen,  dass  sich  (im  ersten  FaU)  zwei 
JB„_i  nur  dann  schneiden,  wenn  sie  demselben  System  angehören, 

2 

oder  (im  zweiten  Fall)   nur   dann,   wenn   sie   zu   verschiedenen 
Systemen  gehören,     Segre. 
Allgemeiner: 
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Betrachtet  man  einen  (nicht  linearen)  Raum  von  der  Dimenr 

sUm  — -— ,  der  in  dem  quadratischen  Gebilde  enthalten  ist,  und 

die  linearen  Bäume  -R«—!   des  t^  Systems  in  Ic  Funkten,  die 

"2" 
linearen  Bäume  Ba—i  des  ^*®"  Systems  aber  in  k'  Bvmkten  trifft, 

tmd  dann  einen  anderen  analogen  Baum,  dem  auf  ähnliche  Art  die 
Zahlen  k^,  k^  entsprechen,  so  ist  die  Anzahl  der  Punkte,  in 
denen  sich  die  beiden  Bäume  schneiden, 

kk^-\-k^k',    wenn  — - —  ungerade, 
und 

kk^  4"  ^'T^i  f    wenn  — ^ —  gerade  ist. 

Dieses  Theorem  von  Segre  ist  die  Erweiterung  eines 
Chasles'schen  ^Satzes  über  algebraische  Curven,  die  auf  den 
quadratischen  Flächen  des  gewöhnlichen  Haums  liegen.  Vergl. 
S.  245. 


Mit  den  quadratischen  Gebilden  des  JB^  beschäftigte  sich  zuerst 
Yeronese  im  3.  Kap.  seines  Aufsatzes  in  den  Math.  Ann,,  ld\ 
später  widmete  ihnen  Segre  eine  umfangreiche  Arbeit,  Mem. 
Acc.  Torino,  1884,  der  auch  Büschel  von  quadratischen  Gebilden 
und  die  Fläche  4**'  Ordnung,  welche  die  Basis  des  Büsckels 
ist,  studirte  und  die  letztere  auf  Grund  der  Theorie  der  Wei er- 
stras s 'sehen  JSlementartheüer  classificirte.  Vergl.  oben  S.  395 
und  Bepert,  1,  S.  328  u.  ff.  Hierher  gehören  auch  ein  all- 
gemeines von  F.  Klein  angegebenes  Theorem  über  Scharen 
reeller  quadratischer  Formen  (Dissertation,  Ma^.  Ann,,  23)  und 
Untersuchungen  von  A.  Loewy,  Cr  die,  122. 

Das  Studium  und  die  Classification  dieser  Fläche  4*®'  Ord- 
nung steht  in  naher  Beziehimg  zu  den  Untersuchungen  über  die 
Fläche  4*®'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt,  welche  die  Frcjecüm 
der  ersteren  Fläche  auf  den  Baum  B^  ist.  Siehe  darüber  die 
Ausfahrungen  auf  S.  321. 

Mit  den  Büscheln  quadratischer  Gebilde  im  B^  beschäftigte 
sich  auch  Bertini,  Bend.  Lincei,  1886  und  mit  den  Büscheln 
specieller  quadratischer  Gebilde  (Kegel)  Segre,  Attl  Acc,  Torino, 
1884;  andere  Arbeiten  über  die  quadratischen  Gebilde  sind  von 
Del  Pezzo,  Bend,  Acc,  Napoli,  1885,  1895  und  über  ihre  Dif- 
ferentialgleichung von  Berzolari,  Bend.  Acc.  Lincei,  1896. 


§  4.    Flächen  des  Raums  B^ .  589 

Ueber  die  projective  Erzeugung  der  quadratischen  Gebilde 
als  Ausdehnung  der  gewöhnlichen  Erzeugungsweise  (vergl.  S.  100) 
findet  man  Näheres  in  den  citirten  Arbeiten  von  Veronese 
und   Segre. 

Die  bemerkenswerthesten  Fälle  der  Gebilde  3*®'  Ordnung 
des  Eaums  von  4  Dimensionen  (speciell  die  Gebilde,  welche 
Ebenen  enthalten  und  die  mit  6,  7,  8,  9,  10  Doppelpunkten) 
wurden  von  Segre,  Mem,  Acc.  Torino,  39;  Ätti  Äcc,  Torino, 
1887  und  von  Castelnuovo,  AiM  Ist  Veneto,  1887  studirt. 


Mit  gewissen  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen,  die 
aus  Eeihen  von  Ebenen  zusammengesetzt  sind,  befasste  sich 
Segre,  ÄtH  Äcc,  Torino,  21,  1886. 

§  4.    Die  Flächen   d.  h.  MannigfaltigkiBiten  von   zwei 

I^imensiohen  des  IRanms  B^,     Die  Segelflächen.     Die 

Verones6*8Che  Fläche   F^^  im  !Raum  B^. 

Von  den  im  B^  enthaltenen'  Mannigfaltigkeiten  von  Je 
Dimensionen  wurden  eingehender  die  Flächen  Qc  =  2)  und 
unter  diesen  die  auf  die  Ebene  abbildbaren  Flächen  und  die 
Begdflächen  voi^  Veronese  1.  c;  Segre,  Atti  Acc.  Torino^  1884, 
1886;  Bend,  Acc,  Lincei,  1887;  Math.  Ann,,  30,  34;  Del  Pezzo, 
Bmd.  Acc.  Napoli,  1885—86—87;  Bend.  Palermo,  1,  1887 
studirt. 

Viele  der. Betrachtungen,  die  über  die  Flächen  des  gewöhn- 
lichen Baums '  angestellt  werden ,  lassen  sich  leicht  auf  die 
Flächen  der  Räume  höherer  Dimension  ausdehnen;  so  z.  B,  die 
ebene  Abbildung,  die  Untersuchungen  über  das  Geschlecht  der 
Fläche  etc.  Ueber  diese  letzteren  siehe  die  auf  S.  223  citirten 
Arbeiten.  Man  beachte,  dass  in  dem  dort  erwähnten  Aufsatz 
von  Segre  die  Betrachtungen  über  einen  dem  Geschlecht  analogen 
invarianten  Charakter  auch  auf  beliebige  Mannigfaltigkeiten  aus- 
gedehnt werden. 

Eine  Punkt  für  Punkt  auf  die  Ebene  abbildbare  Fläche 
ist  ein  Homaloid  (oder  Fläche  vom  Geschlecht  NM^  oder  ratio- 
nale oder  unicursale  Fläche). 


Schneidet  man  eine  zum  B^  gehörige  Regelfläche  mit  linea- 
ren Räumen  i?«—!,   so  erhält  man   natürlich  Gurven  von  dem- 
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selben  Geschlecht*);   dieses  Gleschlecht   wird   als  Geschlecht   der 
Regelflädie  angesehen.     Siehe  8.  223. 

Alle  zu  einem  B^  (und  zu  hemem  geringeren  linearen  Baum) 
gehörigen  Flächen  (n  —  l)*®'  Ordnimg  sind  entweder  Hegel- 
flächen  oder  Kegel  mit  Ausnähme  der  sogenannten  Veronese- 
sehen  Flädie  4**'  Ordnung  (für  n  «=  5),  von  der  weiter  unten 
die  Rede  sein  mrd,     Del  Pezzo. 

Die  im  E^  enthaltenen  Flächen  n**'  Ordnung  sind  für  «>9 
sämmüidi  Begelflächen. 

Die  im  B^  enthaltenen  Flächen  v*®'  Ordnung  sind,  wenn 
V  unter  gewisse  Grenzen  herabsinkt,  sämmUich  Begelflächen,  Diese 
Grenzen  wurden  von  Del  Pezzo,  Bend,  Acc,  Napoli,  5.  Febr. 
1887  berechnet,  ergeben  sich  aber  nicht  sehr  einfach. 

Jede  zum  B^  gehörige  Begdfläche  (w  —  l)**'  Ordnung  ist 
rational. 

Eine  von  äUen  Erzeugenden  einer  Begelfläche  geschnittene 
Curve  heisst  Diredrix  (Leitlinie), 

Jede  Begelfläche  (n  —  1)*"  Ordnung  des  B„  lässt  eine 
einzige  Directrix  kleinster  Ord/nu/ng  zUj   es  wäre   denn  n  un- 

gerade  und  die  kleinste  Ordnung  gerade  — ^,  in  welchem  FaU 

es  oo^  LevUvnien  geringster  Ord/nung  gibt 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  zwei 
Begelflächen  {n  —  1)**'  Ordnung  des  B^  projektiv  identisch  seien, 
besteht  darin,  dass  sie  Leitlinien  von  derselben  geringsten  Ord- 
nung haben  müssen. 

Daraus  ergibt  sich  eine  Classification  der  Begelflächen 
(n  —  l)**'  Ordnung    des  B^    nach    der  Ordnung    der    Leitlinie 

geringster  Ordnung,  da  diese  Ordnung  von  1  bis  -^  bez,  -a" 
variiren  kann,     Segre. 

Auf  einer  Begelfläche  (n  —  1)*®'  Ordnung  des  JB„  schneiden 
sich  zwei  Leitlinien  von  den  Ordnungen  n  —  k,  n  —  Ä'  in 

n  —  k  —  y —  3 
Punkten,  • 

Die  rationalen  Begelflächen  eines  beHebigcn  Baums,  wMe 
vom  Geschlecht  p  =  0  und  der  (n  —  l)*®^  Ordnung  sind,  kann 
man  sämmäich  als  Prqjectionen  von  dem  B^  cmgehörigen  Begd' 
flächen  (n  —  l)*®'  Ordnung  auffassen. 

Die  elliptisdien  Begelflädicn  eines  bdichigen  Baums,  wdche 


*)  üeber  das  Geschlecht  der  Curven  siehe  §  5. 
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Ja«  Geschlecfit  p=l  und  die  Ordnung  (n-j-  l)  haben  und  keine 
Kegel  sind,  müssen  stets  PrqjecHonen  von  Eegelflächen  (n  +  1)*®' 
Ordnung  des  B^  sein. 

Alle  Eegelflächen  (die  keine  Kegd  sind)  vom  Geschledit  2 
und  der  Ordnung  »  -f"  ^  ^^  Projectionen  von  Eegelflächen  der- 
selben Ordnung,  die  zum  E^  gdiören. 

Allgemeiner: 

Äüe  Eegelflächen  von  der  Ordnung  v  und  dem  Geschlecht 
p,  die  einem  Eaum  angehören,  der  von  geringerer  Bknenmn, 
ais  Ey^%p^'i,  ist,  sind  PrciiecManen  von  demselben  Eaum  ange- 
hörigen  Eegelflächen  derselben  Ordmmg,     Segre. 

Jede  Eegelfläche  von  der  Ordnung  v  und  dem   Geschlecht 

p  enthält  Leitlinien  von  einer  Ordnung  <    T^    ;   daraus  ergibt 

sich,  wie  für  die  rationalen  Eegelflächen  (siehe  oben),  ein  Kri- 
terium zur  Classification  der  Begelflächen  nach  den  Leitlinien 
geringster  Ordmmg. 

Eine  Formel  von  Sturm- Segre  über  die  Ordnung  und 
das  Geschlecht  einer  Curve  auf  einer  Regelfläche  wurde  auf 
S.  230  angegeben. 

Eine  Eegelfläche  vom  Geschlecht  jp  >  0  und  der  Ordnung 
j;^4j?  *)  ist,  wenn  sie  kein  Kegeil  ist^  höchstens  in  einem  Ey^p 
enthalten. 

Wenn  sie  im  E^^p  enfhaiten  und  p'^  1  ist,  so  hcU  sie  eine 
doppelte  Diredrix;  ist  sie  im  i2„_p_i  enthalten  und  ist  j?  >  2, 
50  besitzt  sie  einen  doppelten  Kegelschnitt  oder  eine  doppelte  oder 
dreifache  gerade  Diredrix  oder  schliesslich  (für  j?  =  3)  eine  exn^ 
fache  ebene  Curve  4*®'  Qrdnumg,   «Segre. 


Wir  gehen  nim  zu  der  Veronese'schen  Fläche  über,  auf 
die  wir  schon  hingewiesen  haben. 

Die  Veronese'sche  Fläche,  die  wir  mit  Y^  bezeichnen 
wollen,  ist  4*®^  Ordnung  und  in  dem  Eaum  von  5  Dimensionen 
enthalten;  sie  ist  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Ebene  abbiMbar 
(also  ein  HomcUoid,  vergl.  S.  589)  und  ist  eine  ^orwo/fläche 
für  iJß.     Siehe  S.  585. 

Sie  wird  dadurch  erzeugt,    dass    man   den  Kegelschnitten 


*)  Diese  Beschränkung  dient  nur  dazu,  die  Resultate  zu  verein- 
fachen. Siehe  die  Arbeiten  von  Segre,  besonders  auch  in  den  Matk. 
Ann.,  die  vollständiger,  als  die  übrigen,  sind. 
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einer  Ebene  homographisch  die  E^  des  JR^  zuordnet;  allen  durch 
einen  Punkt  gehenden  Kegelschnitten  entsprechen  oo^  sich  in 
einem  Punkt  schneidende  E^  des  i?5;  der  Ort  dieser  Funkte  ist 
die  gesuchte  Fläche. 

Die  Fläche  enthält  ein  doppelt  v/nendliches  System  von 
Kegelschnitten  K;  durch  zwei  ihrer  Funkte  geht  nu/r  ein  Kegel- 
schnitt tmd  durch  einen  Funkt  von  ihr  oo^  Kegelschnitte. 

Zwei  Kegelschnitte  K  treffen  sich  in  einem  Punkt  und  liegen 
in  einem  Baum  B^,  der  in  diesem  Ftmkt  die  Fläche  berührt. 

Die  Berührungsehenen  bilden  eine  Hyperfläche  5*®'  Classe. 

Die  Ebenen  der  Kegelschnitte  K  heissen  Sdmittebenen 
1^^  Art. 

Zwei  Schnittebenen  1^^  Art  schneiden  sich  .niemals  in  einer 
Geraden,  sondern  immer  in  einem  einzigen  Funkt.  Sie  bilden 
eine  Hyperfläche  3^^  Ordnung. 

Eine  Ebene  des  Br^  hat  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  mit 
der  Fläche  gemeinsam  (sie  ist  keine  Secante);  sie  kann  aber 
einen,  zwei  oder  drei  Punkte  mit  ihr  gemeinsam  haben;  sind 
es  drei  imd  ist  sie  nicht  von  der  1*®^  Art,  so  heisst  sie 
Schnittebene  2^"^  Art. 

Unter  den  unendlich  vielen  linearen  Mannigfaltigkeiten  E^, 
die  durch  die  Ebene  gelten,  welche  die  Fläche  in  einem  Fwnki 
berührt,  gibt  es  eine  einzige,  die  Fläche  in  zwei  zusammenfaUenden 
Kegelsdmitten  schneidende  E^;  diese  E^  heisst  dc^elt  berührende 
Hyperebene. 

Die  oo^  doppelt  berührenden  Hyperebenen  Tiüllen  die  zur 
gegebenen  reciprote  Fläche  (4^^  Classe)  ein. 

Zwei  solche  Hyperebenen  schneiden  sich  in  einer  Berührungs- 
ebene; ebenso  bestimmen  zwei  Funkte  der  Fläche  eine  Schnittebene 
1*«'  Art. 

Zwei  Berührungsebenen  schneiden  sich  immer  in  einem  ein- 
zigen Funkt. 

Von  den  nicht  in  einem  B^  entfioMenen  Flächen  ist  die 
Veronese'sche  die  einzige,  deren  Berührungsebenen  sich  zu  je 
zweien  schneiden.     Del  Pezzo. 

Prqjicirt  man  die  F^*  von  einer  Geraden  Bi  öp«*s  auf  den 
gewöhnlichen  Baum,  so  ergibt  sich  eine  ßt  ein  er 'sehe  Fläche. 
Siehe  Kap.  12,  §  9. 

Wenn  die  Gerade  B^  die  V^  in  einem  Funkt  schneidet,  so 
ist  diese  Ptvjection  eine  Begel fläche  3^^  Ordnung;  trifft  B^  die 
y^  dagegen  in  zwei  .Funkten,  so   erhält  man    eine  Fläche  ^*®^ 
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Grads;  berührt  schliesslich  B^  die  Fj*,  so  ergibt  sich  ein  Kegel 
2^  Ordntmg. 

Die  y  er  on  es  ersehe  Eläche  ist  in  der  allgemeinen  Kategorie 
der  homaloidalen  Normalfiäclien  der  Ordnung  n^  des  Baums  von 

J" —  Dimensionen  enthalten;  diese  Flftchen  haben  die  fun- 
damentale Eigenschaft,  dass  sich  durch  ihre  Projection  auf 
unseren  Baum  alle  Flächen  des  B^  ableiten  lassen,  die  Punkt 
für  Punkt  durch  Curven  von  der  Ordnung  n  oder  kleiner  als 
n  auf  eine  Ebene  abbildbar  sind. 

Sie  wurde  zuerst  von  Yeronese  in  dem  citirten  Aufsatz 
der  Math,  Ann.,  19  erwähnt  und  dann  in  einer  besonderen 
Arbeit  von  demselben  Autor  eingehend  untersucht.  Mem,  Acc. 
Lincei,   19,  1884.  * 

Mit  diesen  Untersuchungen  stehen  die  Arbeiten  über  die 
Geometrie  der  Kegelschnitte  der  Ebene,  die  auf  S.  388  citirt 
wurden,  in  naher  Beziehung. 


§  5.    Die  Curven  in  den  Bäumen  B^. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Mannigfaltigkeiten  von  nur  einer 
Dimension  (den  Curven)  über. 

Vor  aÜen  Dingen  —  wir  wollen  ims  der  Kürze  wegen 
nicht  näher  darauf  einlassen  —  ist  die  Birweiterung  der  Begriffe 
vorzunehmen:  man  spricht  von  der  OsctUationsebene  (welche  mit 
der  Curve  drei  unendlich  nahe  Schnitte  gemeinsam  hat)  in 
einem  Punkt  der  Curve,  von  dem  Osculatiansraum  B^  (der  die 
Curve  in  vier  unendlich  nahen  Schnitten  trifft)  u.  s.  w. 

Eine  Berührungsgerade  wird  ferner  stationär  oder  Inflexions- 
iangente  genannt,  wenn  sie  mit  der  Curve  drei  unendlich  nahe 
Schnitte  gemeinsam  hat;  eine  Osculationsebene  heisst  stationär, 
wenn  sie  die  Curve  anstatt  in  drei  in  vier  unendlich  nahen 
Punkten  trifft,   etc. 

Zuerst  handelt  es  sich  bei  diesen  Curven  um  das  Problem, 
die  Beziehungen  zwischen  den  charakteristischen  Zahlen  festzu- 
stellen^ d.  h.  die  bekannten  Formeln  von  Plücker  für  die 
ebenen  Curven  imd  von  Cayley  für  die  doppelt  gekrümmten 
Curven  des  gewöhnlichen  Baums  auf  die  Curven  des  B^  aus- 
zudehnen. Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Veronese  ge- 
löst, 1.  c. 

Projiciren  wir  die  Curve  0**  des  B^  von  einem  Punkt  des 
Baums  B^  aus  auf  einen  linearen  Baum  Bn-.i^  so  erhalten  wir 

Pascal)  Bepertorinm.  IL  38 
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eine  Ourve  des  .  JRn  >-if  projiciren,  wir  dann  diese  Curve  auf 
einen  linearen  Baum  J?n— 2?  so  ergibt  sich  eine  Curve  dea 
Bn—2  u.  s.  w.  Wir  betrachten  dann  die  developpäble,  durch 
die  Tangenten  an  die  Curve  C^  erzeugte .  Hyperfläche  und 
ihren  Schnitt  8  mit  einem  linearen  Kaum  Bn—i  und  projiciren, 
wie  vorher,  diesen  Schnitt  S  nach  und  nach  auf  niedrigere  lineare 
Bäume.  Wir  betrachten  femer  die  durch  die  Tangenten  an  S 
erzeugte  Developpable  und  schneiden  diese  Developpable  durch 
einen  linearen  Baum  Bn—i  und  fahren  so  fort,  wie  vorher; 
d.  h.   wir  projiciren  nach  und  nach  auf  niedrigere  Bäume. 

Wie  man  sieht,  erhält  man  auf  diese  Art  n  —  1  ebene 
Curven ,  deren  charakteristische  Zählen  '  ebensovielen  charakte-* 
ristifioheh  Zahlen  der  gegebenen  Cürve  0"*  entsprechen;  wendet 
man  die  PI  ück  er 'sehen  Formeln  auf  jede  von  ihnen  an,  sO" 
ergeben  sich  im  Ganzen  3  (n  —  l)  Belationen  zwischen  den 
charakteristischen  ZcMen  der  gegebenen  Curve. 

Wir  bezeichnen  mit: 

m  die  Ordnwng  von  C""; 

h  den  ersten  Ba/ng  von  C"",  d.  h.   die  Anzahl  der  Tan- 

genten i^i  an.  0"*,  welche  einen  beliebigen  -B«— 2 
schneiden; 

w  den  zweiten  Ba/ng  von  0*",  d.  h.  die  Anzahl  der  Oscu- 

lationsebenen  B^  an  C*",  welche  einen  beliebigen  B„,—^ 
schneiden; 

w^^"^  den  driften  Bang  von  C"*,  d.  h.  die  Anzahl  der  Oscu- 
lationsräume  B^  an  C"*,  welche  einen  beliebigen  Bn—4 
schneiden; 

2(7(«— *)  den  (n  —  2)*^  Bang  von  C"^,  d.  h.  die  Anzahl  der 
Bäume  22«— 2,  welche  C^  osculiren  und  eine  beliebige 
Gerade  treflfen; 

^(«—8)    die  Classe  der  Curve; 

u\  die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (welche  drei  unend- 

lich nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  haben); 

w^^'^^  die  Anzahl  der  stationären  Osculationsebenen  (die  vier 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  haben); 

iv^^'^        die  Anzahl  der  stationären  Bäume  iJj; 

^^^(n— 8)  ^iß  Anzahl  der  stationären  Bäume  J?n— 2; 
^^(«—2)  ^ig  Anzahl  der  stationären  Bäume  JB^—i; 
B  die  Anzahl  der  Spitzen  von  C"".;    .      ...;_;. 
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n 


Z>j  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  (?*"; 

D  die  Anzahl    der    Bäume   Rn—2y    welche    durch  n  —  2 

willkürliche  Punkte  gehen  und  die  gewundene  Curve 
zweimal  schneiden  (der  scheinbaren  Doppelpunkte); 

D^^'  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Tangenten  an  0"*,  welche  einen  Bn—i  in  zwei  Punkten 
einer  Geraden  schneiden,  die  einen  beliebigen  Ä«— 4  trifft; 

D^^^  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsebenen  von  C",  welche  einen  -Rn— 2  ib  zv^ei 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  die  einen  willkür- 
lichen Rn—6  trifft; 

2)("— 2)  ^Q  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsräumen  Bn—i  von  C*^,  welche  sich  in  einem 
Pimkt  einer  beliebigen  gegebenen  Ebene  schneiden  oder 
auch  die  Ordnung  der  Doppelhyperfläche  von  (n  —  2) 
Dimensionen  der  durch  die  Osculationsräume  i^n— 2  von 
0"*  gebildeten  Developpablen; 

d  die  Anzahl  der  durch  n  —  2  willkürliche  Punkte  gehen- 

den Bäume  22n—i)  welche  zwei  nicht  consecutive  Tan- 
genten von  C"*  enthalten; 

d^^^  die  Anzahl  der  Paare  von  nicht  consecutiven  Oscula- 
tionsebenen von  C*^,  welche  einen  B^—i  in  zwei  Ge- 
raden schneiden,  die  zugleich  mit  n  —  3  willkürlichen 
festen  Punkten  des  Bn—i  in  demselben  Baum  -B«_2 
liegen ; 

(^(n— 2)  ^^g  Anzahl  von  Paaren  der  nicht  consecutiven  Oscu- 
lationsräume Bn—i  von  0"*,  welche  sich  in  einer  Ge- 
raden einer  festen  Ebene  schneiden; 

dj^  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  von  0"*; 

d^^^^        die  Anzahl  der  Doppelosculationsebenen  von  C 


im. 


^^(n— 2)  ^ie  Anzahl  der  Doppelosculationsräume  JBn—i  von  C*. 
Sind  diese  Beeeichmmgen  festgesetzt,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Belationen*): 

*)  Wir  haben  die  von  Veronese  benutzten  Zeichen  beibe- 
halten, die  von  den  Symbolen  für  die  doppelt  gekrümmten  Gurven 
des  gewöhnlichen  Baums  in  Kap.  9  abweichen;  die  einzige  Aende- 

rung,  die  wir  vorgenommen,  besteht  darini  dass  wir  w^^**"^^  an  die 

Stelle  von  w?^"  "*^  gesetzt  haben. 

38* 
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Ic  =  m{m  —  1)  —  2(2>  +  Dj)  —  3Ä, 

m=  hik  —1)  —  2{d  +  d^)  —  Z{w  +  w^, 
w  -\-  w^  —  i?  =  2(fc  —  f»), 
tr  =  lc{Tc  —  1)  —  2{IP^  +  <Ji)  —  3(fw+  Wi), 
A;  =  «£;(«;  —  1)  —  2((fW  +  e^i^)  —  3(w;W  +  w;^(2)) , 
m  +  w^  —  («;(i>  +  V^))  =  3(Ä;  —  tr), 
«;(!)=  w{w  —  1)  —  2(2)W  +  e^jW)  —  3  (Ä  +  wjd)), 
^    =  tc;(i)(«;(i)  —  1)  -  2  (dW  +  eii^)  -  3  {u^^)  +  m;/^)), 
A;    +  tr/i)  —  (trW  +  Wi^«))  =  3(«7  —  «7'i>) , 


-  ^(«-8;  =  «;(n-4)(^«-4)  —  1)  —  2(2)(«-*>  +  ^i^«-»))  — 

Definirt  man  das  Gesddechi  p  der  Curve   C^  als  das    Ge- 
schlecht einer  beliebigen  ebenen  Projection  von  C"*,  so  ist 

(fc  ~  1)  (A;  -  2)        / ,    ,     ,  X        /      ,       X 


Die  CWt;e ,  welche  der  vollständige  Schnitt  von,  (w  —  1) 
Syperflächen  des  R^  von  den  Ordnwngen  v^,  Vj, . . .,  bez.  Vn—i 
ist,  hat  bez.  die  Ordnimg  t»  =  v^  •  Vg  . .  .  Vn— i  w^wi  den  ersten  Mang 

^  =  n  •  ^2  •  •  •  '»'«-1  [-^"i  —  w  +  i] ; 

der  Ausdruck  für  B  lautet: 

22)  =  vj-vg  ...  Vn-^i  [vx'V^  ...  v«-i  —  ^v<  +  ^  —  2}  . 

Daraus  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Veronese'sohen  Formeln 
die  Werthe  der  übrigen  charakteristischen  Zahlen  ableiten. 
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Speciell  gilt: 

Der  vollständige  Schmitt  8^'  Ordnung  dreier  quadratischer 
Gebilde  des  Baums  von  vier  Dimensionen  hat  einen  ersten  Ba/ng 
gleich  8;  sem  2^^  Bang  ist  48,  die  Classe  32,  das  Geschlecht  5 
und  es  sind  120  stationäre  Bäume  B^  in  ihm  vorhanden. 


Der  Baum  höchster  Dimension,  dem  eine  Curve  von  der 
Ord/nu/ng  v  und  dem  Geschlecht  p,  wenn  v>  2p  —  2  ist,  an- 
gehören kann,  ist  ein  B^—p.  Dieses  wichtige  Theorem,  welches 
an  einen  Satz  über  die  Begelflächen  in  §  4  erinnert,  ist  von 
Clifford,  Phil,  Trans,,  1878;  mit  ihm  haben  sich  auch  Vero- 
nese,  Ma^,  Ann,,  19,  p.  213  und  Segre,  ib.,  30,  p.  207  be- 
schäftigt. 

Aus  einem  Theorem  in  §  2  geht  hervor,  dass  die  niedrigste 
Ordnung  der  dem  Baum  B^  angehörigen  Curven  n  selbst  ist. 

Die  Curve  von  der  Ordnung  n,  welche  dem  B^  angehört, 
ist  rational  (vom  Geschlecht  Null), 

Offenbar  ist  diese  Curve  eine  Normalcurve  für  den  Baum  B^ , 

Für  sie  sind  der  i**  und  (n  —  2)*®  Bang^  der  2^  u/nd 
(n  —  3)*®  Bang  etc.  bez.  zu  je  zweien  gleich 

2(«—  1),     3(n  — 2),.,. 

Die  Classe  der  Curve  ist  die  n^;  sie  hat  keine  Doppel- 
oder  stationären  Elemente. 

Durch  w  4"  3  Funkte  des  -R„,  von  denen  «  +  1  niemals 
in  einer  En—i  liegen,  geht  eine  wnd  nur  eine  Curve  n*®'  Ord- 
rning  des  B^, 

Zwei  Curven  «**'  Ordnung  des  B^  sind  immer  projectiv 
identisch. 

Mit  der  Normalcurve  n*®'  Ordmmg  des  B^  können  eine 
Gerade,  eine  Ebene,  ein  Baum  JBj, .  .  .  höchstens  zwei,  drei, 
vier^ , ,  ,  Punkte  gemeinsam  haben. 

Diese  Cwrve  kann  als  der  Ort  der  Schnitte  der  sic^  ent- 
sprechenden En^i  von  n  —  1  Büscheln  von  prqjectiven  -E»— i 
angesehen  werden. 

Durch  einen  Punkt  P  des  B^  können  n  osculirende  En—i  an 
die  Curve  gelegt  werden;  wenn  n  ungerade  ist,  so  liegen  die  n  Be- 
rührungspunkte dieser  Ebenen  in  einer  durch  P  gehenden  Ebene, 
Siehe  das  analoge  Theorem  von  Chasles  für  die  doppelt- 
gekrümmte Curve  auf  S.  250. 

Die  Curven  (n  -\-  1)*®'  Ordnung  des  B^  sind  elliptiscJi  (vom 
Geschlecht  p  =  1)    und    haben    mit   Ausnahme    von   (n  -|-  1)^ 
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stationären  Bäumen  Ä«_i  keine  Doppel-  oder  stationären  Elemente. 
Ihre  Classe  ist  die  n(n  -\-  l)*®  und  ihr  bezüglicher  Bang: 

A;=2(n  —  1)  +  2, 
M;  =  3(n— 2)  +  6, 


^,(«-4)  =  ^2  _  1 . 


Auch  diese  Curve  ist  normal  für  den  Baum  B„,  da  sie 
keine  Projection  einer  Curve  (n  -{-  l)*®'  Ordnung  des  Baums 
Bn^i  sein  kann,  weil  die  letztere  sonst  rational  wäre. 

Alle  in  i^g»  -^8 j  •  •  -9  ^»— i  enthaltenen  rationalen  Curven 
der  Ordnung  m  ^n  sind  immer  Prqjectionen  einer  Normälcurve 
n^^  Ordnung  des  B^. 

Alle  in  5,,  B^y, . .,  Bn—i  enthaltenen  elliptischen  Curven 
der  Ordnung  m  ^ «  -|-  ^  ^^^  immer  Prqjectionen  einer  Normal- 
ourve  (n  +  Ij*®'  Ordnung  des  B^. 

Allgemein: 

Die  dem  B^  angehörigen  Curven  von  der  Ordnu/ng  n-\-  p  und 
dem  Geschlecht  p  bilden,  mit  ihren  Frojectionen  auf  niedrigere 
Bäume  zusammengenommen,  die  Gesammtheit  der  einem  B^ 
a/ngehörigen  Curven  dieser  Ordnung  wnd  dieses  Geschlechts,  wenn 
r  ^n  ist;  für  n  -{-'p  >  2jp  —  2  bilden  diese  sämmtliöhen  Curven 
die  Gesammtheit  aller  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Ge- 
'schlechts;  denn  in  dem  letzteren  Fall  gibt  es  nach  dem  obigen 
Theorem  Clifford's  ausser  den  in  Bäumen  B^  (*"  ^  **)  existi- 
renden  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Geschlechts  keine 
anderen. 

Ueber  die  algebraischen  Curven  des  Baums  B^  siehe  die 
in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten  Arbeiten  und  auch  Segre, 
Griorn.  di  Batt.,  26;  Bmd.  Palermo,  2. 

Man  kann  die  Betrachtungen  über  die  vielfachen  Secanten 
*  am  Ende  des  §  4,  Kap.  IX,  S.  230  auch  auf  die  Bäume  aus- 
dehnen, die  eine  algebraische  Curve  von  B^  mehrfach  schnei- 
den. Siehe  darüber  eine  neuere  Arbeit  von  Tanturri,  Ann. 
i  mat,  (3),  4,  1900. 


Kapitel.  XX. 

Die  Inflnitesimalgeometrie  und  die  natarliche  Geometrie 
in  den  linearen  Räumen  Rn  nud  den  Bänmen  Bn  Yon 
^  constanter  Krümmung. 

§  1.    Die  CuTveü  in  den  linearen  Bäumen  B^. 

Wir  wollen  uns  die  Coordinaten  x  eines  Punkts  der  Curve 
als  Functionen  eines  Paürameters  t  gegeben  denken. 

Durch  ÄJ  -j-  1  Punkte  der  Curve  kann  man  einen  linearen 
Baum  von  Ic  Dimensionen  legen;  wir  lassen  die  Ä;  -f-  1  Punkte, 
wie  gewöhnlich,  sich  bei  der  Annäherung  an  einen  Punkt  P 
einander  imbegrenzt  nahe  kommen;  die .Grenzlage  dieses  linearen 
Baums  heisst  der  die  Curve  in  P  osculirende  lineare  Baum 
von  k  Dimensionen.    Die  Zahl  k  kann,  von  1  bis  n — 1  variiren. 

Der  Abstand  eines  dem  Pmikt  P  henachharten  Punkts  der 
Curve  von  dem  in  P  osculirenden  linearen  Baum  von  k  Dimen- 
sionen ist  ein  UnendlidhMeines  (k  -f-  1)*®*^  Ordnung. 

Die  Gleichungen  des  die  Curve  osculirenden  linearen  Baums 
von  k  Dimensionen  erhält  man,  wenn  die  Minoren   der  Matrix 

Aj  X^  f .    JLj  X^  t  •  *  '  f   -^n  ^n 


X-t  , 


^9  f 


X 


n 


rr 


1   ' 


4*^ 


a?' 


,(*) 


n 


pleicfi  Null  gesetzt  tverden;  dabei  bezeichnen  x^,  x^,  -  .  ,,.«:„  die 
Coordinaten  von  P  u/nd  x^ ,  x(' , .  .  .;  x^ ,  x^' ,  .  .  .  die  Dcri- 
virten  dieser  Coordinaten  nach  der  unabhängigen  Yariäbdn  t 

Wir  wollen  unter  ö^  den  Winkel  verstehen,  den  die  beiden 
in  zwei  benachbarten  Punkten  der  Curve  osculirenden  linearen 
Bäume  von  k  Dimensionen  miteinander  bilden  und  unter  s  den 
von  den  beiden  Punkten  begrenzten  Bogen;  die  Grenze  des  Ver- 
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hältnisses  —  heisst,  wenn  s   der  Null  zustrebt,   die   k^  Krüm- 

mu/ng  der  Curve  in  diesem  Punkt  und  der  reciproke  Werth. 
dieser  Krümmung,  wie  auch  sonst,  der  k^  Krümmungsradius. 
Es  gibt  n  —  1  Kriimmungsradien. 

Stellt    Jfj,   (0  ^  Ä  ^  w)    die    Summe    der    Quadrate    der 
Minoren  Ä*®'  Ordnung  dar,  die  in  der  Matrix 


X, 


3    X 


1    '  '     n 


enthalten  sind  und  wird  Mq  ^^  1    gesetzt  und  der  h*"  Erüm- 
mungsradius  B^  genannt,  80  erhält  man  die  allgemeine  Fortnd: 


1   ^^k+i^k-i 


Hl 


M,M, 


wobei  offenbar 

M,  =  <»  +  <»  + 

Es  gut  auch  die  Formel 

1 


+  <*    ist. 


M, 


*  +  ! 


*     *  — 1  1  TW  2 


M. 


Wen/n  M^  für  alle  Pu^nkte  der  Curve  verschwindet,  so  Uegi 
diese  in  einem  linearen  Baum  geringerer  Dimension;  ist  Jfi-f-i 
für  alle  Pimkte  der  Curve  NuU,  dagegen  Mj^  nicht,  so  Hegt  die 
Curve  in  einem  linearen  Baum  von  k  Dimensionen^  aber  in  keinem 
von  niederer  Dimension, 

Die  Punkte  der  Curve,  in  denen  M^  =  0  ist,  sind  die  so- 
genannten stationären  Punkte  der  Curve. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Curve.  Wir  wollen  das  folgende 
System  von  n  Geradei* betrachten,  die  zu  je  zweien  senkrecht 
aufeinander  stehen:  vorerst  die  Tangente  an  die  Curve,  dann 
das  Loth  auf  die  Tangente,  welches  in  dem  Osculationsraum 
von  2  Dimensionen  Hegt,  dann  das  Loth  auf  den  letzteren  Baum, 
welches  in  dem  Osculationsraum  von  3  Dimensionen  liegt,  u.  s.  w. 

Nennt  man  nun 


«21  »  •  •  •  >  ^2n^ 


^niy  '  '  '  J  ^nn 
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bez.  die  Richtungswinkel,  welche  die  n  Geraden  mit  den  n 
primitiven  Goordinatenaxen  bilden,  so  ergehen  sich  die  fol- 
genden Formeln j  die  als  Erweiterung  der  Formeln  von  Frenet 
und  Serret  in  Bezug  auf  die  Curven  doppelter  Krümmung 
(vergL  S.  460)  anzusehen  sindj  und  welche  die  Differentiale  der 
n^  Cosinus  der  Winkel  a  als  lineare  Functionen  der  Cosinus 
selbst  liefern: 

de  Bj^  Bj^_^ 

darin  ist  angenommen,  dass  für  Je  =  1  auf  der  rechten  Seite 
das  zweite  Glied  und  für  Je  =  n  auf  der  rechten  Seite  das  erste 
GUed  wegfällt.  Ueber  diese  Formeln  siehe  Brunei,  Jfa^Ä.  Ann., 
19  und  Landsberg,  CreUe,  114. 

In  Bezug  auf  die  Ausdehnung  des  Bonn  et 'sehen  Theorems 
über  den  Abstand  zweier  unendlich  naher  Tangenten  der  Curve  und 
über  den  Abstand  eines  Punkts  der  Curve  von  der  Osculations- 
ebene  in  einem  unendlich  nahen  Punkt  siehe  Jordan,  Compt. 
Bend.^  79,  1874,  p.  796.  Andere  Arbeiten  über  die  Infini- 
tesimaltheorie der  Curven  in  einem  beliebigen  Bauim  sind  von 
Hoppe,  Ärch.  der  Math.,  (l),  64;  (2),  6,  11,  12,  1880—1892. 

§  2.    Differentialgeometrie  der  in  linearen  Bäumen 
enthaltenen    Mannigfaltigkeiten    von    mehreren    Dimen- 
sionen.    Quadratische  DifTerentialformen. 

Wie  in  der  Theorie  der  Flächen  die  bekannte  quadratische 
DifFerentialform  von  zwei  Variablen  eingeführt  wird,  welche  das 
Quadrat  des  der  Fläche  angehörigen  Linienelements  angibt,  so 
wird  auch  bei  Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  zwei  Dimen- 
sionen eine  quadratische  Differentialform  von  n  Variahein 

n 

ds^  =^aijdXidXj        (l) 

benutzt,  welche  das  Quadrat  des  unendlich  kleinen  Abstands 
zweier  unendlich  naher  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  darstellt, 
d.  h.  wie  man  sagt,  das  Quadrat  des  dieser  MannigfalUgJceit  un- 
gehörigen Linienelements.  Wir  wollen  annehmen,  die  Form  (l) 
sei  eine  definite  positive  Form  und  die  Determinante  der  a 
sei  von  NuU  verschieden, 

Dass  man  eine  quadratische  Dififerentialform  und  nicht  eine 
beliebige   andere   Form,  z.  B.   4*®'    oder    6*®'  Ordnung    etc.    zu 
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Grunde  legt,  ist  eine  durchaus  specielle  Hypothese,  welche  sich 
nicht  machen  lassen  würde,  wenn  sie  nicht  die  Folge  einer  ande- 
ren Hypothese  wäre,  die  hier  ausdrücklich  aufgestellt  sei:  dass 
nämlich  unsere  Mannigfalltigkeit  immdr  in  einem  linearen  Baum 
von  einer  grösseren  Anzahl  von  Dimensionen  Enthalten  ist. 

Ferner:  *' 

Unter  der  Voraussetzimg ,  das  Lmiendement  lasse  sich  durch 

eine  q'oadratische  Form,   wie  (l),  ausdrücken,  kann  immer  eine 

Zahl  h 

derart  gefunden  werden,  dass,  wenn  y^, .  •  •>  ^n-f-Ä  geeignete  Fur.c- 
tionen  von  x^,  .  ,  , ,  x^  sind,,  die  Beziehu/ng  (l)  sich  aus  der 
Differentialform 

n-f-A 

ableiten  lässt,  welche  einem  linearen  Baum  von  n-\-  h  Dimen- 
sionen entspricht.  Siehe  Schläfli,  Ann.  di  mat,  (2),  5,  p.  190; 
Ricci,  ib.,  12,  p.  137. 

Die  kleinste  der  Zahlen  h  heisst  die  Classe  der  Mannig- 
faltigkeit.    Ricci. 

Die  natürliche  Geometrie  der  Mannigfaltigkeiten  reducirt 
sich  somit  auf  das  Studium  der  quadratischen  Differentialformen 
und  ihrer  Transformationen. 

In  der  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen  benutzt 
man  mit  Vortheil  die  sogenannten  C?iristoffeV sehen  Symbde, 
von  denen  es  vier  Kategorien  gibt:  die  Drei-Indices-Symbole 
i*«'  und  2*^' Art  und  die  Vier-Indices-Symbole  1*^'  und  2*"' Art. 
Siehe  Christoffel,  Grelle,  70  und  auch  weiter  oben  S.  474, 
475.      Die  Dreirlndices- Symbole  i*®'  Art  sind: 

rk  ;n  ^  1  /^    ,    ^ht  _  ^^kh\  . 
L*  J         2  V^o;^'  '     'öxj^  dx./'' 

imd  die  zweiter  Art: 

kh)  '^T  ,    fkh 


ITI  -^'^■.[' j. 


worin  die  A  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente  bezeidt- 
nen,  die  in  der  Determinante  der  a  dieselben  Indices  haben. 
Die   Vier-Indices-Synibole  2^^  Art  lauten: 
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o  iJci 


*  '^ '  dxj  ex.       ' 


+2[r;i-m-mra]. 


und  schliesslich  die  Vier-IncHces- Symbole  i*®'  Art: 

(kh,  ij)  =^an  {kl,  ij)  . 

i 

Zwischen  diesen  Symbolen  bestehen  viele  Relationen.  Näheres 
findet  man  in  den  auf  S.  604  citirten  Arbeiten  von  Christoffel 
und  Lipschitz  und  in  Kap.  2  der  DifferenUalgeomeirie  von 
Bianchi,  Leipzig  1899. 

Wenn  eine  quadratische  Differentialform  (l)  gegeben  ist 
und  angenonmien  wird,  die  x  seien  Functionen  von  n  anderen 
Variabein  x',  so  kann  (l)  in  die  Differentialform 

n 

-^  a'ij  dx{  dXj 

transformirt  werden. 

Diese  beiden  Differentialformen  heissen  äquivalent 
Eines  der  wichtigsten  Probleme  der  Theorie  der  Differential- 
formen  besteht    in     der  Ermittelung    der    Bedingungen,    unter 
welchen  zwei  quadratische  Differentialformen  äquivalent  sind. 
Zuerst    werden    die    Beziehungen    aufgesucht,    denen    die 

Functionen  x  und  x'  genügen  müssen;  sie  sind  durch  ^ — 

simultane  partielle  Differentialgleichungen  vom  Typus 

hk  j  ^ 

gegeben,  worin  u/nter   {   .  [   das  Christo  ff  eV sehe  Symbol  für  die 

tra/nsformirte  Form  verstanden  wird. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  dieses  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  sind  Bedingungsgleichungen,  denen  die  a 
imd  die  a  sowie  ihre  Derivirten  genügen  müssen.  Wenn  sie 
auf  geeignete  Art  combinirt  werden,  so  kann  man  diesen  Be- 
dingungsgleichungen eine  invariante  Form  geben  und  kann  auf 
diese  Art  Differentialinvarianten  oder  -parameter  erhalten,  d.  h. 
Ausdrücke,  die  bei  jeder  Transformation  der  Variabein  unver- 
ändert bleiben.     Siehe  Bepert,,  1,  p.  218  u.  ff. 
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Wir  wollen  uns  jedoch  nicht  auf  die  Einzelheiten  der  Gon- 
struction  dieser  DifiTerentialparameter  einlassen  und  verweisen 
auf  die  unten  citirte  Literatur. 

Die  Anzahl  der  Bedingtmgen  für  die  Trcmsformirharkeit 
zweier  quadratischer  IHfferentialfarmen  von  n  Variabel  beträgt 

n«(n«  — 1) 
12 

Damit  eine  quadratische  Differentuüform  von  n  Variabein 
sich  in  eine  solche  tra/nsformiren  lasse,   deren  Linienelement  die 

n 

Form  ^dx^  hat,  müssen  die  Bedingungen 

(hk,  ij)  =  0 

erfüllt  sein,   worin  (hk,  ij)  das  oben  definirte  Christo ffeVsche 
Symbol  bedeutet. 

Das  Problem  der  Transformation  der  Differentialformen 
enthält  als  speciellen  Fall  die  Ermittelung  der  Bedingungen, 
unter  denen  ein  gegebener  Baum  linear  ist,  sein  Linien- 
element sich  mithin  auf  die  Form 


7» 


2dx;^ 

reduciren  lässt. 

Die  Lame 'sehen  Gleichungen  für  die  dreifachen  Orthogo- 
nalsysteme  (vergl.  Kap.  16,  §  14)  entsprechen  gerade  den  jBe- 
dingungen,  unter  denen  der  Baum  von  drei  Dimensionen  linear  ist. 

Ein  diesem  Transformationsproblem  verwandtes  Problem 
besteht  darin,  aufzusuchen,  wcuin  eine  Differentialform  von  der 
Classe  NuU,  von  der  Glosse  1,  etc,  ist.  Siehe  oben.  Li  dieser 
Hinsicht  sind  die  Arbeiten  von  Bicci  zu  erwähnen,  Ann.  di  mal., 
(2),  12;  Bend,  Acc.  üwcei,»März  1888;  Lezioni  suMa  teoria 
delle  super fide,  Verona-Padova  1898,  p.  73. 


Das  Problem  der  Transformation  der  quadratischen  Diffe- 
rentialformen wurde  zuerst  von  Christoffel,  Grelle,  70  und 
von  Lipschitz,  ib.  70,  71,  72,  74,  78,  81  behandelt;  siehe 
auch  das  BuU,  de  Darboux,  4,  1873.  Der  letztere  imtersuchte 
auch  den  Fall  der  Differentialformen  höheren  Grads.  In  einer 
Arbeit  von  Suworoff,  russisch,  im  Auszug  reproducirt  in  dem 
BuU,  de  Darboux,   4  wird   nur   der  Fall   quadratischer  temärer 
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Differentialformen  betrachtet  und  werden  für  ihn  drei  invariante 
Ausdrücke  construirt;  mit  dem  allgemeinen  Fall  der  quadra- 
tischen Formen  beschäftigte  sich  später  dann  auch  Voss,  McUh. 
Ann,,  16. 

§  3.    Deformation, 

Verrüokiingen  xind  Biemann'sohe  Krüminting  eines  Baums. 

Bäume  von  constanter  Biemann'soher  Krümmung. 

Wenn  man  sich  an  die  Eundamentaleigenschaft  der  Gauss- 
sehen  Krümmung  K  der  Flächen,  bei  einer  Transformation  der 
Fundamentaldifferentialform  invariant  zu  bleiben,  erinnert,  so 
drängt  sich  unmittelbar  der  Gedanke  auf,  von  den  Studien  über 
die  Transformation  der  Differentialformen  auf  die  Ausdehnung 
des  Begriffs  der  Krümmung  überzugehen.  Wir  werden  in  diesem 
Paragraphen  die  ErümmuDg  eines  Baums  in  dem  Riemann- 
sehen  Sinn  behandeln. 

Vor  Allem  wollen  wir  das  folgende  wichtige  Theorem  von 
Beez  aufstellen  (Zeitschr.  für  Math,  u,  Fhys.,  20,  21;  siehe 
auch  Bicci,  Awn.  di  mat,  (2),  12,  p.  163  und  Cesaro,  Geom. 
intrinseca,  deutsch  von  Eowalewski,  Vorlesungen  über  natür- 
liche Geometrie): 

Ein  Baum  von  n  Dimensionen  (n>2),  welcher  in  einem 
Baum  von  n  -{-  1  Dimensionen  enthalten  ist,  lässt  sich  im  AU- 
gemeinen  nicht  deformiren,  wenn  man  immer  in  dem  Baum 
von  n  -^  1  Dimensionen  bleiben  wül,  d.  h.  es  ist  nicht  möglich, 
ihn  in  dem  umgebenden  Baum  zu  verbiegen  und  dabei  das 
lAniendement  tmverändert  zu  erhalten,  wie  es  mit  der  grössten  Un- 
eingeschränktheit  mit  den  Bäumen  einer  Dimension  (den  Linien) 
und  mit  etwas  mehr  Einschränkung  mit  den  Bäumen  von  zwei 
Dimensionen  (den  Flächen)  geschehen  kann.  Die  Biegung  ist 
nur  bei  spedeUen  Bäumen  ausführbar.  Die  einzigen  Verände- 
rungen, die  ein  allgemeiner  Baum  von  n  Dimensionen  (n  >  2) 
erleiden  kann ,  ohne  aus  dem  Baum  von  n  -f-  1  Dimensionen, 
in  dem  er  sich  nach  der  Voraussetzung  befinden  soU,  heraus- 
zutreten, sind  starre  Verrückungen,  d.  h,  Translationen,  Botatio- 
nen  etc. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  den  Begriff  von  der  Krümmung 
eines  Baums  in  einem  Funkt  nach  Biemann  zu  erklären. 

Wir  wollen  den  Punkt  P  des  Baums  betrachten  und  von 
ihm  aus  in  seiner  unendlich  kleinen  ümgebimg  die  sämmtHchen 
möglichen  geodätischen  Linien  in  allen  Bichtungen  ziehen,  d.  h. 
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die  Linien,  welche  den  kargesten  Weg  von  dem  Punkt  P  nach 
einem  ihm  unendlich  nahen  Punkt  in  demselben  Baum  dar- 
stellen, also  Linien,  für  welche  das  ihren  Bogen  darstellende  In- 
tegral ein  Minimum  ist.  Solcher  Linien  kann  man  (X>*~^ 
ziehen,  wenn  der  Bamn  n  Dimensionen  hat.  Unter  ihnen  lassen 
sich  stets  n  (und  nicht  mehr  als  n)  Linien  auswäJUen,  die  so  be- 
schaffen sind,  dass,  wenn  die  Differentiale  ihrer  vom  Funkt  P  aus 
gerechneten  Bogen  ds^, . .  .,ds^  genannt  werden,  die  Grössen 
ds^ ,  .  .  . ,  ds„  linear  unabhängig  sind.  Das  Bogendifferential 
jeder  anderen  geodätischen  Linie  lässt  sich  dann  immer  linear 
durch  ds^ , . .  .,  ds„  ausdrücken. 

Wir  wollen  zwei  solche  Linien,  z.  B.  die  den  Bogendiffe- 
rentialen  ds^,  ds2  entsprechenden,  und  zugleich  die  unendlich 
vielen  anderen  betrachten,  deren  Bogendifferential  durch  die 
Formel 

dSi2  =  k^ds^  -j-  X^ds^ 
ausgedrückt  wird. 

Die  Punkte  aller  dieser  unendlich  vielen  Linien,  die  sich 
über  ein  unendlich  kleines  Gebiet  um  P  erstrecken,  bilden 
eine  in  dem  totalen  Baum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  zwei 
Dimensionen  (eine  Fläche);  solcher  unendlich  Meiner  Flächen- 
ausdehnungen  um  P  kann  man 

?^(^     hersteUen. 

Von  jeder  dieser  Flächen  berechnen  wir  auf  die  Gauss- 
sche  Art  die  Krümmung  in  P  (sie  wird,  wie  auch  sonst,  aus 
den  Coefficienten  jener  quadratischen  Differentialform  von  zwei 
Variabeln  gebildet,  die  das  Quadrat  des  Linienelements  der  betref- 
fenden Fläche  darstellt) ;  diese  Krümmung  nennen  wir  nach  dem 
Vorgang  Biemann's  Krümmung  des  Baums  in  dem  Punkt  P 
na>ch  dieser  bestimmten  Flächenorientirung.  Wie  man  also  sieht, 
gibt  es  nach  diesem  Begriff  in  jedem  Punkt  des  Baums  so 
viele  Krümmungen,  als  voneinander   verschiedene  Flächenorien- 

tirungen  vorhanden  sind,   also  - — -'    Nimmt  man  an,  diese 

verschiedenen  Krümmungen  in  Bezug  auf  einen  imd  denselben 
Punkt  seien  einander  sämmtlich  gleich  und  bleiben  auch  bei  dem 
Uebergang  von  einem  Punkt  des  Baums  zu  einem  anderen 
unverändert,  so  erhält  man  die  Bäume  constanter  BAemann* scher 
Krümmung. 

Eine  solche  constante  Krümmung  kann  positiv,  negativ 
oder  Null  sein;  ist  sie  Null,  so  ist  der  Baum  linear. 
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Wenn  die  Krümmung  constant  positiv  ist,  so  wird  der  Baum 
sphärischer  oder  Riemann* scher  oder  dliptischer  Baum  genannt; 
ist  sie  dagegen  negativ,  so  heisst  der  Baum  pseudosphärischer 
oder  Löbatsdiefskif scher  oder  hyperbolischer  oder  nicht -Eudi- 
discher  in  engerem  Sinn;  ist  die .  Krümmung  schliesslich  Null, 
so  ergibt  sich,  wie  schon  gesagt,  der  lineare  oder,  wie  er  auch 
genannt  wird,  der  Eudidische  oder  parabolische  Baum.  Siehe 
Kap.  21. 

Der  pseudosphärische  oder  hyperbolische  Raum  dehnt  steh 
in  das  Unendliche  aus,  toährend  der  elliptische  Raum  nicht  un- 
endlich gross  isl     Biemann. 

Die  Biemann'schen  Bäume  constanter  Krümmung  besitzen 
die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  sie  auf  sich  selbst  derart 
ahwickdbar  sind,  dass  man  ohne  Deformation  von  einem  Punkt 
zu  jedem  beliebigen  anderen  übergehen  kahn,  tvas  sonst  nach  dem 
Beez'sdim  Theorem  nicht  möglich  ist;  für  diese  Räume  gut  also 
das  Prindp  der  vollkommenen  Bewegungsfähigkeit  der  Figuren 
ohne  Deformation,  une  es  z.  B.  bei  den  sphärischen  Flächen  des 
gewöhnlichen  Raums  der  FaU  ist.  Lipschitz,  siehe  das  Oitat 
im.  vorigen  Paragraphen ;  B  i  a  n  c  h  i ,  Rend.  Acc.  Lincei^  1898. 

Dem  Linienelement  eines  jeden  Raums  constanter  Riemann- 

scher   Krümmung  K  kann  immer    bei  geeigneter   Auswahl   der 

Coordinaten   (welche  auch  stereographische   genannt  werden) 

die  (Riemann' sehe)  Form 

,  Q            dxy^  +  dxJ  +  •  •  •  +  dx\ 
ds^  = ^-^ — ' ' — 

gegeben  werden;  die  Coefficienten  der  quadratischen  Differential- 
form  sind  mithin  consta/nten  Grössen  proportional,  da  der  Pro- 
portionalitätsfa^ctor  eine  Ftmdion  aller  x  ist. 

Wählt  man  ein  anderes  Coordinatensystem^  so  lässt  sich 
das  Linienelement  für  jeden  Raum  constanter  negativer  KrUm" 

mung  —  ^  durch  die  Formel  _ 

ds'  =  ^  (dx»  +  dx,'  +  •  •  •  +  dx„') 
darstellen^  worin  die  x  an  die  Relation 

x^  +  ^1-  +  ^2^  H ■+  V  =  «^ 

gebunden  sind  und  a  eine  Constante  bedeutet,  während  das  Linien" 

dement  eines  jeden  Raums  constanter  positiver  Krümmung  +  -^ 
durch 
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ds^  =  1^  (dx^^  +  dx^^-] f-  dxj  —  dx^) 

ausgedrückt  werden  Jcan/n^  worin  die  x  die  Gleichimg 

a;^  =  a^  +  a?!*  +  •  •  •  +  a?„* 

erfüllen  müssen. 

Wichtig  ist  die  folgende  Eigenschaft  der  Eiemann'schen 
Bäume  constanter  Krümmung : 

Wählt  mcm  in  ihnen  das  Coordinatensystem  auf  geeignete 
Art  aus  (nimmt  man  insbesondere  das  System,  für  welches  das 
Lmiendement  die  zuletzt  angegebene  Form  hat),  so  lassen  sicJi 
die  geodätischen  Linien  durch  lineare  Gleichu/ngen  ausdrücken; 
Theorem  von  Beltrami,  Ämfi.  di  mat,  (2),  2;  und  umgekehrt; 
wenn  in  einem  Kaum  bei  einer  specieUen  Auswahl  des  Coardi- 
natensystems  diese  letztere  Eigenschaft  besteht,  so  hat  der  Raum 
eine  im  Biemann^ sehen  Sinn  constante  Krümmung,  Schläfli, 
Ann.  di  mat,  (2),  5;  Beltrami,  ih.,  id.  Siehe  auch  Kap.  16, 
§  11,  S.  492. 

In  einem  Raum  von  constanter  negativer  Krümmu/ng  her- 
stimmen zwei  Funkle  ohne  Ausnahme  eine  geodätische  Linie 
und  zwei  durch  einen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  haben 
keine  anderen  Punkte  gemeimsam^  dagegen  kann  es  in  den 
Räumen  von  constanter  positiver  Krümmimg  vorkommen,  dass 
zwei  durch  einen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  sich  noch  in 
einem  anderen  Punkt  treffen  (man  denke  nur  an  die  gewöhn- 
liche Kugel);  es  ist  damit  aber  nicht  gesagt,  dass  dieser  Satz 
für  alle  Eäume  von  constanter  positiver  Krümmung  gültig  sein 
muss,  eine  Bemerkung,  die  von  Klein  herriüirt.  Vergl. 
Kap.  21,  §  2. 

Dem  Linienelement  eines  Raums  von  constanter  positiver 
Krümmung  -p,  kann  man  die  Form  geben  (Bianchi,  Rend. 
Acc.  lAncei,  7,  1898,  p.  155): 

ds^  =  R^  I  dx^  +  sin^  x^  dx^  + 

-f-  sin^iTi  %\i!? x^dx^  "f"  •  •  •  +  sin^^i  •  •  •  ^vc?Xn—\dx^\ 

und  demjenigen  eines  Raums  von  constanter  negativer  Krümmung 

—  "Di  jödß  der  drei  folgenden  Formen   (Bianchi,    Yorlesfvmgen 

über   I>ifferentlalgeometrie,    deutsch    von    Lukat,    p.  580,  582, 
vergl.   auch   weiter  oben  Kap.  16,  §  ll): 
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2...n 

«,* 

(hyperbolischer  Typus), 

ds^  =  cix^*  +  ^  *  ^  ^ik^^i^^kf 

,-,  * 

(parabolischer  Typus), 

2...W 

ds«  =  ixi»  +  sinh»  ß)  ^  ^t^**«*^*» 

(elliptischer  Typus). 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Coordinatensystem  für  die  Bäume 
constanter  Krümmung  wird  nach  Weierstrass  benannt,  ob- 
gleich es  schon  in  einer  firüheren  Abhandlung  aus  dem  Jahr 
1868,  Ann,  di  mat,  (2),  2  von  Beltrami  benutzt  wurde;  es 
gibt  dem  Linienelement  eine  der  folgenden  Formen: 

ds^  =  B^{^dyi^—  dy^)\  ^  ^^  Bäume  mit  constanter  nega- 
tiver Krümmung   —  ^ä , 


IV 


mit     y^  —^y,^  =  1 
» 

und: 

ds^  =  B^[dy^  -]r^^yi)\  für   die  Bäume   mit  constanter  posi- 

*  ?  1 

BQit     y^  -\-  ^y^  =  1  tiver  Krünmiung  -^  • 

i  ' 

Dieses  Coordinatensystem  lässt  sich  aus  dem  weiter  oben 
angegebenen  System,  welches  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft 
besitzt,  den  Gleichungen  der  geodätischen  Linien  eine  lineare 
Gestalt  zu  geben,  dadurch  ableiten^  dass  man 

CL  X- 

~  =  y,    ^*  =  y.- 

setzt. 

lieber  die  Formeln,  welche  dazu  dienen,  von  diesem  System 
auf.  das  Biemann'sche  überzugehen,  siehe  Bianchi,  Ann.  di  mat., 
(3),  2,  p.  102. 

Damit  ein  dreidimeipionaler  Baum  constante  Krümmung  K 
im,  Biemann* sehen  Sinn  habe,  müssen  sechs  Belationen  erfüllt 
«ein "(siehe  §  2);  sie  lauten  für  i,  j,  Ic  ^  1,  2,3,  tvenn  dem 
Imiendement  des  Baums  die  Form 

Pascal,  Bepertorium.  IL  39 


3 
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ds'^  =  H^  dx^^  +  Hg  dx^^  +  H^  dx.  2 
gegeben  wird,  folgendermassen: 


dxjdxj^       Hj^  dxj   dxj.    '    £^  ^ajj^  dx^'' 

Suworoff,  Bull,  de  Darhoux,  4,  p.  192. 

Für  K=0  erhält  man  die  Lame 'sehen  Formeln,  siehe 
Kap.  16,  §  14,  S.  505,  welche  die  Bedingungen  angeben,  unter 
denen  der  Kaum  linear  ist. 


Der  Begriff  der  Krümmung  eines  Baums  in  dem  oben  an- 
gegebenen Sinn  ist  ßiemann  zu  verdanken:  TJeber  die  Hypo- 
thesen, welche  der  Geometrie  zu  Grande  Uegen  (nach  des  Verfassers 
Tod  erschienen);  dann  folgten:  der  bereits  erwähnte  Aufsatz  von 
Beltrami,  Ann.  di  mat,  (2),  2,  lieber  die  Räume  constatder 
Krümmung  und  andere ,  die  ebenfalls  schon  citirt  wurden, 
wie   Schläfli    und  Beltrami,  Ami,  di  mat,  (2),  5. 

Die  Arbeiten  von  Lipschitz,  Voss  etc.,    auf  die  wir  in 
§  2  hingevriesen  haben,  dehnten  in  einer  anderen  Art  den  Begriff 
der  Gauss'schen  Krümmung  auf  Mannigfaltigkeiten  in  Räumen 
von  höheren  Dimensionen  aus  und  lieferten  auch  einen  ansehn- 
lichen Beitrag  zu    der  Riemann'schen   Krümmungstheorie;  man 
findet  bei  ihnen   z.  B.    eine  Formel,   welche    die   Riemann'sche 
Krümmung  durch  die  Coefficienten  der  quadratischen  Fundamen- 
taldifferentialform  ausdrückt.     Wir  verweisen   schliesslicli  noch 
auf   einen  Aufsatz  von  Schur,    lieber   den  Zusammenhang  der 
Bäume  constanten  Biemann* sehen  Krümmungsmasses  mit  den  pro- 
jectvüen  Bäumten,  Math,  Ann.,  27. 


Ein  Baum   constanter  Riemann'scher  Krümmung  hat,  wie 
bereits  gesagt  wurde,  unendlich  viele  Bewegungen  in  sich  selbst; 

to(?i-|-1) 

er  kann  ins  Besondere  auf  oo     ^      verschiedene  Arten  auf  sich  seR)st 

abgewickelt  werden,  worin  n  die  Anzahl  seiner  Dimensionen  angibt 

Man  kann  nun  danach  fragen,  wi^  wohl  die  anderen  Bäume 

beschaffen  sein  mögen,  die  nur  cx)**  Transformationen  gestatten,  wobei 

r  kleiner  als  ^ —    ^^t.     So    gibt   eß  ä.  B.   in   dem  gewöhn- 
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liehen  Baum  ausser  der  Kugel,  welche  cx>^  Bewegungen  in  sich 
selbst  hat,  die  Rotationsflächen,  die  nur  oo^  solche  Bewegungen 
zulassen,  etc. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  Lie,  Theorie  der 
Transformationsgruppen,  unter  Mitwirkung  von  Engel  bearbeitet, 
3  Abschn.,  Leipzig  1888,  1890,  1893,  1,  p.  310  und  3,  p.  575; 
Killing,  OreUe,  109,  p.  121;  Bianchi,  Mem.  deUa  Soc,  Ual. 
deUe  scieme,  (3),  11,  1897,  p.  267,  der  den  Fall  «  =  3  er- 
schöpfend behandelte;  Bicci,  Sui  gruppi  di  movimenti  in 
una  varieiä  qualunque  a  tre  dimensioni,  Mem.  della  Soc,  ital. 
deüe  scienee,  (3),  12,  1899;  Bicci  und  Levi-Civita,  Math. 
Ann.,  54,  p.  173. 


§  4.  Eine  andere  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Krümmung 
auf  Mannigfaltigkeiten  oder  Räume,  die  mehr  als  zwei- 
dimensional tmd  in  einem  höheren  Raum  enthalten  sind. 

Die  Ausdehnung,  welche  Biemann  dem  Begriff  der  Krüm- 
mung für  einen  höheren  Baum  gab,  hat  sich  von  grosser  Be- 
deutung erwiesen  und  ist  spedell  in  dem  Fall  von  Nutzen  ge- 
wesen, in  welchem  diese  Biemann'sche  Kriimmung  überall  constant 
ist.  Ist  sie  dieses  nicht,  so  erhält  man  eine  Erweiterung  der 
Gau  SS 'sehen  Krümmung,  die  vor  Allem  den  Missstand  zeigt,  dass 
sie  nicht  för  jeden  Punkt  des  Baums  oder  der  Mannigfaltigkeit 
einen  einzigen  Werth,  sondern  soviele  Werthe  hat,  als  es  diesem 

Punkt  zugehörige  Flächenorientirungen  gibt,  also  — -^ 

Es  scheint  daher  von  Vortheil  zu  sein,  den  Begriff  der 
Krümmwng  auf  eine  andere  Art  auszudehnen. 

Wir  wollen  uns  einen  BaUm  oder  eine  Mannigfaltigkeit 
Mn—i  von  n — 1  Dimensionen  denken,  die  in  einem  beliebigen 
Baum  M„  von  n  Dimensionen  enthalten  ist.  Wie  wir  in  dem 
Fall  der  in  einem  linearen  Baum  enthaltenen  Flächen  die  in 
einem  Punkt  die  Fläche  berührenden  Greraden,  so  wollen  wir  im 
ajlgemeinen  Fall  di&  geodäUschen  Linien  von  M^  betrachten,  die 
Mn—i  in  einem  Punkt  P  berühren. 

Bei  den  gewöhnlichen  Flächen  lassen  sich  die  Bichtungen 
der  Krümmtmgslinien  als  die  Halbirungsgeraden  der  Bichtungen 
der  Asymptotenlinien  ansehen,  d.  h.  als  die  Axen  des  Kegel- 
schnitts, der  diese  letzteren  Bichtimgen  zu  Asymptoten  hat, 
siehe   Kap.  16,  §  9;     ähnlich  betrachten  wir   im    allgemeinen 

39* 
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Fall  statt  der  Tangenten  an  die  Asjmptotenlinien  die  geodä- 
tischen Linien  von  M^,  welche  Mn—i  in  dem  Ptmkt  P  osctih 
liren  (dreiptmktig  berühren);  sie  bilden  eine  quadratische  Man- 
nigfaltigkeit ,  deren  (n  —  1)  Axen  mit  vollem  Becht  als  die 
Bichtungen  der  Krümmungslimen  anzusehen  sind;  diese  Axen 
stehen  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander  und  ihre  Längen 
steUen  genau  so,  wie  in  dem  gewöhnlichen  Fall  der  Dupin- 
schen  Indicatrix  für  die  Flächen,  die  Krümmungsradien  der  zur 
Mannigfaltigkeit  Mn—i  normalen  Sdinitte  dar,  die  in  den  Rich- 
tungen dieser  Krümmungslinien  gemacht  werden  (die  Hauptkräm- 
mungsradien);  sie  entsprechen  genau  den  Maxima  und  Minima 
der  Krümmungsradien  aller  imendUch  vielen  Normalschnitte, 

Der  reciproke  Werth  des  Products  dieser  Hauptkrümmungs- 
radien  heisst  die  totale  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  in  dem 
betrachteten  Funkt. 

Die  vorstehenden  Begriffe  ergeben  sich  aus  Betrachtungen, 
die  Lipschitz  und  Voss  in  den  im  §  2  citirten  Arbeiten  ange- 
stellt haben;  diese  Autoren  gehen  von  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Differentialformen  aus. 

Kronecker,  Berl,  Ber.,  1869,  p.  170,  695  und 
Beez,  Zdtschr.  für  Math.,  21,  24;  Ma^,  Ann.,  7  dagegen 
suchten  einen  anderen  Oedankengang  zu  Grund  zu  legen,  der 
sich   übrigens  auf  sehr  natürliche  Art  darbietet. 

Wir  woUen  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Fall  be- 
schränken, in  welchem  die  Mannigfaltigkeit  Mn—i  in  einem 
linearen  Baum  B^  enthalten  ist  und  wollen  in  ihm  eine  sphS- 
rische  Mannigfaltigkeit  von  n  —  1  Dimensionen  und  dem 
Badius  1  betrachten,  die  durch  die  Gleichung 

/•=V  +  ^»*  +  ---  +  ^„'  — 1  =  0 

dargestellt  werde,   während  die  Gleichung  der  gegebenen  Man- 
nigfaltigkeit 

laute. 

Wir  wollen  jeden  Punkt  von  F  jedem  Punkt  von  f  zuordnen 
und  wollen  dabei  so  verfahren,  wie  es  bekanntlich  bei  der  sphä- 
rischen Abbildung  der  Flächen  geschieht  (vergl.  Kap.  16,  §  8); 
d.  h.  wir  lassen  diejenigen  Punkte  einander  entsprechen,  in 
denen  die  normalen  Geraden  parallel  sind.  Betrachtet  man  das 
Volimien  eines  unendlich  kleinen  Elements  der  Mannigfaltigkeit 
um  einen  Punkt  P  xmd  das  Volumen  des  entsprechenden  Elements 
der  Kugel,  so  ist  die  Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  dem  letz- 
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teren  und  dem  des  Elements  der  Mannigfaltigkeit  die  Garns- 
sehe  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  im  Punkt  P;  sie  ist  der 
redproke  Werth  des  Froduds  der  Hauptkrümmungsradien,  wie 
hei  den  früheren  Betrachtungen, 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmung  K  lautet 

ö  ?    ^ 1   >    ^2   ?    • • ?  ^n 


K=  — 


S-+^ 


F       F  .      F  c  F 


worin   die   F.,  F^   die   ersten   und   zweiten   Derivirten   von   F 
"bezeichnen  u/nd  8  sich  aus      ^ 

S  =  yF^^  +  F^^-\ \-Fj    ergibt. 

lieber  den  Ausdruck  für  K  siehe  auch  Eicci,  Amt,  di 
mat,  (2),  12,  p.  165  und  über  w  ==  4  Suworoff,  BM.  de 
DarhouXy  4,  p.  186.      Vergl.  auch  Lie,  Gott.  Nachr.,  1871. 

Nennt  man  allgemein  ebene  bez.  sphärische  Mannigfaltig- 
keiten Mn—i  solche,  die  einem  M^  angehören  und  so  beschaffen 
sind,  dass  in  jedem  Punkt  die  (n  —  1)  Hauptkrümmungsradien 
sämmtlich  entweder  unendlich  gross  oder  derselben  endlichen 
Grösse  gleich  sind,  die  auch  dann  dieselbe  bleibt,  wenn  man  von 
einem  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  zu  einem  anderen  übergeht, 
so   gilt  der  Satz: 

In  einem  beliebigen  Baum  M^  existiren  im  Allgemeinen 
keine  ebenen  und  sphärischen  Mannigfaltigkeiten;  wenn  die  Coef- 
fidenten  des  Linienelements  von  M^  getoisse  Bedingungen  erfüllen, 
so  enthält  M^  oo*  Ebenen  oder  Kugeln  (von  gegebenem  Badius); 
in  dem  Fall,  in  welchem  Jf„  oo^  Ebenen  enthält^  körnten  jedoch 
in  ihm  keine  Mannigfaltigkeiten  von  der  Beschaffenheit  existiren, 
dass  die  Hauptkrümmungsradien  zwar  für  jeden  Punkt  sämmtlich 
einander  gleich  sind,  von  Punkt  zu  Punkt  der  Mannigfaltigkeit 
aber  variiren.  Siehe  Voss,  Math,  Ann.,  16,  p.  157.  Dieses 
Theorem  entspricht  dem  im  gewöhnlichen  Raum  geltenden  Satz, 
dass  es  ausser  den  Kugeln  keine  Flächen  gibt,  deren  Punkte 
sämmtlich  Nabelpunkte  sind. 

In  einem  Baum  constanter  Biemann'scher  Krümmung  (siehe 
§  3)  existiren  Mannigfaltigkeiten,  für  welche  die  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser zwar  in  jedem  Punkt  einander  gleich  sind,  sicJi 
aber  von  Punkt  zu  Punkt  ändern,     Voss,  1.  c,  p.  160. 

Wen/n  die  totale  Krümmung  in  jedem  Punkt  einer  Mannig- 
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faltigkeit  Null  ist,  so  ist  diese  dadurch  umgezeichnet,  dass  von  jedem 
ihrer  Pimkte  eine  geodätische  Linie  von  M^  ausgeht,  welche  me 
vierpunktige  Berührung  mU  ihr  hat.  Will  man  die  Benennungen 
gebrauchen,  die  für  die  Flächen  benutzt  werden,  so  kann  man 
sagen,  jeder  Punkt  sei  ein  parabolischer  Pu/nkt  Siehe  Kap.  16,  §  9 

Wenn  die  totale  Krümwiu/ng  Null  ist  und  ins  Besondere 
n  —  2  der  Hauptkrümmungsradien  für  jeden  Punkt  der  Man- 
nigfaltigkeit von  n  —  1  Dimensionen  unendlich  gross  sind ,  so 
heisst  die  Mannigfaltigkeit  der  Analogie  mit  den  Flächen  des 
gewöhnlichen  Baums  wegen  eine  Devdoppable,  weil  sie  alsdann 
durch  eine  geodätische  Linie  des  Eaums  M^  auf  ähnliche  Art 
erzeugt  wird,  wie  eine  Developpable  durch  eine  Gerade  des  ge- 
wöhnlichen Raums. 

Ein  den  vorstehenden  Sätzen  verwandtes  Theorem  ist  von 
A.  Brill,  Math.  Ann.,  26,  p.  302: 

Eine  pseudosphärische  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  {von 
constamter  negativer  Biema/nn' scher  Krümmu/ng)  kann  es,  wenn  sie 
reell  sein  soll,  in  einem  Imearen  Baum  von  4  Dimensionen  mcHd 
geben,  sondern  nur  in  einem  linearen  Bawm  von  5  Dimensionen. 

Allgemeiner  (siehe  Bianchi,  Differentialgeometrie,  Leipzig 
1899,  p.  615,  619): 

In  einem  Baum  Bn^i  von  w -|-  1  Dimensionen  (w>2) 
consta/nter  Biemcmn'scher  Krümmtmg  K  gibt  es  keinen  Baum 
consta/nler  Biemann' scher  Krümmu/ng  Kq,  wenn  Kq  —  K  negaüv 
ist.  Ist  diese  Differenz  (die  relalive  Krümmung)  positiv,  so  sind 
die  entsprechenden  Hyperflächen  ausschliesslich  Hypersphären. 


Am  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  erwähnen, 
dass  auch  andere  Begriffe  und  Theoreme  der  Flächentheorie  auf 
die  mehrdimensionalen  Räume  ausgedehnt  wurden. 

Die  Erweiterung  der  Godazzi'schen  Formeln  fuhrt  zu 
einem  System  von  ^n{n — l)(5w — l)  Formeln  für  eine  in 
einem  linearen  Raum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimen- 
sionen; über  die  Ausdehnung  des  Eul er' sehen  Theorems  siehe 
Jordan,  Compt.  Bend.,  79,  1874,  p.  912  und  über  die  des 
Dupin' sehen  Theorems:  Lie,  Gott.  Nachr.,  1871;  Klein,  Jfa^/. 
Änn.^  5  und  auch  Cesaro,  Vorlesungen  über  natürliche  Geo- 
metrie. Eine  Darstellung  der  Differentialgeometrie  der  mehr- 
dimensionalen Räume  findet  man  bei  Kill  in  g.  Die  nicht -Eudi- 
dischen  Baumformen  in  analytischer  Behandlung ,  Leipzig  1885. 
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§  5.    Die  Differentialgeometrie  der  Mannigfaltigkeiten 
von  zwei  Dimensionen  (Flächen)  |in  den  Bäumen  constanter 
•  Biemaxm*8cher  Krünmxung. 

In  einigen  neueren  Arbeiten,  besonders  von  Bianohi,  wird 
der  Versuch  gemacht,  die  gewöhnliche  Differentialgeometrie  der 
Flächen  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  diese  in  drei- 
dimensionalen Bäumen  constanter  Krümmimg  enthalten  sind. 

Wir    wollen    dem    Element   des    dreidimensionalen    Raums 

von   constanter  positiver  Krümmung  -^  oder  negativer,  Ejüm- 

mung   —  -^  bez.  die  Form 

ds^  =  B\+  dx^  +  dx^^  +  dx^^  +  dx^^) 
geben  (siehe  §  3),  und  es  seien  die  x  durch  die  Eelation 

^^  ib  ^1^  ±  ^2^  it  %*  =  1 

verbtmden,  worin  die  oberen  Zeichen  für  den  elliptischen,  die 
unteren  für  den  hyperbolischen  Baum  gelten. 

Zu  jeder  Fläche  in  diesem  Baum  gehören  die  bekannten 
beiden  quadratischen  Differentialformen  mit  den  Coefficienten 
E,  -F,  Gj  D,  D',  D",  zwischen  denen  drei  Belationen  bestehen; 
die  beiden  ersten  sind  die  Codazzi'scften  Formeln  selbst  (vergl. 
S.  469,  470),  die  dritte  Gauss'sche  wird  dagegen  auf  folgende 
Art  modificirt: 

DD''-  ly^  _ 

EG—F^~  ' 

dabei  bedeutet  K  die  Krümmung  des  Baums  und  k  die  ab- 
solute Krümmung  der  Fläche  (d.  h.  die,  welche  der  ersten 
Fundamentaldifferentialform  entspricht).  Die  linke  Seite  dieser 
letzten  Belation  heisst  die  relative  Krümmung  der  Fläche  und 
ist  dem  reciproken  Werth  des  Products  der  beiden  reducirten 
Hauptkrümmungsradien  r^,  r^  gleich. 

Bianchi  studirte  in  den  Bäumen  constanter  Krümmung 
1)  die  Flächen,  deren  absolute  Krümmung  Null  ist^  Aiti  Äcc.  To- 
rino,  1895;  Ann,  di  mat,  (2),  24;  (3),  2;  zu  diesen  Flächen  gehört 
die  Clifford'sche;  vergl.  Klein,  Jbfa^Ä. -4ww.,  37;  Killing,  ib., 
39;  dann  2)  die  Minimal  flächen,  Bianchi,  Rend.  Äcc,  Lincei^ 
1888 ;  Ann.  di  mat,  (3),  2 ;  siehe  über  die  letzteren  auch  L ipschitz , 
Crdle,  78  und  Cajley,  Compt.  Bend.,  111,  1890;  ferner  3)  die 

Flächen  vom  Liouville' sehen  Typus,  für  welche 1 =  2 

r^         r^ 
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oder  »*i  +  »"2  ==  0,  etc.  ist;  man  vergleiche  die  citirten  Arbeiten; 
Bianchi  beschäftigte  sich  auch  mit  den  Weingarten^schen 
Systemen  (Kap.  16,  §  14)  in  den  Räumen  constanter  Krüm- 
mung, Mem.  Acc.  Lincei,  (4),  4,  1887.  • 

Ueber  die  Bestimmung  der  Volumina  in  den  Bäumen  con- 
stanter Krümmung  siehe  Simon,  Math,  Ann.,  42;  D'Oyidio, 
Atti  Acc,  Torino,  1893;  Loria,  Giom,  di  Bau,,  26;  in  Bezug  auf 
andere  Arbeiten,  die  zwar  dieselben  Bäume  betreffen,  aber  nicM 
speciell  ihre  Jw/?wifesiinaZgeometrie,  verweisen  wir  auf  das  fol- 
gende Kapitel. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch,  dass  die  reguläre  Theüung 
eines  nicht- Eudidischen  oder  pseudosphärischen  Baums  in  con- 
gruente  Polyeder  auf  das  Problem  der  unstetigen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  einer  Variabein  führt,  Poincare;  siehe  JBg>«^., 
1,  Kap.  14,  §  2.  Studien  dieser  Art  findet  man  bei  Bianchi, 
Math,  Arm.,  38,  40,  42;  Bend.  Acc.  Lincei,  1893,  sowie  bei 
Fricke  und  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  aiüo- 
morphen  Functionen,  1897,  Abschn.  1;  vergl.  auch  Hilbert, 
Mathematische  Probleme,  Gott.  Nachr.  ^  1900,  Nr.  18,  Aufbau 
des  Baumes  aus  congruenten  Polyedern. 


Kapitel  XXL 

Die  absolute  Geometrie 
und  speeiell  die  nicht -Eaclidiselie  Geometrie  in  der  Ebene 

und  im  Ranm. 

§  1.    Historisohe  Bemerkungen  über  die  nioht-Euolidische 

G-eometrie. 

Die  ganze  Metrik  der  Euclidischen  Geometrie  beruht  auf 
einer  Hypothese,  die  anderen  ähnlichen  Hypothesen  vorzuziehen 
logisch  kein  Grund  vorliegt;  die  alleinige  Ursache,  weshalb 
man  gerade  ihr  den  Vorzug  gegeben  hat,  rührt  von  einer 
wahrscheinlichen  Uebereinstimmung  mit  den  Erfahrungen  her, 
die  unsere  Sinne  uns  verschaffen. 

Diese  Hypothese  ist  in  dem  berühmten  Postulat  V  oder 
dem  Postulat  über  die  Parallelen  der  Euclidischen  Elemente 
(^iSTOi%£ta)  enthalten*). 

Sehr  zahlreiche  Versuche  sind  zu  verschiedenen  Zeiten  ge- 
macht worden,  das  Postulat  zu  beweisen  oder  es  durch  andere 
zu  ersetzen;  ausgedehnte  ins  Einzelne  gehende  Angaben  findet 
man  in  dem  Werk  von  Stäckel  und  Engel,  die  Theorie  der 
ParaUellinien  von  Eudid  bis  auf  Gauss,  eine  üricundensamm' 
lung  zur  Vorgeschichte  der  nichteu^lidischen  Geometrie,  Leipzig 
1895.  Bekannt  sind  die  Untersuchungen  Legendre's  in  den 
ersten  beiden  Ausgaben  seiner  Elements  de  gcometrie^  Paris  1794 


*)  Früher  wurde  es  in  Folge  eines  Irrthums  der  Copisten,  die 
uns  den  griechischen  Text  übermittelt  haben,  das  Axiom  XI  genannt. 

Die  Euclidischen  Elemente  zerfallen  in  13  Bücher  und  enthal- 
ten die  wesentlichsten  elementar- geometrischen  Kenntnisse,  welche 
die  Griechen  hatten;  sie  sind  etwa  um  300  v.  Chr.  verfasst.  Vergl. 
über  dieses  einzigartige  Werk  M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  1, 
p.  246,  sowie  die  Clebsch-Lindemann'schen  Voi'lesungen  über 
analytische  Geometrie  des  Baums,  in  denen  Lindemann  den  etoixsiot 
eine  eingehende  Besprechung  zu  Theil  werden  lässt. 
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(die  neueste  Ausg.  ist  von  1894);  siehe  auch  die  Mem.  de  VAc. 
de  Paris,  1833  und  die  Baltzer'sche  Planimetrie.  Beachtens- 
werth  sind  auch  die  fiüheren  Forschungen  von  Girolamo 
Saccheri,  Eudides  ah  omni  naevo  vindicatus  etc.,  Milanol733, 
die  lange  vergessen  waren,  und  auf  welche  Beltrami  die  Auf- 
merksamkeit der  Mathematiker  lenkte,  Bend,  Acc.  lAncei,  1889; 
ferner  die  Arbeiten  von  Lambert,  1766  (vergl.  das  oben  citirte 
Stacke  1-Engersche  Werk). 

Nach  den  neuesten  Forschungen  ist  es  unzweifelhaft,  dass 
schon  Gauss  die  Art  erkannt  hat,  auf  welche  das  Problem  zu 
lösen  ist,  siehe  Stäckel -Engel,  1.  c;  Math,  Ann,,  49,  p.  419 
und  BuU.  de  Darhoux,  1897,  p.  206;  femer  Gauss,  Ges. 
Werke,  Bd.  8  (Nachlass)  und  die  Urhmden  mr  nichteudidi- 
sehen  Geometrie,  I.  Lobatschefskij  von  Engel,  Leipzig  1899; 
vergl.  auch  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Wolf  gang 
Bolyai,  Leipzig  bei  Teubner. 

Lobatschefskij   und  Johann  Bolyai,  der  Sohn  Wolf- 
gan g's,  waren  die  ersten,  welche  in  separat  erschienenen  Schrif- 
ten  neue   und    originelle  Ideen  über  die  wahre  Natur  der  all- 
gemeinen Parallelentheorie   entwickelten  und  dabei   den  Funda- 
mentalsatz zu  Grund  legten,  dass  das  Postulat  V  nicht  etwa  eine 
Wahrheit  darstellt,  die  sich  logisch  aus  den  anderen  Voraussetzungen 
Euclid's    ableiten    lässt,    sondern    von    diesen    durchaus   unab- 
hängig ist.     Sie  verfuhren  dabei  auf  eine  Art,  wie  man  es  bei 
jedem  indirecten  Beweis  thut.     Sie  legten  nämlich  an  Stelle  des 
fünften  Postulats  ein  ihm   widersprechendes  zu  Grund  und  ver- 
folgten dann  die  Hypothese,  dass  sich  durch  einen  Punkt  ausser- 
halb  einer   Geraden    nicht    lediglich    eine    die   gegebene  Gerade 
nicht    schneidende   Gerade   ziehen    lasse.      Sie   entwickelten  auf 
diese    Art    durch    elementar- geometrische    Betrachtungen    nach 
Euclid's  Vorbild  eine  in   sich  einwandfreie  Geometrie,  die  aller- 
dings zu  anderen  Sätzen,   wie   die  Euclidische  Geometrie  fahrt 

Die  betreffenden  Werke  Lobatschefskij 's  sind:  Exj^osition 
des  prindpes  de  la  geometrie  etc. ,  der  Universität  Kasan  über- 
reicht 1826,  aber  ungedruckt;  Ueber  die  Anfangsgründe  der 
Geometrie.  Kasaner  Bote  1829,  30;  Neue  Anfangsgründe  der 
Geometrie  mit  einer  vollständigen  Theorie  der  Parallelen,  Aden 
der  Universität  Kasan,  1835 — 1838  (eine  deutsche  Uebersetzung 
dieser  drei  Arbeiten  mit  eingehender  Würdigung  und  werthvollen 
Anmerkungen  von  Engel  ist  bei  Teubner  erschienen,  Leipzig 
1899);  Geometrie  imaginaire,  Grelle y  17;  Geom.  Unters.,  Berlin 
1840;  Pangeometrie,  Kasan  1855  (italienische  Uebersetzung  von 
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Battaglini,  Giorn,  di  Batt.,  b,  p.  273).  Das  Werk  Johann 
Bolyai's  führt  den  Titel:  Appendix  sdentiam  ^atii  absolute 
veraw  exhibens  etc.  und  erschien  als  Anhang  zu  dem  Buch  Wolf- 
gang  Boljai's  Tentom^netc. (vergl. das Namenverzeichniss),  1832; 
deutsch  frei  bearb.  von  J.  Frischauf,  1872;  ital.  von  Batta- 
glini, Griarn.  di  Batt,,  6;  franz.  von  Houel,  2.  ed.,  Paris  1895. 

Die  Theorie,  die  sich  auf  diese  Art  ausbildete,  wurde  ab- 
solute  Geometrie,  imaginäre  Geometrie,  abstracte  Geometrie^  Fa/n- 
geometrie,  Metageometrie  oder  auch  weniger  treffend  nicht- 
Euclidische  Geometrie  genannt. 

Man  kann  nun  einerseits  nach  denjenigen  geometrischen 
Sätzen  fragen,  die  unabhängig  vom  fünften  Postulat  sind,  ande- 
rerseits eine  Geometrie  aufbauen,  die  alle  Euclidischen  Voraus- 
setzungen enthält,  nur  an  Stelle  des  fünften  Postulats  eine 
andere  diesem  widersprechende  Voraussetzung  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  Lobatschefskij  und  J.  Bolyai, 
da  sie  sich  stets  an  das  Postulat  der  unendlich  grossen  Geraden 
hielten,  nur  zu  der  sogenannten  hyperbolischen  Geometrie  (siehe  §  2) 
kamen,  einer  einzigen  der  beiden  nicht-Euclidischen  Theorien, 
die  sich  der  Euclidischen  gleichberechtigt  zur  Seite  stellen. 

In  den  Formeln  der  absoluten  Geometrie  tritt  eine  unbe- 
stimmte Constante  auf,  deren  Werth  den  Raum,  in  dem  wir  uns 
die  geometrischen  Gebilde  vorstellen,  ebenso  kennzeichnet,  wie  eine 
Fläche  Constanten  Krümmungsmasses  in  imserem  Euclidischen  Baum 
durch  den  Werth  des  Krümmungsmasses  charakterisirt  wird. 
Der  Werth  dieser  unbestimmten  Constanten  "kann  nur  durch 
die  Erfahrung  geliefert  werden. 

Auf  solche  Art  erscheint  das  Euclidische  Postulat  oder  ein 
anderes  ihm  ähnliches  lediglich  als  ein  Datum  der  Erfahru/ng^ 
tvelches  sich  innerhalb  der  Grenzen  wnserer  Beobachtungen  als 
mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmend  erweist. 

Zum  vollen  Verständniss  und  der  Begründung  der  neuen 
Wissenschaft  trugen  in  zwei  verschiedenen  Richtungen  die  Ideen 
Riemann's  in  seiner  Habilitationsrede  (siehe  Kap.  20)  und  die- 
jenigen Cayley's,PÄi/.  Trans.,  1869  über  die  Art,  die  metrischen 
Eigenschaften  der  Figuren  prqjectiv  zu  definiren,  wesentlich  bei. 
Durch  Riemann  wurde  darauf  hingewiesen,  dass  es  auch  eine 
Geometrie  der  geschlossenen  Geraden  geben  könne;  ferner  aber 
lehrte  er  den  Raum  als  Mannigfaltigkeit  constanten  Krümmungs- 
masses auffassen.  Auf  den  Zusammenhang  mit  den  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  der  Euclidischen  Geometrie  wies  zuerst  Bel- 
trami  hin.    Jedem  Satz  über  Flächen  constanten  negativen  Krüm- 
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iQungsmasses  im  Euklidischen  Baum  entspricht  ein  Satz  der  hyper- 
bolischen Geometrie  und  imigekehrt,  Beltrami,  Saggio  d'inter- 
pretazione  della  Geometria  non-euclidea^  Giom,  di  Batt,^  6,  1868; 
Ami,  di  mat,  (2),  2  (Siehe  §  5).  Klein,  Math,  Arm,,  4,  6 
hat  auf  die  Beziehimgen  zwischen  den  Untersuchungen  Cay- 
ley's  und  den  Begriffen  der  absoluten  Geometrie  aufinerksam 
gemacht.  Erst  in  Folge  der  Herstellung  dieses  Zusammenhangs  ge- 
lang der  strenge  Beweis  für  die  Unmöglichkeit,  das  Postulat  V  lo- 
gisch aus  den  übrigen  Voraussetzungen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen,  abzuleiten;  diese  Unmöglichkeit  haben  Lobatschefskij 
und  J.  Bolyaiim  Grund  ohne  Beweis  als  bestehend  angenommen. 

Besonders  hervorzuheben  sind  noch  die  Untersuchungen  Yon 
Helmholtz,  lieber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen^  Gott.  Nachr.,  1868  oder  Wissensch.  Abh.,  2,  p.  618.  Durch 
Eiemann  imd  Helmholtz  wurde  das  (von  Li e)  sogenamite 
Bieniarm-  HehnhoWsdie  Baumproblem  geschaffen,  welches  Lie  im 
3.  Bd.  seiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  sehr  eingehend 
behandelt  hat. 

Andere  specielle  Arbeiten  über  die  absolute  Geometrie  sind 
von  Cayley,  Math.  Ann.,  5;  Story,  Amer,  Journ.,  4,  5;  Simon, 
Grelle,  109,  welche  die  trigonometrischen  Formeln  erweiterten; 
Battaglini,  Giom.  di  Batt,  12,  16;  D'Ovidio,  Mem,  Acc. 
Lincei,  1875,  1876;  AUi  Acc,  Torino,  1891—1893;  etc. 

Von  den  hervorragendsten  Darstellimgen  der  nicht-Euchdi- 
schen  Geometrie  citiren  wir  Frischauf:  l)  absolute  Geometrie 
nach  Joh,  Bolyai;  2)  Elemente  der  absoluten  Geometrie; 
3)  Elemente  der  Geometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1872,  1876, 1877; 
Killing,  .c2ie  nicht-Eudidischen  Baumformen  in  analytischer  Be- 
hamdlwng^  Leipzig  1885;  Killing,  Einführung  in  die  Gru/ndlagen 
der  Geometrie;  Bd.  1  und  2,  Paderborn  1893,  1898;  Mansion, 
Sur  les  pri/ncipes  fondamentaux  de  la  geomeirie,  de  la  mecmigue 
et  de  Vastronomie,  Paris  1893;  Mathesis  1895,  wozu  noch  die 
autographirien  Vorlesungshefte,  Hft.  6,  NiM-Eudidische  Geometrie 
W.-S,  1889/90  und  S.S.  1890  von   Klein  hinzuzufügen  sind. 

Weitere  Originalarbeiten  über  die  nicht-Euclidische  Geometrie 
verdankt  man  De  Tilly,  Becherches  sur  les  Clements  de  Geo- 
metrie, Bruxelles  1860;  Essai  sur  les  principes  fond.  etc.,  Mem. 
de  Bordeaux,  (2),  3,  1877;  Essai  de  g^oni,  anal,  gener.,  Mem. 
deBdg.,  1892  imd  Flye  S.  Marie,  J^tudes  anal  etc., Paris  1871. 

Von  allgemeinerer  Natur  ist  der  Gegenstand,  mit  dem  sich 
die  Grundzüge  der  Geometrie  von  Veronese  und  die  übrigen 
in  Kap.  19,  §  1    citirten   Werke   beschäftigen;   der  Anhang  am 
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Ende  des  Veron  es  ersehen  Buchs  enthalt  ausgedehnte  und  ein- 
gehende historisch-kritische  Notizen  über  das  vorliegende  Thema; 
vergl.  auch  einen  Artikel  von  Mansion  in  der  Eevue  des  Quest 
scient,  1895,  in  welchem  über  die  De  T i  11  y 'sehen  Arbeiten 
berichtet  wird. 

§  2.  Das  Postulat  V  Euclid's.  Die  vor  Lobatschefskij 
und  Bolyai  erhaltenen  Kesultate.     Die  drei  Geometrien 

von  elementarem  Standpunkt. 

Das  Postulat  V  Euclid's  lautet: 

Es  soll  gefordert  werden,  dass,  wenn  eine  Gerade  zwei 
Gerade  trifft,  und  mit  ihnen  auf  derselben  Seite  innere  Winkel 
hüdet,  die  zusammen  Meiner  als  zwei  Hechte  sind,  die  beiden 
Geraden^  ins  Unendliche  verlängert,  einander  zuletzt  auf  derselben 
Seite  treffen,  auf  welcher  die  Winkel  liegen,  die  Meiner  als  zwei 
Heckte  sind  (Fassung  der  cxoiiBia), 

Wir  geben  noch  die  übrigen  Postulate  Euclid's  an*): 
Post.     I.  Zwei  gegebene  Funkte   lassen   sich   immer  durch   eine 

Gerade  verbinden. 
Post.    n.  Eine  Gerade  kann  verlängert  werden, 
Post.  in.   Um  ein  gegebenes  beliebiges  Centrum  und  mit  einem 
gegebenen  beliebigen  Radius  lässt  sich  immer  ein  Kreis 
beschreiben. 
Post.  rv.  ÄUe  rechten  Winkel  sind  einander  gleich. 
Post.  VI.  Zwei  Gerade  scMiessen  keinen  endlichen  Raum  zwischen 
sich  ein. 

Die  drei  ersten  sind  ConstrudionsposUUate. 

Das  vierte  Euclidische  Postulat  ist,  wie  Hilbert  in  seinen 
Gnmdlagen  der  Geometrie,  Festschrift  zur  Feier  der  FnihiUlung 
des  Gauss -Weber-Denkmals  in  Göttingen,  1.  Thl.,  Leipzig  1899, 
p.  16  gezeigt  hat,  ein  beweisbarer  Lehrsatz,  der  von  Euklid  mit 
Unrecht  unter  die  Postulate  gestellt  wurde. 

Die  Anstrengungen,  die  man  machte,  das  Postulat  V  zu 
beweisen,  führten  dazu,  an  seine  Stelle  andere  Postulate  zu  setzen. 

Wallis  hat  im  Jahr  1693  zwei  seiner  Vorlesungen  über 

*)  Wir  haben  diesen  Postulaten  die  Nummern  beigelegt,  die  sie 
gewöhnlich  in  den  Euclid- Ausgaben  erhalten;  siehe  z.  B.  die  wich- 
tige von  Heiberg,  1883— 86  besorgte  Ausgabe.  Kritische  Notizen 
über  die  Postulate  findet  man  bei  P.  Tann  er y,  Bull,  de  Darboux, 
(2),  6,  8.  Vergl.  auch  einen  Artikel  von  Mansion,  Soc.  scient.  de 
Bruxelles^  14,  1889,  1890,  ferner  die  Besprechung  von  Linde  mann, 
auf  die  schon  verwiesen  wurde. 


622    Kap.  XXI.   Die  absolute  und  die  nicht-Euclidische  Geometrie. 

Parallelentheorie  im  zweiten  Band  seiner  Werke  p.  665 — 678 
veröffentlicht.  Er  ersetzt  die  fünfte  Forderung  Euclid's  durch 
die  andere   (vergl.  Stäckel-Engel): 

Es  existiren  ähnliche  Dreiecke, 

Dieses  Postulat  ist  übrigens  zu  weitgehend;  Saccheri  hat 
statt  seiner  das  folgende  angegeben: 

Es  existiren  zwei  gleichtvinklige  und  nicht  congruente  Breiecke. 

Ein  anderes  Postulat,  das  dem  Euclidischen  substituirt 
werden  kann,  lautet: 

a)  Von  einem  Punkt  ausserhalb  einer  Geraden  lässt  sich  nur 
eine  einzige  Parallele  zu  ihr  ziehen;  dies  entspricht  der 
Annahme,  dass  auf  der  Geraden  nur  ein  einziger  Punkt  im 
Unendlichen  existirt. 

Dem  Euclidischen  Postulat  gleichwerthig  sind  auch  die 
Propositionen : 

b)  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  ist  zwei  Bediten 
gleich. 

c)  In  einem  Vicrseit,  in  welchem  zwei  Winkel  Hechte  sind,  und 
die  den  rechten  Winkeln  anliegenden  beiden  Gegenseiten 
gleich  sind,  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  Eechte  sein; 
von  Saccheri  angenommene  Forderung. 

d)  In  einem  Vier  seit  mit  drei  rechten  Winkeln  ist  der  vierte 
Winkel  ein  Fechter;  von  Larabert  adoptirtes  Postulat,  das 
sich  von  dem  vorhergehenden  nur  wenig  unterscheidet. 

Die  Hypothesen,  nach  welchen  diese  Winkel,  die  Saccheri 
und  Lambert  benutzen,  stumpf  oder  spitz  sind^  wollen  wir 
der  Kürze  wegen  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  und  die 
des  spitzen  Winkels  nennen. 

Unabhängig  von  der  Annahme  eines  dieser  Postulate  gelten 
die  folgenden  Sätze: 

Wenn  mcm  die  Existenz  eines  einzigen  Dreiecks  zugibt,  für 
ivelches  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte  beträgt,  so  gut  das- 
selbe für  jedes  andere  Dreieck.  Gewöhnlich  Satz  von  Legendre 
genannt,  findet  sich  aber  schon  bei  Saccheri. 

Nimmt  man  an,  die  Gerade  erstrecke  sich  ins  Unendliche, 
so  kann  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  nicht  grösser, 
als  zwei  Eechte  sein,     Legendre. 

Dabei  ist  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkeiis  Saccheri' s 
oder  Lamberts  nicht  zulässig. 

Wenn  das  Postulat  Saccheri' s  oder  Lambert* $  in  einem 
Fall  gut,  so  ist  es  immer  richtig. 
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Wenn  die  Hypothese  des  spitzen  oder  stumpfen  Winkels 
von  Saccheri  oder  Lambert  in  einem  FaU  zutrifft,  so  ist  sie 
immer  gültig. 

Je  nachdem  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks 
"kleiner,  ebenso  gross  oder  grösser  als  zwei  Beerte  ist,  trifft  die 
Hypothese  des  spitzen  Winkels,  des  rechten  oder  des  stumpfen 
IVinkels  zu.     Saccheri. 

Bei  Annahme  der  Hypothese,  dass  die  Summe  der  Winkel 
eines  Dreiecks  kleiner  als  zwei  Bechte  sei,  schneiden  sich  zwei 
Gerade  entweder,  oder  verhalten  sich  wie  Asymptoten  zueinander 
(nahem  sich  wnbegrenzt,  ohne  sich  jemals  zu  treffen)  oder  haben 
ein  Loth  gememsdiafUich,  von  welchem  aus  gerechnet  sie  divergiren. 
Theorem  von  Saccheri, 

Gut  dieselbe  Hypothese,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks dem  Winkeldefed  proportional,  wenn  man  diesen  Namen 
der  Differenz  zwischen  zwei  Bechten  und  der  Summe  der  drei 
Winkel  gibt,     Theorem  von  Lambert 

Gibt  man  zu,  es  könne  durch  einen  Punkt,  der  im  Innern 
des  Winkels  eines  Dreiecks  Hegt,  eine  Gerade  gezogen  werden, 
tüelche  die  beiden  Schenkel  schneidet,  so  folgte  dass  die  Summe 
der  drei  Winkel  nicht  weniger  als  zwei  Bechte  beträgt,  Legendre; 
siehe  auch  Baltzer,  Leipz.  Ber.^  1870,  Crdle,  73,  p.  372. 

Durch  die  vorstehenden  Theoreme  ist  die  Theilung  der 
allgemeinen  Geometrie  in   drei  Hauptspecies  klar  vorgezeichnet: 

I.  Die  sogenannte  Lopatschefskij'sche  oder  hyperbolisdie 
Geometrie.    Die  Gerade  ist  unendlich  lang  und  nicht  geschlossen. 

Das  Postulat  V  gilt  nicht,  dagegen  gilt  Postulat  YI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  ist  kleiner  als  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  des  spitzen 
Winkels  Saccheri's  oder  Lamberts. 

Von  einem  Punkt  aus  können  zwei  Parallele  zu  einer 
gegebenen  Geraden  (unendlichviele,  die  gegebene  Gerade  nicht 
schneidende  Gerade,  deren  Grenzlagen  die  zwei  Parallelen  bilden) 
gezogen  werden.  In  dieser  Geometrie  denkt  man  sich,  die  Gerade 
habe  zwei  unendlich  ferne  Punkte. 

Nennt  man,  wie  gewöhnlich,  a^b^c  die  Seiten  und  -4,  J5,  C 
die  Winkel  des  Dreiecks,  so  gelten  die  folgenden  trigonometri- 
schen Relationen: 

b  c 

sin  -jf  sin  C  =  sin  ^  sin  B,     das  Sinustheorem, 

c  j  I  .  «    b         ^         .     b  a 

cos  j^  cos  A-j-sm  jj  cos  ^  cos  C  =  sm  ^  cos  ^  ? 
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cos  p-  =  cos  -n  cos  ^  -(-  sin  ^  sin  w  cos  A^  das  Cosinustheorem, 
cos  A  -{-  coB  B  cos  (7  =  sin  jB  sin  0  cos  ^  , 

sin  C  s>mA  =  sin  ^  cos  ^  —  cos  (7  sin  -4  cos  ^^ ; 

darin  ist  B  eine  constante  und  rein  imaginäre  Grösse;  man 
könnte  mithin  in  diesen  Formeln  auf  die  gewohnte  Art  die 
Kreisfunctionen  durch  hyperbolische  ersetzen. 

Die  dritte  Eelation  wurde  1826  von  Taurinus  veröffent- 
licht, der  sich  fast  zu  derselben  Zeit,  wie  Lobatschefskij 
und  J.  Bolyai  mit  den  Principien  der  Geometrie  beschäftigte, 
Staeckel-Engel,  1.  c. 

Lambert  hatte  schon  1766  die  Vermuthung  geäussert,  dass 
die  aus  einer  solchen  Hypothese,  d.  h.  der  Hypothese  des  spitzen 
Winkels,  abgeleitete  Geometrie  sich  auf  einer  Kugel  von  ima- 
ginärem Badius  interpretiren  lasse ;  die  vorstehenden  trigono- 
metrischen Formeln  zeigen,  dass  dieser  Zusammenhang  in  der 
That  besteht. 

In  der  Lobatschefskij 'sehen  Geometrie  besitzen  die 
Curven,  deren  Punkte  gleichen  Abstand  von  einer  festen  Geraden 
haben,  (die  Curven  gleichen  Äbstands)  die  Eigenschaften: 

1.  Ihrß  Normalen  stehen  sämmüich  senkrecht  auf  der  Geraden 
und  umgekehrt.  * 

2.  Jede  Gerade,  welche  die  Curve  in  zwei  JPwMen   schneidet, 
büdet  in  diesen  FunMen  gleiche  Winkel  mit  der  Curve, 

3.  Die  beiden  von  einem  Punkt  an  die  Curve  gezogenen  Tan- 
genten haben  gleiche  Länge. 

Eine  Curve,  welche  die  Eigenschaften  2  und  3  hat,  und 
überdies  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  ihre  Normalen  sämmt- 
lich  parallel  sind,  heisst  eine  Grenzlinie  oder  ein  Oricydus  Lo- 
batschefskij's. 

Sie  ist  ein  Grenzfall  der  Linie  gleichen  Abstcmds  und  zu- 
gleich auch  des  Kreises. 

Sie  ist  einem  Kreis  vergleichbar^  dessen  Mittelpu/nkt  im  Vn^ 
endlichen  liegt. 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  im  hyperbolischen  Baum  von 
drei  Dimensionen  die  Grenzfläche  {Orisphära)  LobcäschefsUfs; 
diese  Flächen  entsprechen  denen,  die  Johann  Bolyai  mit  F 
bezeichnete. 
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n.  Die  Eudidische  oder  parabolische  Geometrie.  Die  Gerade 
ist  iinendlich  lang,  aber  geschlossen. 

Es  gelten  die  Postulate  V  und  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  beträgt  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  vom  rechten 
Winkel  Saccheri's  oder  Lamberts. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  nur  eine  einzige  Parallele  zu 
einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden.  Die  Gerade  hat  einen 
einzigen  Punkt  im  Unendlichen. 

Die  oben  angegebenen  trigonometrischen  Formeln  behalten 

ihre  Gültigkeit,  wenn        ==0,  d.h.  i2  =  c30,  vorausgesetzt  und 

mithin 

et 
a  an  die  Stelle  von  B  sin  v,   und 

gesetzt  wird. 

in.  Die  sogenannte  Biemann'sche  oder  elliptische  Geometrie. 
Die  Gerade  ist  geschlossen  und  hat  endliche  Länge. 

Es  gilt  weder  das  Postulat  V  noch  das  Postulat  VI. 

Die  Summe  der  Dreiecks winkel  ist  grösser  als  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  vom  stumpfen 
Winkel  Saccheri's  oder  Lamberts. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  keine  Parallele  zu  einer 
Geraden  gezogen  werden;  die  Gerade  hat  keinen  unendlich 
fernen  Punkt. 

Die  trigonometrischen  Formeln  bleiben  dieselben,  wie  vor- 
her; nur  muss  in  ihnen  E  als  eine  wesentlich  reelle  positive 
Grösse  vorausgesetzt  werden. 

Bei  dieser  Geometrie  lassen  sich,  wie  zuerst  Klein  gezeigt 
hat,  auf  die  folgende  Art  zwei  Fälle  unterscheiden: 

Aus  den  trigonometrischen  Formeln  ergibt  sich,  dass  zwei 
Gerade,  die  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  sich  in  dem  Ab- 
stand Bn  von  diesem  Punkt  zum  zweiten  Mal  treffen,  und  dass 
man  überdies,  von  einem  Punkt  aus  auf  einer  Geraden  fort- 
schreitend, nach  einem  Weg,  der  höchstens  die  Länge  2B7t  hat, 
unter  allen  Umständen  wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  zurückkehrt. 
Auf  Grund  dieser  Principien  sind  dann  zwei  Hypothesen  mög- 
lich, nämlich: 

a)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  Mal 
wieder    nach   dem  Ausgangspunkt   zurückkommt,   nachdem  man 

Pascal,  Bepertorium.  II.  40 


626    KS'P-  ^^I*   ^le  absolute  und  die  nicht-Euclidische  Geometrie. 

einen  Weg  zurückgelegt  hat,  dessen  Länge  nur  Rn  beträgt;  als- 
dann ist  der  zweite  Punkt,  in  dem  sich  zwei  Gerade  treffen, 
derselbe,  wie  der  erste;  es  bestellt  mitbin  der  Satz:  Zwei 
Gerade  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkt  und  durch  zwei 
Pwnkte  geht  nur  eine  Gerade,  Die  Länge  der  Geraden  ist  Bn, 
Die  aus  dieser  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  kann  die  einfadie 
Biema/im'sche  oder  die  einfach  elliptische  Geometrie  genannt  wer- 
den.    Klein. 

In  dieser  Geometrie  ist  der  grösste  Abstand  zweier  Punkte 
^Bn;  wenn  ein  Punkt  gegeben  ist,  bilden  aUe  Pimkte,  die 
um  ^B%  von  ihm  abstehen,  eine  Gerade. 

Die  Ebene  wird  in  dieser  Geometrie  durch  eine  ihrer  Geraden 
nicht  in  zwei  Theile  zerlegt. 

b)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  Mal 
wieder  nach  einem  Weg  2  Bit  zu  dem  Ausgangspunkt  zuräck- 
kehrt;  alsdann  schneiden  sich  zwei  Gerade  immer  in  zwei  PmMen 
und  es  gibt  Paare  von  Punkten^  durch  welche  u/nendlich  viele 
Gerade  gehen. 

Die  Länge  einer  jeden  Geraden  ist  2B7t\  die  aus  dieser 
zweiten  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  heisst  die  doppelte 
Biemcmn'sche  oder  elliptische  Geometrie.     Klein. 

Der  grösste  Abstand  ziheier  Punkte  ist  Bn  und,  wenn  ein 
Punkt  gegeben  ist,  so  gibt  es  nur  einen  Punkt,  der  von  ihm  um 
Btc  absteht. 

Es  exisürt  immer  ein  zweien  gegebenen  Geraden  gemein- 
schaftliches Loth, 

Die  Ebene  wird  durch  jede  ihrer  Geraden  oder  aUgemein 
durch  jede  ihrer  geschlossenen  Linien  zerlegt. 

Jeder  Kreis  hat  zwei  Mittelpunkte, 

Dieser  specielle  Fall  der  Eiemann'schen  Geometrie  entspricht 
der  sphärischen  Geometrie  imd  lässt  sich  auf  einer  Kugel  inter- 
pretiren. 

Wird  die  elliptische  Geometrie  auf  einer  Fläche  von  con- 
stanter  positiver  Krümmung  interpretirt,  so  steht  die  Unter- 
scheidung zweier  Arten  dieser  Geometrie  in  Beziehung  zu  den 
beiden  Hypothesen  der  Zweiseitigkeit  bez.  Einseitigkeit  dieser 
Fläche.     Vergl.  Kap.  18,  §  1,  S.  556,  557. 

Die  Zweitheilnng  der  Eiemann'schen  Geometrie  entging  einigen 
Autoren,  wie  z.  B.  Beltrami;  sie  wurde  von  Klein  entdeckt, 
Math.  Ann.,  4,  p.  604,  Anm.  und  6,  p.  125.  Siehe  auch  New- 
comb,  Grelle,  83  und  Killing,  1.  c;  der  letztere  Autor  nennt  den 
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einfach  elliptischen  Bamn  die  Pölarform  des  Eiemann^schen  Baums, 
Man  kann  auch  Heft  1,  p.  243,  293  der  oben  ciidrten  Elein'- 
schen  aiUograph.  Vorlesimghefte  vergleichen. 


Zum  Schluss  unserer  Betrachtungen  wollen  wir  noch  bemerken, 
dass  De  Tilly  in  seinen  in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten 
Arbeiten,  speciell  in  der  vom  Jahr  1893,  die  drei  Geometrien 
auf  den  Begriff  des  Abstands  allein  gründete,  indem  er  nur 
ihn  als  primitiv  ansah  und  die  Winkel  ausschloss.  Schon 
Fourier  hatte  die  Idee  gehabt,  den  Abstand  der  ganzen 
Euclidischen  Geometrie  zu  Grund  zu  legen;  siehe  die  Stelle  von 
Fourier,  die  in  der  Maihesis,  9,  1889,  p.  139 — 141  repro- 
ducirt  wird.  De  Tilly  benutzte  zur  Kennzeichnung  der  drei 
Geometrien  die  Beziehung  zwischen  den  Abständen  von  4  Punkten 
in  der  Ebene  und  zwischen  den  Abständen  von  5  Punkten  im 
Raum,  auf  welche  Lagrange  hingewiesen  hatte ^  und  die  von 
Cayley  studirt  und  später  von  Schering  auf  die  nicht- 
Euclidischen  Räume  ausgedehnt  wurden;  vergl.  S.  20  und  34 
und  die  Citate  auf  S.  35;  der  letztere  Autor  baute  auf  diese 
Beziehungen  die  Fimdamente  der  drei  Geometrien  auf  Aus 
denselben  Principien  folgerte  er  auch  einen  Beweis  fär  die  Un- 
möglichkeit, das  Euclidische  Postulat  logisch  abzuleiten,  welche 
die  ersten  Schriftsteller  Bolyai  und  Lobatschefskij,  die  sich 
mit  der  absoluten  Geometrie  beschäftigten,  noch  nicht  nach- 
zuweisen vermochten,  die  sich  aber  schon  als  Folge  aus  den 
Arbeiten  von  Riemann,  Helmholtz,  Beltrami  und  Klein 
ergab,  üeberdies  gab  Schering  einen  kurz  gefassten  Beweis 
des  Satzes,  dc^s  ausser  dem  Euclidischen  u/nd  den  beiden  nicht- 
Eticlidischen  kdn  anderes  geometrisches  System  exisUrt.  Eine 
kritische  Besprechung  der  De  Tilly 'sehen  Arbeiten  findet  man 
auf  S.  665  u.  ff.  der  deutschen  Uebersetzung  des  Verones ersehen 
Buchs  und  in  Bd.  III  von  Lie's  Transformationsgruppen. 

§  3.    Die  gewöhnlieheil  metrisohen  Itelatioxien  in 

projectiver  Form. 

Vorerst  bemerken  wir,  dass  die  gewöhnlichen  metrischen 
Beziehungen  sich  in  projeetive  Form  bringen  laäsen,  wenn  in 
der. Ebene  die  beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte. 
und  in  dem  Raimi  der  unendlich,  ferne  imaginäre  Kreis  (der 
Kugelkreis)  zu  Hülfe  genommen  werden.    VergL  S.  83  und  105. 

40* 
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Es  seien  x^,  iCg,  x^;  a?/,  aJg'  x^'  die  homogenen  Coordina- 
ten  zweier  Punkte  P,  P'  und  §j,  Ig,  gg;  g^',  ^g',  I3'  die  der 
beiden  Kreispunkte  der  Ebene  (vergl.  S.  28;  diese  unendlich  fernen 
Kreispunkte  haben  die  Coordinaten  1,  e,  0  bez.  1,  — i,  0);  der 
Abstand  der  beiden  Punkte  wird  dann  durch  die  Formet 


"^  —  ^  (xUlix'W) 

ausgedrückt,    in   welcher  B  eme  von  der  Massemheit  abhängige 
Constante  bezeichnet.     Dabei  bedeutet  (xx^^)  die  Determinante 


X-^    x^    x^ 

f  f  t 

%     ÄJg     x^ 


u.  s.  w. 


»1       »2       »d 

Wenn  man  die  Masseinheit  einführt  und  sich  denkt,  die 
Punkte  a',  a  stehen  um  die  Einheit  von  einander  ab,  so  xcird 
der  projedive  Ausdruck  für  r: 


^.  ^V(xx'S){xx'^')iani{aH') 

Wir  gehen  nun  zu  dem   Winkel  zweier  Geraden  über: 
Es  seien  Ux=  Oj  Ux=  0   die  auf  homogene  Coordinaten 
bezogenen  Gleichungen  zweier  Geraden  in  der  Ebene;  der  Winkel 
€0  zwischen   ihnen  ist  du/tch  die    folgenden  projectiven  Formeln 
gegeben: 

1    W|t*^,  +  l*|W|, 


cos  CO  =  -^ 


"yu^u-, 


u^u^» 


sin  0)  =  —  ^^  • 

Dabei    ist    das    Laguerre'sche    Theorem,   Nouv.'  Ann.^  12, 
1853,  p.  64  zu  erwähnen;  vergl.  S.  28: 

Der  Winkel  co  wird  durch 


./ 


a>=^log-^ i 

2       °  Wi,  •  ui 


bestimmt,  d  h.  a  ist  gleich  — ,  multiplidrt  mit  dem  Logarithmus 

des  anharmonischen  Verhältnisses  des  Quadrupels,  welches  aus 
den  beiden  gegebenen  Geraden  und  den  nach  den  zwei  Kreis- 
pu/nkten  gezogenen  Geraden  gebildet  ist. 
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Um  analoge  Formeln  im  Raum  zu  erhalten,  muss  der 
unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  in  die  Betrachtung  eingezogen 
werden. 

Man  habe  den  Abstand  der  Punkte  zu  untersuchen,  deren 
homogene  Coordinaten 

f  r  r  f 

^l)    •*'2?  ^%t    **'4'     *^1  »    •*'2  9    *^8  9    •*'4 

sind. 

Wir  bilden  den  Kegd  2^^  Grads,  der  von  dem  Punkt 

2/i,  «^2,  2/8^  2/4 
des  Raums  aus  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  projicirt, 
und  F(Xj  y)  =  0  sei  die  Gleichung  dieses  Kegels,  worin  die 
X  die  laufenden  Coordinaten  sind;  es  sei  femer  T(X)  =  0  die 
Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  denselben  unendlich  fernen 
imaginären  Kreis  geht;  der  Abstand  der  beiden  Punkte  im 
Raufn  wird  dann  durch  die  Formel 


ausgedrückt,  worin,  tvie  oben,  B  eine  von  der  Masseihheit  aib- 
hängige  Constante  bedeutet^  welche  sich  so,  wie  früher,  bestim- 
men lässt 

Man  habe  ferner  zwei  von  einem  Punkt  (jß)  ausgehende  Gerade; 
auf  der  einen  liege  der  Punkt  (x),  auf  der  anderen  der  Punkt 
(a?');  man  bezeichne  mit  Fx'  die  Polare  von  F  mit  dem  Pol 
(x'^  in  Bezug  auf  die  Variabein  (a?)  und  mit  ^x'  (po,  y)  =  0 
die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (x)  an  den  Kegel  mit  der 
Spitze  (j/)  gelegten  Berührungsebene. 

Der  Winkel  der  beiden  Geraden  ist  dann  durch  die  Formeln 

Fx'{^>  y) 

cos  Co  =  ? 

yF{x,y)F{x\y) 

V^x'i^^  y) 

sm  OD  = 


yF{x,y)F{x\y) 

gegeben  rnid  sswischen  F  und  O  besteht  die  Beziehung: 

^x'  (^,  y)  =  fI'{x,  y)  —  F(x,  y)  F{xy) . 

Der  zwischen  zwei  Ebenen  enthaltene   Winkel  ist  das  Pro- 

duct   von  —  mit  dem  Logarithmus   des  Boppelverhältnisses  des 

Quadrupels,  welches  aus  den  beiden  gegebenen  und  den  zwei 
Ebenen  besteht,  die  durch  die  Schnittlinie  der  ersteren  gehen  und 
den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  berühren. 
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Betrachtet  man  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  als 
eine  degenerirte  Enveloppenfläche  2*®^  Grads,  so  mid  die  dm 
JSawptaxen  einer  beliebigen  Fläche  2^^  Grads  drei  Kanten  des 
Tetraeders,  das  in  Bezug  auf  die  gegebene  Flädie  2^^  Grads 
und  die  durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  dargestellte 
degenerirte  Fläche  2^^  Grads  sich  selbst  CQnjugirt  ist,  Yergl. 
S.  103—124. 

Confocal  (S.  120)  sind  die  Flächen  2^^  Ordnung,  die  in 
die  nämliche  abvnckelbare  und  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  enthaltende  Fläche  emgeschrieben  sind. 


§  4.   Das  absolute  Gebilde  Cayley's.    Die  projeotive  Metrik. 
Frojective  Interpretation  der  drei  Geometrien. 

Es  soll  jetzt  die  tiefgreifende  Idee  besprochen  werden,  die 
von  Cayley  in  dem  6*®"^  Memoir  über  die  Theorie  der  alge- 
braischen binären  und  temären  Formen,  FhU,  Tra/ns,,  1859  an- 
geregt und  später  von  Klein,  Math,  Ann.,  4,  6  auf  elegante 
Art  zur  projectiven  Interpretation  der  nicht-Euclidi sehen  Geome- 
trie nutzbar  gemacht  wurde. 

Gebilde  i*®'  Stufe,  Wir  beginnen  mit  den  Gebilden  1*®'  Stufe, 
d.  h.  von  nur  einer  Dimension. 

Wir  denken  uns  auf  der  Geraden  ein  Paar  von  Punkten 
festgesetzt,  welches  wir  das  absolute  Gebilde  der  Geraden  nennen 
wollen.  Wenn  aj^,  X2  die  laufenden  homogenen  Coordinaten 
eines  Punkts  der  Geraden  sind,  so  wird  das  Paar  Punkte  durch 
eine  in  rr^,  X2  quadratische  binäre  Form 

1  =  2*  =  2 
i  =  l  k=l 

dargestellt,  deren  linke  Seite  wir  mit  2^^^  bezeichnen;  auf  dieses 
absolute  Gebilde  beziehen  wir  die  metrischen  Verhältnisse  zwischen 
den  Punkten  der  Geraden. 

Sind  zwei  Punkte  x,  x'  gegeben  imd  werden  die  Punkte 
des  absoluten  Gebildes  §,  §'  genannt,  so  bilden  wir  das  Doppel- 
verhältniss 

(x^){x'r) 

und  nennen  Abstand  der  beiden  Punkte  x^  x'  den  Ausdruck 

r  =  -RlogD, 
worin  B  eine  beliebige  Constante  bedeutet. 


iJ 
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Bezeichnet  man  mit  ^xx'  die  Polare  von  ^,_  für  den  Pol 

,=2fc=2 

af,   also    ^  ^  a^J^  x^  a?i ,  so  ist 

^ixx'    "T"    '    ää^XX'  ^jxx  .^x  x' 


,=1  t=l 


r  =  JR  log 


^ix  x'  y  ^i^xx'         ^t^xx  ^ix' x' 


Der  Abstand  r  genügt  der  FundamentaJrelation  (der  that- 
sächlich  die  Abstände  auf  einer  Geraden  in  dem  gewöhnlichen 
Sinn  des  Worts  genügen): 

*'l2  "T"  **23  "T"  **81  "^^  ^J 

wenn  mit  r.j  der  Abstand  zwischen  den  Punkten  i  und  j  bezeich- 
net wird. 

Es  lassen  sich  nun  die  drei  Fälle  unterscheiden: 

I.  Die  beiden  PunMe  §,  ^'  des  absoluten  Gebildes,  das  der 
Massbestimmung  zu  Grund  liegt,  sind  verschieden  (d.  h.  die 
Discriminante  von  £  verschwindet  nicht)  und  conjugirt 
imaginär.  In  diesem  Fall  ergibt  sich  die  elliptische  Geo- 
metrie auf  der  Geraden. 
n.  Die  beiden  Punkte  §,  ^'  fallen   zusammen.     Man    erhält 

die  parabolische  Geometrie, 
HE.  Die  beiden  Punkte  5,  5'  sind  reell.     Es  folgt  die   hyper- 
bolische Geometrie. 

In  der  hyperbolischen  Geometrie  haben  die  beiden  Punkte 
I,  §'  unendlich  grossen  Abstand  von  jedem  beliebigen  anderen 
Punkt  und  die  Gerade  hat  zwei  Punkte  im  Unendlichen, 

Die  Definition  des  Abstands  r  ergibt  im  Fall  der  parabo- 
lischen Geometrie  für  r  immer  Null,  wenn  B  von  Unendlich 
verschieden  ist,  und  wird  unbestimmt,  wenn  man  B  gegen  Un- 
endlich convergiren  lässt. 

Man  setzt  in  dem  letzten  Fall  ^i=  ^i  -f-  f  ?i?  ^2==  ^2"t"  ^^2 

R 

und  —  an  Stelle  von  B  und  definirt  den  Abstand  als  Grenze, 

nämlich 

B 


r  =  lim  I  —  log  D }  . 

8=0     ^    ^  ^ 


In  der  parabolischen  Geometrie  ist  nur  der  Punkt  §  un- 
endlich ferner  Punkt,  d,  h.  er  hat  unendlich  grossen  Abstand 
von  jedem  beliebigen  anderen  Punkt;  der  Abstand  r  zweier  Punkte 
wird  als  die  Differenz  zweier  Doppelverhältnisse 
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_  {x'0)(E^)  _  (xOHEJ) 
{x'k){E'0)        {xi){EO) 

ausgedrückt,  worin  0  den  Änfangspwnkt  auf  der  Geraden  und 
E  den  Einheitspunkt  hezeiclmet 

In  der  elliptisclien  Geometrie  ist  die  Länge  der  Geraden 
endlich  und  gleich  2 Bit. 

Gebilde  2^^  Stufe,  Wir  denken  uns  in  der  Ebene  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  Z^^=0  laute,  und  nennen  ihn 
das  absolute  Gebilde  der  Ebene.  Seine  Gleichung  in  Liniencoor- 
dinaten  sei  ^m,  =  0. 

Jede  Gerade  der  Ebene  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei 
Punkten,  die  entweder  reell  oder  conjugirt  imaginär  sind  oder 
zusammenfallen;  diese  Punkte  sind  die  Fu/ndamentalpu/nkte  für 
die  Geometrie  auf  dieser  Geraden  der  Ebene. 

Von  jedem  Punkt  der  Ebene  aus  kann  man  zwei  Tangen- 
ten an  den  absoluten  Kegelschnitt  ziehen;  diese  beiden  Geraden 
sind  die  Fundamentalgeraden  für  die  Geometrie  des  von  diesem 
Funkt  ausgehenden  Sirahlenbüschels. 

Als  Absta/nd  zweier  Funkte  {x\  (x')  definiren  wir  den 
Ausdruck 

y  ,4-i/v y   y, . 

r  =  11  log -        -  ^    -^=r^  -   - 

^^XX'  '     ^^XX'  ^miXX  ^^X'  X' 

und  als  den   Winkel  zweier  Geraden  (u)^  (u)  den  Ausdruck 
G)  =  K  lOff  . 

Der  absolute  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Funkte  der  Ebener 
die  unendlich  grossen  Abstand  von  einem  gegebenen  Funkt  haben. 

Der  Ort  der  Funkte  der  Ebene,  die  constanten  Abstand 
von  einem  festen  Funkt  (x)  haben,  ist  ein  Kegelschnitt,  weldier 
den  absoluten  Kegelschnitt  in  den  beiden  Funkten  berührt,  in 
welchen  dieser  von  der  Fölaren  von  (x)  geschnitten  wird. 

Und  correlativ: 

Die  Geraden,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  (u)  den- 
selben Winkel  bilden,  hüllen  einen  Kegelschnitt  ein,  den'  den  ab- 
soluten Kegelschnitt  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  letzteren 
mit  (u)  berührt. 

Die  Geraden,  die  sicfi  auf  dem  absoluten  Kegelscliniii 
scJineidenr  bilden  den  Winkel  Null  miteinander  und  sind  daher 
als  parallel  anzusehen. 
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Mithin: 

Im  AUgemeinen  lassen  sich  von  jedem  Funkt  zwei  (reelle, 
imaginäre,  zusammenfallende)  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Ge- 
raden ziehen. 

Nimmt  man  an,  der  Kegelschnitt  £  sei  imaginär  imd  setzt 
B  =  iE^  imd  -K'=  iB^\  so  ist  die  Länge  jeder  reellen  Geraden 
der  Ebene  endlich  und  gleich  2Rj^7t  und  die  Summe  der  Winkel 
in  einem  Strahlenbüschel  2B^%,  Setzt  man  dann  noch  B^=\, 
so  erhält  man  die  Biemann'sche  oder  elliptische  Geometrie. 
Vergl.  §  2. 

Nimmt  man  dagegen  an,  der  Kegelschnitt  21  sei  reell  und 
setzt  wieder  B  =  iB^,  B'  =  iB^'  und  i?i'  =  ^,  so  ergiebt  sich 
die  Lobatschefskifsche  oder  hyperbolische  Geometrie. 

Wird  schliesslich  vorausgesetzt,  der  Kegelschnitt  sei  degene- 
rirt  und  reducire  sich  als  Enveloppe  auf  ein  Punktepaar,  so 
kommt  man  zu  der  parabolischen  Geometrie  im  weiteren  Sinn, 
welche  sich  auf  die  Euclidische  Geometrie  reducirt,  wenn  diese 
Pimkte  die  (conjugirt  imaginären)  Kreispwnkte  sind. 

Hat  man  diese  Principien  für  die  Gebilde  2*®'  Stufe  aufgestellt, 
so  bietet  ihre  Erweiterung  auf  die  Gebilde  3*®'  Stufe,  speciell  auf 
den  gewöhnlichen  Baum  keine  weitere  Schwierigkeit  dar.  In 
dem  letzteren  ist  da^  absolute  Gebilde  eine  Fläche  2'^^  Ordnung, 
Je  nachdem  diese.  Fläche  2*®'  Ordnung  imaginär  oder  reell  aber 
mit  nicht  reelleo  Erzeugenden  oder  (als  Enveloppe)  in  einen 
ebenen  Kegelschnitt  und  speciell  den  imaginären  Kugelkreis  degene- 
rirt  ist,  erhält  man  die  drei  Geometrien,  die  elliptische,  hyper- 
bolische und  parabolische  des  §  2. 

§  5.     Beltrami's  Darstellung  der  nicht-Euolidischen 
Geometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidischen  Räume. 

Die  Löbatschefskij'sche  Geometrie  fällt  mit  der  Geometrie  in 
einem  Baum  constanter  Biemann'scher  negativer  Krümmung  zu- 
sammen, vergl.  Kap.  80;  es  genügt,  an  die  Stelle  der  Geraden 
die  geodätischen  J^inien  zu  substituiren. 

Daher  deckt  sich  ins  Besondere  die  ebene  Löbatschefskij'sche 
oder  hyperbolische  Geometrie  mit  der  Geometrie  auf  einer  Fläche 
von  constanter  negativer  Krümmung  in  unserem  gewöhnlichen 
Raum,  vergl.  Kap.  16,  §  11,  S.  496;  aus  diesem  Grund  wird  die 
ebene  Lobatschefskij^sche  auch  pseudosphärische  Geometrie  genannt. 

Wie  schon  in  §  2  gesagt  wurde,  hatte  Lambert  bereits 
im  Jahr  1766   bemerkt,   dass   die   aus   der   sogenannten   Hypo- 
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these  des  spitzen  Winkels  abgeleitete  Geometrie  sieb  auf  einer 
Kugel  mit  imaginärem  Radius  interpretiren  lasse;  weiter  hatte 
dann  Minding,  Crelle^  19,  1839;  20,  1840  gezeigt,  dass  die 
trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  die  pseudosphärischen 
Dreiecke    sich    aus    den    Formeln  für  die    sphärischen  Dreiecke 

ergeben,  wenn  man  B  durch  Ry  —  1  ersetzt  (vergl.  S.  495); 
später  hatte  sich  Codazzi,  Ämi,  di  Tortolini,  1857  mit  dem- 
selben Gegenstand  beschäftigt;  es  war  jedoch  Beltrami,  Giorn. 
di  Bau.,  4,  1868,  der  zuerst  die  wahre  Bedeutung  dieser  Be- 
ziehungen auf  elegante  Art  nachwies.  In  einer  späteren  Arbeit, 
Ann.  di  mat,  (2),  2,  p.  261,  dehnte  Beltrami  die  Betrach- 
tungen, die  er  vorher  nur  für  die  Ebene  angestellt  hatte,  auch 
auf  die  Räume  von  drei  Dimensionen  aus. 

Die  Constante  B,  welche  in  die  Formeln  der  Löbatschefskij' 
'sehen  Geometrie  eingeht  (siehe  §  2),  ist  so  nichts  Anderes,  als 
die  Quadratwurzel  aus  dem  redprohen  Werth  der  Krümmung 
jenes  gehrümmten  Baums,  in  dem  sich  diese  Geometrie  interpre- 
tiren lässt. 


Was  die  ebene  Biemann'sche  oder  elliptische  Geometrie  an- 
geht, so  zerfällt  sie,  wie  wir  schon  in  §  2  bemerkt  haben,  in 
zwei  Unterabtheilungen,  von  denen  nur  eine  auf  der  Kugd 
interpretirt  werden  kann;  die  andere  dagegen  entspricht  inuner 
der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  posiUver  Krümmung, 
die  aber  einen  anderen  Zusammenhang  hat,  als  die  Kugel.  Siehe 
darüber  die  Betrachtungen  von  Klein  in  seinen  schon  citirten 
Vorlesungsheften,  VI,  Hft.  1,  p.  243 — 293  und  unsere  Angaben 
auf  S.  626. 


§  6.    Vollständiges  Axiomensy stein  der  Greometrie. 

Bisher  haben  wir  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  Frage 
über  die  Stellung,  welche  das  Parallelenaxiom  in  der  Geometrie 
einnimmt,  beschäftigt;  diese  Frage  ist  jedoch  eigentlich  nur  eine 
untergeordnete  gegenüber  der  viel  weitergehenden  nach  einem 
vollständigen  System  voneinander  unabhängiger  Axiome  und  der 
Stellung  dieser  Axiome  untereinander. 

Sie  wurde  zuerst  von  M.  Pasch  in  seinen  Vorlesuiigen 
über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882  behandelt.  Eine  andere 
sehr  tiefgehende  Behandlung  dieses  Problems  verdankt  man  dann 
Veronese,  Grundzüge  der  Geometrie,  deutsch  von  A.  Schepp, 
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Leipzig  1894.  Veronese  liat  vor  allen  Dingen  den  Versuch 
gemacht,  eine  von  dem  Archimedischen  Axiom  unabhängige  Geo- 
metrie aufzubauen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  femer  auf  die  Elementi  di  geometria 
von  Veronese,  Verona-Padova,  Fratelli  Drucker,  1897,  2.  Ausg., 
1901  hingewiesen,  welche  das  erste  für  Mittelschulen  bestimmte 
Lehrbuch  der  Elementargeometrie  darstellen,  das  den  heutigen 
Anforderungen   an   eine   strenge  Begründung   zu   genügen  sucht. 

Ausser  diesen  eben  citirten  Werken  wollen  wir  noch  die 
folgenden  Arbeiten,  die  sich  mit  den  Axiomen  beschäftigen,  an- 
fuhren: Peano,  Sui  fondamenti  deUa  geometria,  Bivista  di 
Matemaiica  189-4;  Ingrami,  Elementi  di  geometria  per  le  scuole 
secondarie  ^uperiori^  Bologna  1899;  Pieri,  Della  geometria 
elementare  come  sistema  ipotetico  deduttivo, .  Mem,  Acc.  Torino, 
1899.  Ganz  besonders  sind  aber  die  ausgezeichneten  Unter- 
suchungen von  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig 
1899  zu  nennen,  die  jeder  Mathematiker  studiren  sollte. 

Hilbert  theilt  das  von  ihm  verwandte  Axiomensjstem  in 
fünf  Gruppen  ein: 

I.  Axiome  der  Verknüpfung  (die  eine  Verknüpfung  zwischen 

den  Begriffen:  Pimkt,  Gerade,  Ebene  darstellen), 
n.  Axiome  der  Anordnung  (die  den  Begriff  „zwischen"  defi- 
niren   imd   auf  Grund  dieses  Begriffs   die  Anordnung  der 
Punkte   auf  einer  Geraden,   in  der  Ebene  und  im  Eaum 
ermöglichen), 
in.  Axiom  der  Parallelen, 
IV.  Aixiome  der  Congruenz, 
V.  Axiom  der  Stetigkeit  oder  Archimedisches  Axiom. 

Die  erste  Gruppe  umfasst  7,  die  zweite  5,  die  dritte  1, 
die  vierte  6,  die  fünfte  1  Axiom. 

Um  einen  Begriff  von  diesen  Axiomen  zu  geben,  fuhren 
wir  einige  von  ihnen  in  Hilberths  Nummerirung  und  Fas- 
sung an: 

Ij.  Zwei   von   einander   verschiedene   Funkte    bestimmen   stets 
eine  Gerade, 

Ig.  Irgend  ztoei  von  einander  verschiedene  Punkte  einer  Ge- 
raden bestimmen  stets  diese  Gerade, 
'  I7.  Auf  jeder  Geraden  gibt  es  wenigstens  zwei  Punkte,  in 
jeder  Ebene  wenigstens  drei  nicht  auf  einer  Geraden  ge- 
legene Pmkte,  im  Baum  gibt  es  wenigstens  vier  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Punkte. 
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IIi-   Wenn   Ä,    B,    C   Punkte    einer    Geraden    sind,  wnd  B 
zwischen  A  und  C  liegt,  so  liegt  B  aitch  zwischen  C  und  Ä. 

Wir  heben  dann  nur  noch  das  Archimedische  Axiom  in 
Hubert' s  Fassung  hervor: 

V.  Es  sei  A^  ein  beliebiger  Punkt  auf  einer  Geraden  zwischen 
den  beliebig  gegebenen  Punkten  A  und  B;  man  con- 
struire  dann  die  Punkte  A^,  A^,  A^, , , .  so,  dass  Ä^ 
zwischen  A  und  A2,  ferner  A^  zwischen  A^  und  Ä^, 
femer  A^  zwischen  A^  und  -I4,  u.  s.  w,  liegt,  und  überdiis 
die  Strecken 

AA^,    A^A^,    A^A^,    AqA^,  .  .  . 

einander  gleich  sind;  dann  gibt  es  in  der  Reihe  der  Punkte 
A^,  A^,  A^,..,  stets  einen  solchen  Punkt  A^^  dass  B 
zwischen  A  und  A^  liegt. 

Ueber  die  Geschichte  dieses  Archimedischen  Axioms, 
das  schon  auf  ältere  Geometer  zurückzuführen  ist,  vergleiche 
M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  1,  p.  229;  femer  0.  Stolz,  Math. 
Ann.^  22. 

Hubert  hat  für  seine  in  den  Gruppen  HE,  IV,  V  enthal- 
tenen Axiome  ihre  Unabhängigkeit  von  den  übrigen  nachgewie- 
fen.  Statt  der  Hilbert'schen  Axiome  kann  man  auch  andere 
zu  Grund  legen,  wie  wir  z.  B.  über  verschiedenartige  Fassungen 
des  Parallelenaxioms  schon  in  §  2  gesprochen  haben. 

Es  empfiehlt  sich,  mit  den  Hilbert'schen  Untersuchungen 
die  hervorragende  Abhandlung  von  F.  Schur,  Ueber  die  Grund- 
lagen der  Geometrie,  Math.  Ann.,  55  zu  vergleichen.  Man 
findet  dort  eine  andere  Fassung  der  Axiome  und  unter  Anderem 
auch  den  Nachweis,  dass  sich  die  Hilb  er  tischen  Axiome  der 
Gruppen  I  und  II  noch  reduciren  lassen  {Math,  Ann,,  55, 
p.  271). 

Von  den  durch  diese  Untersuchungen  erzielten  Eesultaten 
sei  vor  Allem  hervorgehoben,  dass  der  Aufbau  der  projeetiven 
Geometrie,  vorzüglich  der  Beweis  des  Fundamentalsatzes: 

„Eine  projective  Beziehung  zwischen  zwei  Geraden  v^ 
dadurch  bestimmt,  dass  drei  Pulten  der  einen  Geraden  drei 
Punkte  der  anderen  als  entsprechend  zugewiesen  werden"^ 

unabhängig  von  dem  Parallelenaxiom  (v.  Staudt,  Geometrie 
der  Lage;  Klein,  Math.  Ann.,  4,  6)  und  unabhängig  von  dem 
Archimedischen  Axiom  (F.  Schur,  Ueber  den  Fundamentalsäz 
der  projeetiven  Geometrie,  Math,  Ann.,bl)  ist.   Durch  Hubert  ist 


§  6.    Vollständiges  Axiomensystem  der  Geometrie.  637 

der  strenge  Nachweis  geführt,  dass  man  den  Fundamentalsatz 
nicht  lediglich  mit  Hülfe  der  Axiome  der  Verknüpfung  und 
Anordnung,  die  man  als  projective  Axiome  bezeichnet,  beweisen 
kann ;  entweder  muss  man  zu  den  erwähnten  Axiomen  noch  sänmit- 
liche  Congruenzäxiome  oder  das  Axiom  des  Archimedes  in  seiner 
projectiven  Passung  hinzunehmen  (Kap.  VI  der  Hilb  er  tischen 
Grundlagen). 

Auch  die  elementare  Proportionslehre  der  Euclidischen  Geo- 
metrie ist,  wie  diese  Untersuchungen  lehren,  von  dem  Archi- 
medischen Axiom  unabhängig.  Dies  geht  schon  aus  den  Unter- 
suchungen von  Schur  in  seinem  Lehrbuch  der  analytischen 
Geometrie,  Leipzig  1898  hervor,  ist  aber  vorzüglich  von  Hilbert, 
1.  c.  dargethan  worden. 

Bezüglich  der  Fragen  dieses  Paragraphen  sei  auch  noch 
auf  die  Schriften  von  F.  Klein,  Zur  ersten  Vertheüung  des 
Lobatschefskij 'Preises ,  Math.  Ann.,  50  und  auf  Holder,  An- 
schauung und  Benken  in  der  Geometrie,  Leipzig  1900  verwiesen. 

Auf  die  Verwerthung  des  Archimedischen  ^Axioms  in  seiner 
projectiven  Fassung  zum  ^  Beweis  des  Fundamentalsatzes  hat 
Klein  in  dem  eben  citirten  Aufsatz  hingewiesen.  (Vergl.  auch 
Schur,  Math.  Ann.,  51,  p.  402;  55,  p.  274). 

Man  kann  den  Fundamentalsatz  auch  mit  Hülfe  der  Axiome 
der  Anordnung  und  Verknüpfung  beweisen,  wenn  man  noch  ein 
'  Axiom  über  Punkte,  die  durch  Grenzprocesse  definirt  sind,  her- 
beizieht. Diesem  Axiom  kann  man  etwa  folgende  Form  geben: 
Jeder  Ftmht,  der  durch  &inen  convergenten  unendlichen  Frocess 
definirt  wird,  soll  wirMich  eodstiren.  (Axiom  von  Georg 
Cantor,  Math.  Ann.,  5.     Vergl.  F.  Klein,  Math,  Ann.^  6.) 
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Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  das  Jahrbuch  über  die 
Fortschritte  der  Mathematik  seit  dem  Jahr  1868  über  alle  Erschei- 
nungen der  mathematischen  Literatur  berichtet  und  daher  ein  sehr 
wichtiges,  fast  unentbehrliches  Hülfsmittel  darstellt. 

Die  Zahlen,  vor  denen  ein  S.  steht,  beziehen  sich  in  diesem 
Register,  wie  in  den  folgenden,  auf  die  Seiten  des  Textes.  Auf  den 
hinter  dem  Wort  „ausserdem"  aufgeführten  Seiten  ist  der  Name  des 
Autors  ohne  Angabe  einer  seiner  Schriften  citirt. 
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Bolyai,  Johann  (1802 — 1860),  Appendix  scientiam  spatii  absolute 
veram  exhibens  etc.,  (Anhang  zu  Wolfgang  Boljai's  Tentamen  etc., 
Maros-Väsärhely  1832;  siehe  diesen^ Namen),  deutsch  frei  bearb.  von 
J.  Frischauf,  1872;  ital.  von  Battaglini,  Giom.  di  Batt.,  6;  franz. 
von  Houel,  2.  dd.,  Paris  1895,  S.  619;  ausserdem  S.  682,  618,619, 
620,  621,  624,  627. 

Bolyai,  Wolfang  (1776—1856),  Tentamen  javentutem  studiosam  in 
elementa  mateseos  purae  elementaris  ac  sublimioris  methodo  in- 
tuitiva  introducendi,  Maros - Väsärhelyini  1832,  2.  Ausg.,  Budapest 
(auch  Leipzig)  1897,  S.  619;  siehe  auch  Johann  Bolyai  und 
Gauss. 

Bomie,  Möm.  de  l'Ac.  de  Paris,  1712,  S.  650. 

Bonnet  (geb.  1819  etwa),  Compt.  Bend.,  1853,  S.  502;  Journ.  de  l'fic. 
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pol.,  32,  1848,   S.  461;    ib.,  33,  1853,   S.  486;    ib.,  61,  62,  S.  490; 

ausserdem  S.  481,  484,  490,  496,  497,  498,  499,  601. 
Borchardt  (1817—1880),  Grelle,  83,  S.  302. 
Bouhdls,  JourD.  de  math.  äläm.  de  Longcbamps,  1891,  S.  71. 
Bour  (1832—1866),  Journ.  de  l'fic.  pol.,  59,  1861,  S.  490;  ausserdem 

S.  489. 
Bretschneider,  Dissert.,  Erlangen  1875,  S.  202. 
Breusing,  A.  (1818—1892),  Das  Verebenen  der  Kugeloberfläche  etc., 

Leipzig  1892,  S.  247. 
Brianchon  (geb.  1785),  S.  60,  76,  416. 
Brianchon  und  Poncelet^  Ann.  de  Gerg.,  11,  1820,  S.  71. 
Brill,    Ludwig^   Catalog  math.    Modelle  etc.,    Darmstadt  1892;    die 

Sammlung  ist  jetzt  im  Besitz  von  Schilling  in  Halle,  S.  280,  308, 

312,  327,  331,  335,  345,  495,  502,  568. 
Brille  Alexander,   Grelle,    65,  S.  201;    Math.  Ann.,  4,  S.  153;  ib.,  6, 

S.   155,  201;  ib.,  7,  S.  155;  ib.,  10,  S.  434;  ib.,  12,  S.  203;  ib.,  13, 

S.  141;    ib.,   26,  S.  614;    ib.,   31,   S.  155;   ib.,   36,  S.  271;    Münch. 

Abb.,  1883,  S.  486;  Quart.  Journ.,  27,  1895,  S.  583,  584;  ausserdem 

S.  164,  432. 
Brill^  A.  und  Naether^  üeber  die  algebraischen  Functionen  und  ihre 

Anwendung  in  der  Geometrie,  Math.  Ann.,  7,  S.  150,  151,  156,  160; 

Gott.  Nachr.,  1873,  S.  151;  Jahresber.   der  Deutsch.  Math.-Ver.,  3, 

1892,  1893,  S.  156;  ausserdem  S.  152,  160. 
Bnoschi  (1825—1897),  Ann.  di  mat.,  (2),  1,  S.  507;  ib.,  (2),  7;  (2),  24, 

1896,  siehe  die  Berichtigungen;  Ann.  di  scienze  mat.  e  fis.  di  Torto- 

lini,  4,  1853,  S.  486;  Atti   Acc.  Lincei,  (2),  3,  1875—76,  siehe  die 

Berichtigungen;  Math.  Ann.,  4,  S.  201 
Brocard ,   Notes    de   bibliographie   des   courbes    gdometriques,    Bar 

le  Duc  1897,  lithogr.  mit  Supplement,  1899,  S.  523,  530,  531,  533, 

542,  545,  547,  555;    Ann.  de  Toulouse,  1887,  S.  72;  Bull,  de  Dar- 

boux,  1879,  l.ThL,  S.  553;  Bull,  de  la  Soc.  math.,  1872,  1877,  S.  72; 

Catalan,  Nouv.  Corresp.  math.,  2,  1876,  S.  522;  ib.,  3,  1877,  1879, 

1880,  S.  72;  Journ.  des  math.  speciales,  1889,  S.  72;   Nouv.    Ann., 

1886,  S.  547;    ausserdem  S.  67,  68,  69,  70,  71. 
Brückner^   Max,   Vielecke  und  Vielflache,  Theorie  und  Geschichte, 

Leipzig  1900,  S.  567. 
Brunei,  Math.  Ann.,  19,  S.  601. 
Burkhardt,  Gott.  Nachr.,  1892,  S.  287. 

Cohen,  Nouv.  Ann.,  1875,  S.  543. 

Cantor,  Moritz,  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik, 
3  Bde.,   Leipzig  1892—1898,   S.  525,  527,  538,  540,  542,  617,   636. 

Cantor,  Georg,  Acta  math.,  2,  S.  583;  Grelle,  84,  S.  583;  Math.  Ann., 
5,  S.  637. 

Caporali  (1855 — 1886),  Doctordissertation,  Ann.  di  mat.,  7,  S.  349; 
Piani  e  punti  singolari  d.  superf.  di  Kummer,  Mem.  Acc.  Lincei, 
(3),  2,  1878,  S.  303,  393,  414;  GoUectanea  mathematica  in  memo- 
riam  D.  Chelini,  Mailand  1881,  S.  148;  Mem.  Acc.  Lincei,  1877 — 
1878,  S.  388;    Rend.  Acc.  Napoli,  1879,  S.  416;  ausserdem  S.  303. 

Carnot  (1753 — 1823),  Sur  la  relation  qui  existe  entre  les  distances 
respectives  de  cinq  points  quelconques  pris  dans  l'espace,  suivi 
d'un  Essai  des  transversales,  Paris  1806,  S.  35;  Geometrie  de  posi- 

Pascal,  Bepertorium.  II.  41 
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tion,  Paris  1803,  deutsch  von  Schumacher,  S.  64,  88,  137;  ausser- 
dem S.  46 ;  vergl.  auch  Gaitss. 

Cartesius  siehe  Descartes. 

Casey,  A  sequel  to  the  first  6  books  of  Euclid,  containing  an  easy 
Introduction  to  modern  geometry  with  examples^  London  1888, 
auch  französisch:  G^om.  dl^m.  r^cente,  Paris  1890,  S.  72;  Mathe- 
sis,  1890,  S.  73;  Phil.  Trans.,  161,  1871,  S.  321,  328;  Quart.  Joum., 

4,  1860,  S.  71;  Trans.  Irish  Ac,  1866,  S.423;  ib.,  24,  1869,  S.201; 
ib.,  1886,  S.  73;  ausserdem  S.  320,  321. 

Casorati  (1836—1890),  Acta  math.,  14,  S.  487. 
Caspary,  Compt.  Rend.,  1891,  S.  297. 
Cassini  (1625—1712),  S.  519,  531. 

Castelnuovo,  Atti  Acc.  Torino,  36,  1901,  siehe  die  Berichtigungen; 
Atti  Ist.  Veneto,  1887,   S.  589;  ib.,  1891,  S.  584;  Math.     Ann.,  44, 

5.  370;  ib.,  48,  S.  370;  Mem.  Acc.  Torino,  1891,  S.  147;  Rend.  Acc. 
Lincei,  1889,  S.  150,  578;  ib.,  1894,  S.  333,  371;   ausserdem  S.  213. 

Castelnmvo  und  Enriques,  Math.  Ann.,  48,  S.  223,  239,  371,  372; 
Compt.  Rend.,  1895,  S.  371. 

Castilioneus,  J.  (1708 — 1791),  siehe  Newton. 

Catalan,  Acta  math.,  15,  S.  487;  Mto.  de  Belgique,  49,  1891,  S.  72. 

Cauchy  (1789 — 1857),  Exercises  math^matiques,  5,  Paris  1830,  S.  311; 
Compt.  Rend.,  11,  12,  18,  S.  311;  ib.,  24,  25,  1847,  S.  582;  Joum. 
de  l'fic.   pol.,  1813,  S.  564. 

Cavälieri  (1598—1647),  S.  62. 

Cayley  (1821—1895),  CoUected  mathematical  papers,  13  Bde.  und  ein 
Indexband,  Cambridge  1889—1898,  S.  141,  153,  181,  208,  212,  216, 
218,  219,  225,  227,  238,  245,  247,  267,  296,  298,  299,  300,  311,  353, 
364,  365,  375,  582,  583;  Mem.  on  Cubic  Surfactes,  Lond.  Phil. 
Trans.,  159,  1869,  S.  222,  272,  280,  345,  395;  An  elementary  treatise 
on  elliptic  functions,  Cambridge  and  London  1876,  S.  536;  On  the 
curves  which  satisfy  given  conditions,  Lond.  Phil.  Trans.,  148, 
1858,  S.  141;  On  the  quartic  surfaces  (+)  (u,  v,  w)*,  Quart.  Joum. 
of  math.,  10,  11,  1870,  S.  298,  299,  326;  On  the  rational  transf. 
between  two  Spaces,  Proc.  Lond.  Math.  Soc,  3,  1870  =  Coli.  math. 
papers,  7,  p.  189,  S.  212;  Ann.  di  mal,  (2),  1,  S.  423;  ib.,  2,  1868, 
S.  361;  ib.,  20,  1892,  S.  311;  Cambr.  math.  Joum.,  2,  S.  36;  ib.,  3, 
1843,  S.  128;  ib.,  4,  1845,  S.  582;  ib.,  5,  1850,  S.  263,  363,  361; 
ib.,  7,  1852,  S.  208,  364;  Compt.  Rend.,  52,  1861,  S.  297;  ib.,  54, 
1862,8.216,267;  ib.,  58,  1864,  S.  267;  ib.,  62,  1865,  S.  155;  ib.,  111, 
1890,  S.615;  Crelle,  30, 1846,  S.  582;  ib.,  64,  S.  134,  334;  ib.,  65,  S.  311; 
ib.,  68,  S.  199;  ib.,  73,  S.  300;  ib.,  83,  S.  302;  ib.,  87,  S.  311;  ib., 
111,  S.  218;  Joum.  de  Liouville,  9,  1844,  S.  181,  279;  ib.,  10,  1846, 
S.  225;  ib.,  11,  1846,  S.  311;  ib.,  1849,  S.  516;  London  Phil.  Trans., 
147,  1857,  S.  141,  181,  520;  ib.,  149,  1869,  S.  199,  683,  619,  630;  ib., 
151,  1861,  S.  199;  ib.,  153,  1863,  S.  365;  ib.,  154,  1864,  S.  280,  345; 
ib.,  158,  1868,  S.  153,  435;  Math.  Ann.,  3,  S.  223,  239;  ib.,  5, 
S.  620;  ib.,  30,  S.  129;  Phil.  Mag.,  22,  1861,  S.  241,  246;  ib., 
1862,  S.  280;  ib.,  25,  26,  1863,  S.  486;  ib.,  1,  1864,  S.  280,  283; 
Proc.  of  the  London  math.  Soc,  1865,  S.  131;  ib.,  1,  1866,  S.  155; 
ib.,  3,  1870,  S.  158,  161,  238,  293,  296,  334,  336;  ib.,  4,  S.  297; 
ib.,  5,  1873,  S.  334;  Quart.  Joum.  of  math.,  3,  1860,  S.  215,  311; 
ib.,   5,  1862,   S.  183,  215;    ib.,   1864,   S.  353;    ib.,  7,  1865,  S.   134, 


Namenregister.  643 

361;  ib.,  9,  1867,  S.  361 ;  ib.,  10,  1870,  S.  320;  ib.,  11,  1870,  S.  134, 
227,  486;  ib.,  11,  1871,  S.  320;  Transact.  of  Cambridge  etc.,  11, 
1865,  S.  188,  375;  ausserdem  S.  46,  137,  146,  164,  158,  159,  187, 
203,  214,  215,  221,  224,  237,  276,  300,  308,  309,  321,  323,  329, 
332,  336,  337  u.  ff.,  360,  361,  362,  369,  375,  378,  387,  396,  432,  586, 
693,  620,  627. 

Cayley  und  Salmon,  Cambr.  math.  Joum.,  4,  1849,  S.  280,  289;  ib , 
5,  1850,  S.-  263. 

Cesäro,  Qeometria  intrinseca,  Napolil896,  deutsch  von  G.  Kowalewski, 
Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie,  Leipzig  1901 ,  S.  462,  520, 
647,  549,  605,  614;  Mathesis,  2,  S.  461;  ib.,  1882,  S.  550;  ib.,  1890, 

5.  72;  Mem.  Acc.  Lincei,  6,  2.  Thl.,  1877,  S.  568;  Nouv.  Ann., 
1885,  S.^42;  ib.,  1887,  S.  72;  Riv.  di  mat.,  2,  1868,  S.  461. 

Ceva  (Ende  des  17.,  Anfang  des  18.  Jahrhunderts),  S.  59. 

Chctsles  (1796 — 1880),  Aper9u  historique  sur  l'origine  et  le  d^veloppe- 
ment  des  m^thodes  en  g^om^trie,  1.  äd.,  Paris  1837,  2.  ^d.,  ib., 
1875,  deutsch  von  L.  A.  Sohncke,  Geschichte  der  Geometrie  haupt- 
sächlich mit  Bezug  auf  die  neueren  Methoden,  Halle  1839,  S.  94, 
124,  187,  246,  247,  254,  542;  Traitä  de  g^om^trie  sup^rieure,  ßru- 
xelles  1852,  S.  46,  181 ;  Traitä  de  sections  coniques,  Paris  1865,  S.  46  ; 
Ann.  de  Gergonne,  18,  19,  S.  246;  Compt.  Rend.,  21,1845,  8.535; 
ib.,  41,  1853,  S.  148,  183;  ib.,  45,  1857,  S.  254;  ib.,  52,  1861,  S.  241, 
247,  259,  345;  ib.,  54,  1862,  S.  221,  259,  363,  361;  ib.,  1864,  S:  16, 

434,  435;  ib.,   1866,  S.  16;  ib.,  1871—1877,  S.435;  Corresp.  math., 

6,  1830,  S.  387;  Joum.  de  Liouville,  (1),  4,  1839,  S.  386,  387;  ib.,  2, 
1854,  S.  254,  369;  M^m.  de  Belgique,  6,  S.  247;  ausserdem  S.  44, 
45,  46,  64,  105,  182,  187,  247,  250,  251,  323,  363,  364,  430,  431, 
432,  433,  434,  435,  436,  437,  439,  537,  588,  597. 

Chini,  Giom.  di  Batt.,  27,  1889,  S.  497. 

Christoffel   (1829—1900),    Ann.   di  mat,    10,  S.  150;    Berliner  Abb., 

1868,  S.  484;  Grelle,  70,  S.  474,  602,  603,  604;  ausserdem  S.  469, 

480,   602,  603,  604. 

Ciani,  Ann.  di  mat.,  (3),  2,  S.  304;  Rend.  Ist.  Lomb.,  1898,  S.  304. 

Clausen  (1801—1885),  Astr.  Nachr.,  1842,  S.  535. 

Clairaut  (1715 — 1765),  Recherches  sur  les  courbes  ä  double  courbure, 
Paris  1731,  S.  461;  ausserdem  S.  483. 

Clebsch,  A.  (1833 — 1872),  Vorlesungen  über  Geometrie,  herausgeg. 
von  Lindemann  mit  Vorwort  von  Klein,  2  Bde.;  1.  Bd.  Geometrie 
der  Ebene;  2.  Bd.  die  Flächen  1.  und  2.  Ordnung  oder  Classe  und 
der  lineare  Complex,  Leipzig  1875,  1891,  S.  28,  46,  94,  123,  125, 
129,  134,  153,  155,  161,  167,  173,  175,  181,  199,   241,  244,  247, 

435,  617;  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1871, 
S.  55,  57;  Compt.  Rend.,  67,  1868,  S.  223,  239;  Grelle,  49,  S.  282; 
ib.,  59,  S.  281;  ib.,  63,  S.  130,  181,  199,  268,  283;  ib.,  64,  S.  130,  131, 
141,  543;  ib.,  66,  S.  241,  293;  ib.  67,  S.  334;  ib.,  68,  S.  16,  369; 
ib.,  69,  S.  242,  320;  Gott.  Abb.,  14,  1868,  1869,  S.  287;  ib.,  15, 
S.  350;  Gott.  Nachr.,  1872,  S.  280;  Math.  Ann.,  1,  S.  171,  173,  175, 
242,  293,  331,  350;  ib.,  2,  S.  239,  242,  378,  382,  383;  ib.,  3, 
S.  161,  349,  350;  ib.,  4,  S.  280,  282;  ib.,  6,  S.  242,  333,  369,  378, 
381;  ib.,  6,  S.  175,  434,  669,  570;  ausserdem  S.  173,  213,  295, 
315,  317,  332,  334,  335,  379,  393;  vergl.  auch  Plücker, 
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Clehsch  und  Gordan,   Theorie   der  Abel' sehen   Functionen,  Leipzig 

1866,  S.  199. 

Clifford  (1846—1879),  On  the  Classification  of  loci,  Phil.  Trans.,  1878 
oder  Math.  Papers,  p.  306,  S.  162,  697 ;  Proc.  of  the  London  math. 
Soc,  (7),  1876,  S.  684;  ausserdem  S.  168,  698,  616;  siehe  auch 
Biemann. 

Codazzi  (1824—1873),  Ann.  di  mat.,  (2),  1,  4,  6,  1867—1873,  S.  507; 
ib.,  (2),2,  1868,  S.  470,  607;'  Ann.  di  scienze  mat.  e  fis.  di  Torto- 
lini,  8,  1867,  S.  607,  634;  Memoire  relatif  ä  l'application  des  ßur- 
faces  les  unes  sur  les  autres,  Mäm.  präs.  par  divers  sav.  (§tr.  ä 
l'Ac.    de   Paris,    27,    1879,  S.  490;    ausserdem  S.  614,  616. 

Colaon^  J.,  gest.  1760,  siehe  Newton. 

Commandino  siehe  Pappos. 

Conon  =  Eonon  aus  Samos  (300  bis  260  y.  Chr.  in  Italien  und 
Alexandrien  lebend),  S.  644. 

Cotes  (1682 — 1716),  Harmonia  mensurarum,  Cambridge  1722,  S.  137. 

Gramer  (1704 — 1762),  Litroduction  ä  Tanalyse  des  lignes  courbes  alg^- 
briques,  4  Bde.,  Genevae  1760,  S.  134;  ausserdem  S.  140. 

Cremona,  Elementi  di  Geometria  projettiva,  Torino  1873,  deutsch 
von  Trautwetter,  S.  46;  Preliminari  di  una  teoria  geomeiaica  delle 
superficie,  Bologna  1866  (Mem.  Bologna,  (2),  6,  7,  1866,  1867), 
deutsch  von  M.  Curtze:  Grund züge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Ober- 
flächen in  synthetischer  Behandlung,  Berlin  1870,  S.  63,  213,  227, 
228,  280,  283,  293;  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle 
curve  piane,  Bologna  1862,  auch  in  Mem.  Acc.  Bologna,  12,  1862, 
deutsch  von  M.  Curtze:  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der 
ebenen  Curven,  Greifswald  1866,  S.  134,  141,  143,  148,  181, 
183,  236,  436;  Trasf.  biraz.  dello  spazio,  Rend.  Ist.  Lomb.,  1871; 
Acc.  Bologna,  1861,  S.  263;  ib.,  1872,  S.  321;  Ann.  di  mat.,  (1),  1, 
S.  264;  ib.,  (1),  2,  S.  264;  ib.,  (1),  6,  S.  264;  ib.,  (2),  1,  S.  242,  369;  ib., 
(2),  6,  S.238;  ib.,  7,  1864,  S.  143;  Ann.  di  Tortolini,  4,  S.  263;  Atti 
Ist.  Lombardo,  1861,  S.  273;  CoUectanea  mathematica  in  memo- 
riam  D.  Chelini,  Mediolani,  1881,  S.  346,  370;  Compt.  Rend.,  64, 
1862,  S.  363,  407;  (ib.),  1864,  S.  436;  ib.,  69,  S.  436;  Crelle,  68,  S.  264; 
ib.,  60,  S.  264,  273,  280,  441;  ib.,  63,  S.  264,  334;  ib.,  64,  S.  643; 
ib.,  68,  erhielt  den  halben  Steiner -Preis  (vergl.  Sturm)  und  ist  auch 
in  der  deutschen  Uebers.  der  Grundzüge  einer  allg.  Th.  d.  Oberfl. 
von  Cremona  enthalten,  S.  280,  283,  289;  ib.,  69,  S.  241;  Giorn. 
di  Batt.,  1,  3,  S.  161;  ib.,  8,  S.  388;  Gott.  Nachr.,  1871,  S.  238; 
Math.  Ann.,  4,  S.  201,  238,  349;  ib.,  13,  S.  287;  Mem.  Acc.  Bo- 
logna, 8,  1868,  S.  346;  ib.,  2,  1863,  S.  161;  ib.,  6,  1866,  S.  161; 
ib.,  1871,  1872,  S.  238;  Mem.  Lincei,  1876,  1877,  S.  264,  289; 
Nouv.  Ann.,  (2),  1,  S.  264;    Rend.  Ist.  Lomb.,   1860,  S.  280;    ib., 

1867,  S.  334;  ib.,  (2),  1,  1868,  S.  264;  ib.,  3,  1870,  S.  289;  (ib.),  4, 
1871,  S.  238,  289,  318,  320,  360;  ausserdem  S.  146,  167,  168,  180, 
236,  237,  260,  263,  269,  262,  283,  284,  288,  291,  292,  293,  295,  318, 
320,  334,  336,  337  u.  ff.,  351,  397,  398 ;  siehe  auch  Baltzer. 

Bandelin  (1794—1847),  M^m.  de  l'Ac.  de  Belg.,  4,  S.  619. 

Darboux ,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  surfaces  alge- 
briques,  Paris  1873,  2.  ^d.,  ib.,  1896,  S.  328,  421,  423,  614,  632, 
640,  664 ;  Le9on8  sur  la  th^orie  g^närale  des  surfaces,  4  Bde.,  Paris 
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1887—1896,  S.  423,  474,  491,  502;  Le^ons  sur  les  syst^mes 
orthog.  etc.,  Paris  1898,  S.  607;  Ann.  de  l'fic.  norm,  sup.,  1865, 
S.  328;  ib.,  1866,  S.  328,  505,  507;  ib.,  1872,  S.  328,  423;  ib., 
1878,  S.  507;  ib.,  1890,  S.  496;  Bull,  des  sciences  math.,  1871, 
S.  349;  ib.,  1,  p.  348,  S.  98;  ib.,  2,  1880,  S.  333;  Compt.  Rend., 
1864,  S.  323;  ib.,  1877,  1881,  S.  486;  ib.,  1883,8.496;  ausserdem 
S.  320,  321,  325,  460,  480,  500. 

Dedekind^  S.  156;  vergl.  auch  JRiemann. 

De  Jonquüres  siehe  Jonquieres. 

De  Ja  Goupilliere  siehe  Goupilliei'e. 

Deldhire  siehe  Hire. 

Delambre  (1747—1822),  Connaiss.  des  temps,  1808,  S.  66. 

Delaunay  (1816—1872),  Joum.  de  Liouville,  6,  1841,  S.  502;  ausser- 
dem S.  497.  548. 

Del  Fezzo  siene  Pezzo. 

Del  Be  siehe  Be. 

Dersch,  Math.  Ann.,  7,  S.  199. 

Desargues  (1593 — 1662),  Trait^  des  sections  coniques,  Paris  1639, 
S.  77;  ausserdem  S.  14,  46,  47,  69,  77,  93,  513,  514,  515. 

Descartes  (1596 — 1650),  Discours  sur  la  methode  pour  bien  conduire 
sa  raison  et  chercher  la  yärit^  dans  les  sciences;  plus  la  Diop- 
trique,  les  M^täores  et  la  gdomätrie,  Leyden  1637,  lateinisch  mit 
Noten  von  Florimond  de  Beaune  und  Commentar  von  F.  van 
Schooten,  Lugd.  Bat.  (Lüttich)  1649  (der  letzte  Abschnitt  enthält 
die  Geometrie),  S.  45,  93,  537;  ausserdem  S.  201,  325,  531,  536, 
537,  542,  545,  564. 

Desmoulin,  Bull,  de  la  Soc.  math.,  20,  S.  403. 

De  Vries  siehe  Vries. 

Dini,  Ulisse,  Ann.  di  mat.,  (2),  1,  S.  486;  ib.,  (1),  7,  S.  502,  504;  Giom. 
di  Batt.,  2,  S.  491;  ib.,  3,  S.  496;  Compt.  Rend.,  1865,  S.  494; 
Mem.  Soc.  italiana  dei  quaranta,  3,  1869,  S.  486;  ausserdem  S.  494, 
550. 

Dino,  Salvatore,  Giorn.  di  Batt.,  3,  S.  353. 

Dinostrates,  griech.  Mathem.  zu  Plato's  Zeiten,  etwa  360  v.  Chr., 
S.  551. 

Diocles,  griech.  Mathem.  von  ziemlich  unbestimmtem  Zeitalter,  jeden- 
falls vor  70  V.  Chr.  lebend,  S.  527,  528. 

Dostor,  Joum.  des  math.  pures  et  appliqu^es,  (2),  5,  1879,  S.  568. 

Drach,  Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte,  Leipzig 
1867,  S.  254;  Math.  Ann.,  2,  S.  375. 

Diipirif  Charles  (1784 — 1873),  D^veloppements  de  g^omdtrie  pour  faire 
suito  ä  la  geomtoie  pratique  de  Monge,  Paris  1813,  S.  478,  486; 
Application  de  Gäomätrie  et  de  Mäcanique  ä  la  Marine  pour  faire 
suite  aux  D^velopp.  de  g^om.  etc^,  Paris  1822,  S.  328,  512;  Ann. 
de  Gerg.,  14,  S.  519;  Corr.  de  l'fic.  polyt.,  2,  S.  124;  ausserdem 
S.  46,  205,  320,  321,  323,  325,  327,  478,  505,  614.  Vergl.  auch 
Malu>s. 

Durege  (1821 — 1893),  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig 
1871,   S.  181;   Crelle,  75,  76,  S.  188;  Wiener  Ber.,1880,  S.  561. 

Durrande,  Ann.  de  Gerg.,  7,  S.  72. 

Dyck ,  W.,  Regulär  verzweigte  Riemann'sche  Flächen  und  durch  sie 
definirte  Irrationalitäten,    Dissert.,    München  1879,   S.  573;    Math. 
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Ann.,  17,  S.  573;    ib.,  20,  S.  673,  574;    ib.,  32,  S.  657,  561;  ib., 
37,  S.  661. 

Eberhard,  Grelle,  106,  S.  668;  Math.  Ann.,  36,  S.  564. 

Eckardt,  Math.  Ann.,  5,  10,  S.  279,  280;  Schlömilch's  Zeitschr.  für 
Math.  u.  Phys.,  16,  1870,  S.  543. 

Eisenstein  (1823—1852),  Grelle,  30,  39,  S.  535. 

Emmerich,  Die  Brocard'scben  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den 
verwandten  merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks, 
Berlin  1891,  S.  73. 

Engel,  Urkunden  zur  nichteuklidischen  Geometrie,  1.  Lobatschefskij, 
Leipzig  1899,  S.  618;    Ter^l.  auch  lAe,  Löbatschefskij  und  Städul 

Efmeper  (1830—1886),  Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Geschichte, 
2.  Aufl.,  Halle  1890,  S.  526,  636,  552;  Grelle,  94,  8.  486;  Gott. 
Nachr.,  1868,  S.  494;  Schlömilch's  Zeitschr.,  9,  1864,  S.  502; 
ausserdem  S.  480,  494,  495,  600. 

Enriques,  Lezioni  di  geometria  proiettiva,  Bologna  1898,  S.  46;  Math. 
Ann.,  48,  S.  213,  371;  ib.,  62,  S.  371;  Rend.  Lincei  1893,  S.  371; 
ib.,  1898,  S.  371;  vergl.  auch  Castelnuovo. 

Enclid  (studirte  zu  Athen  unter  Plato,  hielt  um  300  v.  Ghr.  eine 
mathematische  Schule  zu  Alexandrien)^  Elementa  ed.  Heiberg, 
in  6  Bänden,  Leipzig  1883—1888,  S.  617,  621;  ausserdem  S.  607, 
617,  621,  622,  633. 

Eudooßus  (408—355  v.  Ghr.J,  S.  552. 

Euler  (1707 — 1783),  Introductio  in  analjsin  infinitorum,  Lausannae 
1748,  deutsch  von  Michelsen,  Berlin  1788  und  von  Maser,  Berlin 
1885,  S.  124,  133,  187;  Sur  une  contradiction  apparente  dans  la 
doctrine  des  courbes,  Ac.  de  Berlin  1748,  S.  134;  Methodus  in- 
veniendi  lineas  curvas  etc.,  Lausannae  et  Genevae  1744,  S.  501; 
Becherches  sur  la  courbure  des  sctrfaces,  Mäm.  de  Berlin,  1760, 
S.  474;  Acta  Petrop.,  1784,  S.  543;  Mäm.  de  Berlin,  1753,  auch  in 
Ostwald's  Glassikem,  herausgegeben  von  Hammer,  S.  64,  67 ;  Mäm. 
de  St.  P^tersb.,  1761,  1762,  S.  536;  Nova  Acta  Petrop.,  1779,  auch 
in  Ostwald's  Glassikem,  herausgegeben  von  Hammer,  S.  67;  Nova 
Gomm.  Petrop.,  4,  1762,  S.  564;  ib.,  1761,  S.  625;  ib.,  11,  1766, 
S.  70;  ib.,  1766,  1781,  S.  543;  ausserdem  S.  67,  213,  247,  477,490, 
563)  564,  614.      Siehe  auch  Goldbach. 

Fagnano  (1682 — 1766),  Produzioni  matematiche,  2  Bde.,  Pesaro  1750, 

S.  525,  526,  634,  635. 
Fano,  Ueber  Gruppen,  insbesondere  Gruppen  von  Gremona-Transfor- 

mationen  der  Ebene  und  des  Baumes,    Monatshefte  fär  Math,  und 

Physik,  9.  Jahrg.,  1898;  Atti  Acc.  Torino,  1894,  1896,  1896,  S.420; 

Mem.  Acc.  Torino,  (2),  50,  1901,  S.  420. 
Fermat  (1608—1665),  S.  546. 
Feuerbach  (1800—1834),  Eigenschaften  einiger  merkwürdiger  Punkte 

des  geradlinigen  Dreiecks,  Nürnberg  1822,  S.  70;  ausserdem  S.  67. 
Fiedler,  W.,   Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 

mit  der  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  3  Thle.,  Leipzig  1883,  1885, 

1888,  S.  45,  46,  125.     Vergl.  auch  Salmon. 
Fink,  Ueber  vnndschiefe  Flächen  im  Allgemeinen  nnd  insbesondere 

über  solche  des  6.  Grads,    Tübinger  Dissertation,    auch  im  Corre- 
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spondenzblatt  für  die  Gelehrten-  und  Realschulen  Württembergs, 

1887,  S.  361. 
Flye  St.  Marie,   fitudes   analytiques   sur   la   thäorie   des   paralleles, 

Paris  1871,  S.  620. 
Fourier  (1768— 1830),  citirt  in  Mathesis;  9,  1889,  p.  139—141,  S.  627. 

Siehe  auch  die  Berichtigungen. 
Frahm,  Math.  Ann.,  7,  S.  242. 
Franck,  P.,  Ueber  die  Flächeninhalte  und  Bogenlängen  von  Fuss- 

punktcurven  und  Rollcurven,  Leipziger  Diss.,  1899,  S.  516. 
Frenet,    Grelle,    17,   1852  =  Doctordissert.,    Toulouse    1847,  S.  462; 

ausserdem  S.  459,  461,  601. 
Fresnel,  Augustin  Jean  (1788—1827),  M^m.  de  l'Ac.  de  Par.,  7,  1827, 

S.  311;  ausserdem  S.  308,  310,  311,  394,  403. 
Fricke  und  Klein,   Vorlesungen  über  die  Theorie   der  automorphen 

Functionen,  1897,  Abschn.  1,  S.  616. 
Frischauf,  Absolute  Geometrie  nach  Johann  Bolyai  bearbeitet,  Leipzig 

1872,  S.  620;   Elemente  der  absoluten  Geometrie,  ib.  1876,  S.  620; 

Elemente  der  Geometrie,  2.  Aufl.,  ib.  1877,  S.  620. 
Frohenius,  Grelle,  79,  S.  423;  ib.,  99,  S.  198,  199. 
Frost,  Quart.  Joum.,  10,  S.  486. 

Gcdilei  (1564—1642),  S.  541,  549. 

Galois,  Fvariste  (1811—1832),  S.  573. 

Ganter  und  Jiudio^  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  1.  Thl., 
der  Ebene,  4.  Aufl.,  Leipzig  1900,  2.  Thl.,  des  Raums,  2.  Aufl.,  ib. 
1899,  S.  47. 

Gauss  (1777 — 1855),  Werke,  herausgeg.  von  der  Kgl.  Gesellsch.  der 
Wissenschaften  m  Göttingen,  Leipzig  von  1873  an,  S.  470,  474, 
535,  618;  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  der 
Kgl.  Gesellsch.  derWissensch.  in  Göttingen  überreicht  am  8.  Oct.  1827, 
abgedr.  in  denGomm.  recent.  soc.Gott.,  Bd. 6,  (ada.  1823 — 1827),  1828; 
sind  auch  in  Bd.  4  der  „Werke"  enthalten  und  franz.  in  der  Liouville'- 
schenAusg.  der  Monge'schen  „Application  etc.";  eine  deutsche  mit 

.  Anmerkungen  versehene  Ausgabe  von  A.  Wangerin  ist  in  Ost- 
wald's  Glassikern   der  exacten  Wissenschaften,   N.  57    erschienen, 

5.  470,  474,  490;  Disquisitiones  arithmeticae,  Leipzig  1801,  S.  535; 
Briefwechsel  mit  Wolfgang  Bolyai,  herausgeg.  von  Franz  Schmidt 
und  Paul  Stäckel,  Leipzig  1899,  S.  618;  Zusätze  zu  der  im  Jahr 
1810  in  Altena  erschienenen  Schumacher' sehen  Qebersetzung  der 
G^omätrie  de  position  von  Garnot,  Paris  1803,  S.  64;  Theoria  mo- 
tus  corporum  coelestium  in  sectionibus  conicis  ambientium,  Ham- 
burg 1809,  S.  65;  ausserdem  S.  67,  247,  473,  476,  480,  482,  484,  486, 
487,  534,  605,  606,  610,  611,  615. 

Gegenbauer,  Wien.  Ber.,  93,  S.  259. 

Geiser,  Ann.  di  mat.,  9,  S.  141;  Gollectanea  mathematica  in  memoriam  D. 

Ghelini,  Mediolani  1881,  S.  231;  Grelle,  70,  S.  318;  ib.,  73,  S.  199; 

Math.  Ann.,  1,S.  196,  199,  290;  ausserdem  S.  200;  vgl.  auch  Steiner, 
Genocchi  (1817—1889),  Ann.  di  mat.,  (1),  6,  S.  537;  Ann.  di  Tortolini, 

6,  S.  519;  Gompt.  Rend.,  80,  1875,  S.  537;  Mathesis,  1884,  S.  537; 
Nouv.  Ann.,  14,  1855,  S.  537. 

Gerhaldi,  La  superficie  di  Steiner  studiata  nella  sua  rappresentazione 
analitica   mediante   le   forme  ternarie    quadratiche,    Torino    1881, 
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S.  335;  Mem.  Torino,  1880,  S.  264;  Rend.  Palermo,  7,  S.  200;  ib., 
8,  S.  148. 

Gerbaldi  und  Schonte,  Rend.  Palermo,  3,  1889,  S.  52. 

Gergonne  (1771—1859),  Ann.  de  Gerg.,  4,  1813,  1814,  S.  72;  ib.,  5, 
11,  14,  S.  519;  ib.,  15,  1824,  1825,  S.  519,  520,  564;  ib.,  1827, 
S.  46;  ausserdem  S.  134,  512,  518. 

Gerono  (geb.  1799),  S.  531,  535. 

Giorgini,  Mem.  della  Soc.  it.  delle  scienze,  20,  1827,  S.  44,  387. 

Girard,  Albert  (starb  1633),  S.  62,  484. 

Godt,  der  Connex  1.  Ordnung  und  2.  Classe,  Dissert.,  Göttingen  1873, 
S.  173,  174. 

Göpel  (1812—1847),  Grelle,  35,  S.  302;  ausserdem  S.  303,  304. 

Göldbach's  und  Euler^s  Briefe,  Corresp.  math.  et  phys.  de  quelques 
cälebres  g^om^tres  du  18"®  siecle,  St.  Petersburg  1843.  Siehe  die 
Berichtigungen. 

Gordan,  Math.  Ann.,  5,  S.  281;  vergl.  auch  Clebsch. 

Gordan  und  Noether,  Math.  Ann.,  10,  S.  143. 

Goupillüre,  Haton  de  la,  Interm^diaire  des  mathematiciens,  Paris 
1894;  S.  555;  Nouv.  Ann.,  1876,  S.  546;  ausserdem  S.  546. 

Güurnerie,  Maülard  de  la  (1814 — 1883),  Trait^  de  gäometrie  descrip- 
tive,  Paris  1862,  1864,  S.  369;  Recherches  sur  les  surfaces  r^gl^es 
tätraedrales  symätriques,  Paris  1867,  S.  369;  Rech,  des  caracte- 
ristiques  des  systemes  eläm.  de  courbes  planes  du  3°*®  ordre,  Dis- 
sertation, Paris  1871,  S.  440;  Bull,  de  Darboux,  3,  1872,  S.  440; 
Joum.  de  Tfic.  polyt.,  23,  1863,  S.  326;  Joum.  de  Liouville  (2), 
10,  1865,  S.  326;  ausserdem  S.  324. 

Govrsat,  Americ.  Joum.,  10,  S.  503;  vergl.  auch  Appell. 

Graefe,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quaternionen,  Leipzig 
1883,  siehe  die  Berichtigungen. 

Graf,  Beiträge  zur  Theorie  der  Riemann'schen  Flächen,  Dissertation, 
Bern  1878,  S.  569. 

Grassmann,  Hermann  (1809 — 1877),  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  oder  die  Ausdehnungslehre,  1.  Theil,  Leipzig  1844;  Ausdeh- 
nungslehre, vollständig  und  in  strenger  Form,  Berlin  1862,  S.  582;^ 
Grelle,  24,  S.  140;  ib.,  49,  S.  278,  280;  ausserdem  S.  183,  292.  (Von 
seinen  gesammelten  mathematischen  und  physikalischen  Werken, 
3  Bde.,  ist  bis  jetzt  Bd.  I,  1,  die  Ausdehnungslehre  von  1844 
und  die  geometrische  Analyse,  Leipzig  1894;  Bd.  I,  2,  die  Aus- 
dehnungslehre von  1862,  ib.  1896  erschienen.) 

Grassmann,  Justus,  Dissertation,  Berlin  1875,  S.  199. 

Grebe  (1804 — 1874),   Das  geradlinige  Dreieck  in  Beziehung  auf  die 
Quadrate  der  Perpendikel,   -welche   man  von  einem  Punkt  seiper 
Ebene  auf  seine  Seiten  fällen  kann,  Grunert's  Archiv  9,  1847,  S.  68. 
Grunert  (1797—1872),  Grelle,  2,  S.  564. 

Guccia,  Compt.  Rend.,   1888,  S.  129;   Rend.  del  circolo  mat.  di  Pa- 
lermo, 1,  S.  232,  233;  ib.^  7,  S.  148. 
G^ermann  (1798—1852),  Lehrbuch  der  niederen  Sphärik,  Münster 

1836,  S.  67;  Grelle,   6,  S.  247. 
Günther,  Sig.,  Studien  zur  Geschichte  der  mathem.  Geographie,  Halle 

1879,  S.  553;  Bibl.  math.,  1887,  S.  642. 
Guichard,    Ann.   de  l'fic.  norm,  sup.,    (3),  6,  1889,  S.  512;  ib.,  1890, 
S.  496 ;  Gompt.  Rend.,  1890,  1891,  1892,  S.  512. 
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Crundelfinger,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  1895,  S.  94; 
vergl.  auch  Hesse. 

Habich,  S.  616. 

Hachette  (1769 — 1834),  filöments  de  geometrie  ä  trois  dimensions^ 
Paris  1817,  S.  247;  CreUe,  8,  S.  369;  ausserdem  S.  46,  124. 

Hadamard,  Bull,  de  la  soc.  math.  de  France,  24,  1896.  Siehe  die 
Berichtigungen . 

Halley  (1656—1742),  Phil.  Trans.,  1696,  S.  247;  vergl.  auch  Menelaus. 

Halphen  (1844—1889),  Traitö  des  fonctions  elliptiques,  3  Thle.,  Paria 
1886—1891,  S.  97,  181,  259,  486,  652;  Memoire  sur  la  Classi- 
fication des  courbes  gauches  alg^briques,  Journ.  de  Tfic.  pol.,  62, 
1882  (von  der  Berl.  Ak.  1882  preisgekrönt),  S.  210,  211,  217,  220, 
267;  Bull,  de  la  Soc.  math.,  1,  S.  434;  ib.,  2,  1876,  S.  435,  586; 
ib.,  4,  S.  504;  ib.,  5,  S.  129;  Compt.  Rend.,  74,  1872,  S.  377;  ib.,  78, 
80,  S.  134;  ib.,  83,  p.  537,  886,  S.  434;  Journ.  de  Pfic.  polyt.,  45, 
S.  434;  Journ.  de  math.,  (4),  5,  1889,  siehe  die  Berichtigungen; 
Math.  Ann.,  15,  S.  434;  M^m.  des  sav.  Strang.,  26,  S.  134;  Proc. 
Lond.  Math.  Soc,  9,10,  S.434;  ausserdem  S.  216, 218,  219,433,436,503. 

Hamilton,    W.  (1806—1865),  Irish  Trans.,    16,  1828;    ib.,   16,    1830; 

17,  1837,  S.  410,  512;   Nouv.  Ann.,  1862,  S.  70;    ausserdem  S.   71, 
409,  609. 

Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonomeftie,  2.  Aufl., 
Stuttgart  1897,  S.  67;  vergl.  auch  Ostwald  und  Euler. 

Hamack  (1861—1888),  Math.  Ann.,  9,  S.  676;  ib.,  10,  S.  132;  ib., 
12,  S.  259;  vergl.  auch  Serret. 

Hart,  S.  71. 

Haskell,  Dissertation,  Baltimore  1890,  S.  576. 

Haton  siehe  GoupilUere. 

Hazzidakis,  Grelle,  88,  S.  496. 

Heegard,  S.  661. 

Heiberg  siehe  Euclid. 

Hehnholtz  (1821 — 1894),  Ueber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen,  Gott.  Nachr.,  1868  oder  Wissensch.  Abb.,  2,  p.  618, 
S.  683,  620;  ausserdem  S.  620,  627. 
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Tarry  siehe  Neuberg. 

Tamimis,  deutsch.  Math.  (1794—1874),  S.  624. 
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S.  67,  71,  616,  617. 
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13,  S.  163,  164;  ib.,  23,  S.  199;  ausserdem  S.  166;  vergl.  auch 
Miemann. 

Weber,  Ed.  v.    Siehe  die  Berichtigungen. 

Weddle  (1817—1863),  Gambr.  Journ.,  6,  1850,  S.  297;  ausserdem 
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Ahhüdimg^  der  Flächen  auf  eine  Ebene,  S.  236  u.  ff.;  conforme,  iso- 
gonale, winkeltreue,  S.  247,  467  u.  ff.,  472;  ebene  der  Flächen  3.  0., 
S.  292  u.  ff.;  sphärische  Ton  Gauss,  S.  467  u.  ff.,  473,  476,  480; 
sphärische  der  Congruenzen,  S.  608. 

Ahscisse,  S.  9. 

ahacliUes  Gebilde  des  Baums,  S.  579;  abs.  Krümmung  der  Flächen, 
S.  615;  Geometrie,  S.  617  u.  ff.;  Gebilde  Cayley's,  S.  630  u.ff.;  abs. 
Kegelschnitt,  S.  403,  632;  abs.  Punktepaar,  S.  630. 

Abstand,  geodätischer,  S.  484;  zweier  Mannigfaltigkeiten  im  i2„,  S.  580 ; 
zweier  Punkte,  S.  628,  629,  630,  632. 

ahtoickelbare  Flächen,  S.  204  u.  ff.,  464  u.  ff. 

Abwickeltmgskrümmung  yon  Linien  auf  Flächen,  S.  481. 

abzählende  Geometrie,  S.  424  u.  ff.;  Resultate^  S.  436  u.  ff. 

adjtmgirte  Curven,  S.  149. 

ähnliche  Punktreihen,  S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  19;  ebene  Systeme, 
S.  30,  32;  Räume,  S.  42. 

Aehnlichkeitsverhältniss,  S.  13. 

Aequatorialfläc?^e  eines  Gomplexes,  S.  379. 

äquianharmoniscJte  Punkte,  S.  12;  Quadrupel,  S.  66;  Curven  3.  0., 
S.  189,  283. 

äquivalente  Differentialformen,  S.  603. 

Aequivalenzformeln^  S.  212. 

affine  homographische  ebene  Systeme,  S.  29;  Bäume,  S.  42;  Homo- 
logie, S.  43. 

algebraische  ebene  Curven,  S.  126  u.  ff.;    Flächen  und   Baumcurven, 
S.  204  u.  ff.;    Complexe,    S.  376;    Congruenz,    S.  377;    allgemeine  , 
Complexe  «*•■  Grads,  S.  379  u.  ff.;  Mannigfaltigkeit  im  i?^,  S.  685. 

allgemeine  Curven,  S.  199;  algebraische  Complexe  n**"  Grads,  S.379  u.  ff. 

anallagmatische  Curven  und  Flächen,  S.  322,  614. 

Analogie,  Napier'sche,  S.  61,  66. 

Analysis  situs^  S.  666  u.  ff. 

Anfangsi^xiJiki,  S.  9;  -strahl,  S.  16. 

anharmonisches  Verhältnisse  S.  8,  46;  der  vier  Curven  eines  Büschels, 
S.  142;  der  vier  Punkte  und  der  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts, 
S.  76;  der  vier  Punkte  der  Baumcurve  4.  0.,  2.  Species,  S.  261, 
361;  der  vier  Berührungsebenen  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  362. 

Anomalie  der  Geraden  eines  Büschels,  S.  16;  excentrische  der  Ellipse 
oder  Hyperbel,  S.  626,  626. 
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ÄnticolUneationen,  S.  44. 

Antidaälität,  S.  44. 

Antiinvölution,  S.  44. 

Äntikaustiken  von  Quetelet,  S.  518^  519. 

antiparallele  Gerade,  S.  67. 

Antipolaritäty  S.  44. 

Antiprojectimtäten  Segre'8,  S.  44. 

aplanetische  Curven,  S.  636. 

Applicabilität,  S.  488. 

arete  de  rehrcmssement  yon  Monge,  S.  207 ;  windschiefer  Begelflächen, 
S.  364. 

Art  einer  Con^pnienz,  S.  406. 

associati  (punti),  S.  179. 

ossociirte  Punkte  von  Raumcurven  4.  0.,  S.  256 ;  Minimalflächen,  S.  499. 

Ast  einer  Curve,  S.  186. 

Astroide,  S.  640  u.  ff. 

Asymptoten  der  Hyperbel,  S.  76;  der  cubischen  Raumcurve,  S.  254; 
einer  Plancurve,  S.  443;  der  Traktrix,  S.  549. 

Asymptotenkegel^  S.  104. 

Asymptotenlinien,  S.  306,  367,  476  u.  ff.,  479;  einer  Regelfläche,  S.  480. 

aufeinander  abwickelbare  Flächen,  S.  487  u.  ff.;  liegende  Punkt- 
reihen,  S.  13. 

automorphe  Formen,  S.  676. 

Axe  des  Ebenenbüschels,  S.  1;  der  Projectivität  oder  Homographie, 
S.  14,  19;  perspective,  der  Homologie,  S.  30;  der  Kegelschnitte, 
S.  86,  87;  des  Paraboloids,  S.  105;  der  Flächen  2.  0.,  S.  105,  112, 
114;  transversale  der  Hyperboloide,  S.  114;  eines  linearen  Complezes, 
S.  385;  des  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  einer  Congruenz, 
S.  509;  der  Kettenlinie,  S.  648. 

Axencoordinaten ,  S.  373. 

axiale  Homographie,  S.  43. 

Axiom^e  Hilbert's,  S.  635,  636;  Axiom  des  Archimedes,  S.  636; 
Georg  Cantor's  Axiom,  S.  637. 

Axiomensystem,  vollständiges  der  Geometrie,  S.  634  u.  ff. 

Barycentrum,  S.  70. 

harycentrische  Coordinaten,  S.  10,  17,  46. 
Basis  des  Cylinders,  S.  102;  der  Roulette,  S.  522. 
Basiscongruenz  eines  Büschels  linearer  Congruenzen,  S.  386. 
^Basiscurve  eines  Büschels,  S.  234. 
Basispunkte,  S.  145;    eines  Netzes  von  Flächen,  S.  124,  234;    eines 

Kegelschnittbüschels,  S.  94. 
Begleiter,  S.  178  u.  ff. 
Begleiterin,  konische,  S.  180. 
Begleitpunkt  eines  Punktetripels ,  S.  267. 
Berührung,  mehrpunktige ,  2.  etc.  Ordnung,    S.  146,  204;    zweipunk- 

tige,  S.  204;  von  Flächen,  S.  221  u.  ff.;    stationäre,  S.  224;    Sätze, 

S.  426  u.  ff.;   von  Curven  und  Flächen,  S.  462  u.  ff.;    »*•'  Ordnung, 

t- punktige,  S.  462;  von  Hyperflächen,  S.  584. 
Berührungscurven,  S.  163. 

Berührungsehene  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 
Berührungsflächen  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  369. 
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Beruhrungskegel  der  Flächen  2.  0.,  S.  102. 

JBeruhrungskegelschnitte  an  (7^,  S.  193. 

Bezeichnung  Schläfli's  für  die  27  Geraden  der  Fläche  3.  0.,  S.  289 ; 

symbolische  der  Complexe,  von  Battaglini  und  Clebsch,  S.  379  u.  ff. 
bicirculare  Curven  4.  0.,  S.  201;  Flächen  Cayley's,  S.  321. 
bicyclische  Flächen  Cayley's,  S.  321. 
JSiegungsinvariante,  S.  489. 
Süd,  sphärisches,  einer  Banmcurve,  S.  456. 
Binormale,  S.  457. 
hiplanare  Funkte,  S.  221. 
bipolares  Coordinatensystem,  S.  20. 
biquadratische  Formen,  S.  57. 
birationale  Transformation  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  166  u.  ff. 

der  Connexe,  S.  167;  des  Baums  oder  der  Flächen,  S.  236. 
Bitangentialdeveloppahle  an  die  Raumcurve,  S.  207. 
Bitangentialebene,  S.  225. 
Blatt  des  Cartesius,  S.  531. 
Brachistochrone ,  S.  541. 
Brechungsexponent,  S.  517. 
Brennfläche  einer  Congruenz,  S.  407,  508. 
Brenräinie,  S.  517;  secundäre  von  Quetelet,  S.  518. 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte,  S.  90;  der  Flächen  2.  0.,  S.  117;   der 

Cartesischen  Ovale,  S.  201,  536 ;  einer  Congruenz,  S.  407,  508 ;  der 

Cassini'schen  Ovale,  S.  531. 
Brennpunktsaxe,  S.  91. 
Bündel,  S.  2;  von  Flächen,  S.  234. 
Büschel  ebener  Curven,  S.  141;    syzygetisches,  S.  178;   von  Flächen, 

S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386  u.  ff. 

Calcül,  symbolischer  der  Bedingungen,  S.  246  u.  ff. 

canonisches  System,  S.  151. 

Cardioide,  S.  202,  538,  542. 

Cartesische  Coordinaten,  S.  20. 

Cassinoiden,  S.  531. 

Catenoid,  S.  497,  500,  548. 

Centralebene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  der  Regelflächen,  S.  363. 

centrale  Flächen,  S.  104. 

Centralpunkt,  S.  407,  508;   der  Involution,  S.  14;  einer   Erzeugenden 

der  Regelflächen,  S.  363. 
Centrum  der  Curven,  S.  136 ;  der  Perspectivität,  Homologie,  S.  30,  42 ; 

der   harmonischen   Mittel,    S.  51;    der  mittleren  Abstände,  S.  51; 

der  Inversion,    S.  513;    einer  Fusspunktcurve ,    S.  515;    siehe  auch 

Mittelpunkt. 
Charakteristiken,  S.  197,  199;  der  Function  &,  S.  302;  der  Correspon- 

denzen  höherer  Ordnung,    S.  407;    von   Systemen  von    Gebilden, 

S.  432,  434;  von  Monge,  S.  464. 
CharaJctenstikentheorie,  S.  433  u.  ff. 
charakteristische  Zahlen   der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.; 

der  windschiefen  Regelflächen  und   Leitcurven ,  S.  364  u.  ff. ;    der 

Developpabeln  7.  0.,  S.  362;  der  Flächen  5.  0.,  S.  348;  der  Deve- 

loppabeln  6.  0.,  S.  359;   eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  u.  ff.; 

der  Curven  im  JB^,  S.  594  u.  ff. 
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circulare  Curven,  S.  528,  5S6,  540,  554. 

Cissoiden,  S.  527  u.  ff.;  von  Diocles,  S.  527;  schiefe,  S.  528;  von  Zah- 
radnik,  S.  528. 

Classe  der  Flache,  S.  205;  der  Raumcurve,  S.  206;  der  Developpa* 
beln,  S.  207;  des  Kegels,  S.  208;  eines  Complexes,  S.  377;  einen 
algebraischen  Congruenz ,    S.  377;  einer  Congruenz,    S.  405;   Tor 

Hyperflächen,  S.  584;  Ton  (T*  im  Ä^,  S.  594. 

Classification  der  Curven  3.  0.,  S.  186;  der  Baumcurven,  S.  216; 
der  Flächen  3.  0.,  S.  290;  der  Kummer'schen  Flächen,  S.  307;  der 
Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt  von  Zeuthen,  S.  317;  der 
windschiefen  Begelflächen  4.  0.,  S.  336  u.  ff.;  der  windschiefen 
Begelflächen  5.  0.  von  H.  A.  Schwarz,  S.  354;  der  Developpabeln 
6.  0.,  S.  359;  der  Complexe  2.  Grads,  S.  393  u.  ff.;  der  (^cliden 
von  Loria,  S.  422. 

close-point,  S.  133,  319. 

Coincidenzen,  S.  161,  164,  430. 

Coimidenz formein,  S.  426  u.  ff. 

coßtnearc  Punktreihen,  S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme, 
S.  28;  Räume,  S.  41,  581. 

Collineation^  S.  3. 

compUmentäre  Transformation  Bianchi's,  S.  495. 

Complexe,  lineare,  S.  44,  384  u.  ff.;  algebraische,  S.  376;  specielle, 
S.  378;  allgemeine  algebraische  n^"  Grads,  S.  379  u.  ff.;  Büschel 
und  Netze  von  linearen  — ,  S.  386  u.  ff.;  2.  Grads,  S.  389  u.  fL\ 
confocale  2.  Grads  von  Klein  und  Lie,  S.  391;  homofocale  Segre*s, 
S.  391;  in  Involution  liegende  Schures,  S.  391;  consinguläre 
B.  Sturmes,  S.  391;  Battaglinrs,  S.  393,  394,  402  u.  ff.;  hyper- 
bolische, parabolische,  elliptische,  imaginäre  2.  Grads,  S.  393; 
Classification  der  —  2.  Grads,  S.  393  u.  ff.;  harmonische  2.  Grads, 
S.  394,  402  u.  ff.;  Painvin'sche ,  S.  394,  403;  HirsVsche,  S.  399; 
tetraedrale,  S.  400,  403  u.  ff. ;  Beye'sche ,  S.  403  u.  ff. 

Complexcurve,  S.  377. 

Complexfläche  (Plücker),  S.  379. 

Complexkegel,  8.  377. 

Concavität  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

conchoiddle  Curven,  S.  521. 

Conchoide  für  Curven  und  Flächen,  S.  250  u.  ff.;  des  Nicomedes, 
S.  536  u.  ff. 

Configtiration  der  9  Wendepunkte  der  ebenen  Curven  3.  0.,  S.  177; 
der  Doppeltangenten  der  ebenen  Curven  4.  0.,  S.  197 ;  der  8  Punkte, 
die  drei  Flächen  2.  0.  gemeinsam  sind,  S.  256;  der  16  Punkte, 
in  denen  die  Osculationsebene  eine  Berührung  3.  0.  mit  der  Baum- 
curve  4.  0.,  1.  Species  hat,  S.  258;  der  16  smgulären  Punkte  und 
Ebenen  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  der  27  Geraden  der 
Fläche  3.  0.,  S.  284;  der  Geraden  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt, S.  315;  der  10  Geraden  der  Flächen  5.  0.  mit  Dop- 
pelcurve  5.  0.,  S.  347. 

confocale  Kegelschnitte,  S.  93 ;  Complexe  2.  Grads  von  Klein  und  Lie, 

S.  391. 
confoi^vfie  Abbildung,  S.  247,  467  u.  ff.;  Transformation,  S.  514. 
congruente  Punktreihen,  S.  13;  Strahlenbüschel,  S.  19. 
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Congruenz,  algebraische,  S.  377;  lineare,  S.  378,  386;  pseadosphä- 
rische  Bianchi's,  S.  511;  isotrope  Bibaucour's,  S.  512;  specielle, 
S.  386;  allgemeine  Theorie,  S.  405  u.  «F.;   1.  Ordnung,  S.  410  u.  ff.; 

2.  Ordnung  ohne  singulare  Linien,  S.  411  u.  f£.;    2.   Ordnung  mit 
singulären  Linien,  S.  416  u.  ff.;    3.  und  höherer  Ordnun^if,    S.  420. 

conische  Punkte,  S.  221;  Begleiterin,  S.  180;  Cylinderhelix,  S.  553; 
Spirale,  S.  553;  Hyperfläche,  S.  586. 

conjugati  (punti),  S.  408. 

conjugirte  Punkte,  S.  8,  182,  556;  Dreiecke,  S.  33;  Punkte  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt,  S.  78,  84 ;  Gerade,  bez.  eines  Kegelschnitts, 
S.  78;  Dreiecke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  Durchmesser,  S.  86; 
Halbmesser,  S.  87 ;  Punkte,  Gerade,  Ebenen,  Dreiecke,  Tetraeder  bez. 
der  Flächen  2.  0.,  S.  103 ;  Gerade  zu  einem  Punkt  bez.  des  Flächen- 
büschels, S.  123;  Connexe,  S.  165  u.  ff.;  Tetraederpaare  (Steiner), 
S.  285;  Quadrupel  windschiefer  Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315; 
Systeme  von  Kegelschnitten,  die  der  Fläche  4.  0.  angehören,  S.  316; 
Curven,  S.  461;  Tangenten,  S.  475  u.  ff.,  478;  Systeme  von  Linien 
auf  einer  Fläche,  S.  479;  Minimalflächen,  S.  499;  Erzeugende  der 
abwickelbaren  Flächen  5.  0.  von  Cremona,  S.  351 ;  Punkte,  Ebenen, 
S.  351;  Räume,  S.  376;  Punkte,  Gerade  und  Ebenen  bez.  eines 
Complexes,  S.  385. 

contocaU  Gebilde,  S.  3;  Punktreihen,  S.  13. 

Connexe,  ebene,  S.  163  u.  ff. 

Conoidflächen,  S.  623  u.  ff. 

constante  totale  Krümmung  der  Flächen,  S.  491  u.  ff. ;  negative  Ejrüm- 
mung,  S.  496;  positive  Krümmung,  S.  491;  mittlere  Krümmung  der 
Flächen,  S.  496;  Riemann'sche  Krümmung  des  i?^,  S.  605  u.  ff. 

Constantengdhl  eines  Gebildes^  S.  424. 

Construction  der  Raumcurven  3.  0.,  S.  251;  der  27  Geraden  der  Fläche 

3.  0.  (Salmon,  Sturm),  S.  286. 
Contingenzwinkd,  S.  455,  459. 

continuirliche  transitive  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

Convexität  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

Coordinaten  der  Elemente  eines  Gebildes,  S.  2;  gewöhnliche,  S.  9, 
16;  barycentrische,  S.  10,  17,  45;  projective,  S.  10,  17,  36;  homo- 
gene, S.  10,  21,  36,  577;  Cartesische,  S.  20;  bipolare,  S.  20;  tri- 
lineare,  trimetrische,  S.  21;  der  Geraden,  S.  27;  elliptische,  S.  120; 
Lamä's,  S.  506;  im  Raum,  rechtwinklige,  orthogonale,  S.  35; 
quadriplanare.  Vierebenen-,  tetrametrische,  S.  36 ;  der  Ebene,  S.  41 ; 
hyperboloidale,  S.  244;  Klein's,  S.  391,  403;  krummlinige,  S.  467  u.  ff. 

Coordinatenanfang,  S.  20. 

Coordinatenaxen,  S.  20. 

Coordinatensystem  für  Räume  constanter  Krümmung  von  Weierstrass, 
S.  609. 

Coordinatentransformation,  S.  36. 

corresiduale  Punktgruppen,  S.  151;  Curven,  S.  213. 

Correlation,  S.  3,  43;  höherer  Räume,  S.  581. 

Correlationsprindp,  S.  5. 

correlative  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 

Correspondenzen,  ein-eindeutige,  stetige,  S.  2;  involutorische,  S.  3; 
isogonale,  gleichwinklige,.  S  162;  involutorische  höherer  Ordnung, 
S.  406;  homographische  in  Hyperräumen,  S.  577  u.  ff. 
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Correspondenzprincip   von   Chasles,    S.    16,    54,    430,    431,   432;  von 

Cayley  und  Brill,  S.  164,  432. 
Cosinuskreis,  S.  68. 

covariante  Curven,  S.  134  u.  ff. ;  Flächen,  S.  232. 
C<yoarianten   der   Complexe,   S.  383;    der   temären   cubischen  Form, 

S.  188  u.  ff. 
cnbische  Formen,  S.  55;    Raumcurven,  S.  248  u.  ff.;    Ellipse,  S.  253; 

Hyperbel,  S.  253;  parabolische  Hyperbel,  Parabel,  S.  253;  Gebilde 

im  i2„,  S.  586  u.  ff. 

Cubus,  Verdoppelung  des,  S.  527. 

cwrvatura  integra  von  Gauss,  S.  484,  487. 

Curven,  algebraische  ebene,  S.  126  u.  ff.;  einfache,  unzerlegbare,  irre- 
ducible,  S.  126;  rationale,  unicursale,  S.  131,  269;  covariante, 
S.  134  u.  ff.;  Hesse*Bche,  Steiner'sche ,  Cayley' sehe,  S.  137  u.  ff.; 
Jacobische,  S.  143;  —  eines  Flächennetzes,  S.  235;  adjungirte, 
S.  149;  hyperelliptische,  S.  154;  JfiT-seitige,  S.  156;  elliptische,  S.  159, 
210;  ebene  3.  0.,  S.  177  u.  ff.;  ebene  harmonische  3.  0.,  S.  184, 
189;    gewundene,  S.  283;  ebene  äquianharmonische,  8.  189;  ebene 

4.  0.,    S.  192  u.  ff.;    allgemeine   ebene,   S.  199;   bicirculare    4.  0., 

5.  201;  parabolische,  —  der  parabolischen  Punkte,  S.  205;  alge- 
braische nicht  ebene,  gewundene  oder  doppelt  gekrümmte,  S.  206; 
gewundene  3.  0.,  S  248,  441;  gewundene  4.  0.,  S.  219,  254,  259;  ge- 
wundene 5.  0.,  S.  219,  264;  gewundene  6.  0.,  S.  220, 267;  gewundene 
7.  0.,  S.  220,  269;  specielle  doppelt  gekrümmte,  S.  552  u.  ff.;  resi- 
duale, corresiduale,  S.  213;  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  243  u.  ff.; 
sphärische,  S.  243  u.  ff. ;  sphärische  cyclische,  S.  554  u.  ff. ;  sphä- 
rische spirische,  S.  554  u.  ff.;  Bertrand's,  S.  461;  conjugirte,  S.  461; 
singulare  der  Con^uenzen,  S.  408;  Erzeugung  und  Transformation, 
S.  513  u.  ff.;  specielle,  S.  513  u.  ff;  inverse,  S.  513  u.  ff.;  Desar- 
guesische,  S.  513  u.  ff.;  anallagmatische,  S.  514,  515;  radiale, 
S.  515  u.  ff.,  516;  kaustische,  S.  517  u.  ff.;  parallele,  S.  520  u.  ff.; 
conchoidale,  S.  521;  cycloidale  (cycloidenartige),  S.  522  u.  ff.;  3.  0. 
von  Agnesi,  S.  527  u.  ff.;  circulare,  S.  528,  536,  540;  Watt's, 
S.  531  u.  ff.;  von  der  Form  einer  Acht  (ad  otto),  S.  536;  spirische, 
S.  536  u.  ff. ;  aplanetische,  S.  536 ;  vierspitzige,  S.  540  u.  ff. ;  tauto- 
chrone,  S.  541;  tetracuspidale ,  S.  544;  Ribaucour's,  S.  544  u.  ff.; 
Delaunay's,  S.  548  u.  ff.;  im  i?^,  S.  593  u.  ff;  ihre  Infinitesimal- 
geometrie, S.  599  u.  ff.;  gleichen  Abstands,  S.  624. 

Cti/rvenbogenlänge,  S.  447  u.  ff. 
Curvenpaar,  S.  164. 

Cuspidalcvroe  einer  Fläche,  S.  222;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Cuspidalkante  der  Developpabeln,  S.  207. 

CtispidaJpunkte^  S.  129,  221;  der  Erzeugenden  windschiefer  Eegel- 
flächen,  S.  364, 

CycUden,  S.  320,  321  u.  ff.,  514;  Dupin's,  S.  320,  321  u.  ff.;  mit 
Doppelpunkten,  S.  325;  parabolische  Dupin's,  S.  327. 

cyclische  Projectivität  conlocaler  Punktreihen,  S.  16;  Homographie 
n*«»-  Ordnung,  S.  32,  43;  Kreise,  S.  248 ;  sphärische  Curven,  S.  554  u.  ff.; 
ebene  Curven,  S.  554. 

cycloidale  (cycloidenartige)  Curven,  S.  522  u.  ff. 
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Cycloide,  S.  623,  640  u.  ff. 

Cykliken  (cycliques)  von  Darboux,  S.  514. 

Cylinder,  S.  102,  108. 

Cj^linderflächen,  S.  623  u.  ff. 

Cylinderhelix,  S.  652. 

Cylindroid  Cayley'a,  S.  387. 

Darstellung,  monoidale,  höherer  Räume,  S.  684  u.  ff.;   Beltrami's  der 

nicht-Euclidischen  Geometrie,  S.  633  u.  ff. 
Befect,  S.  131. 
Deformation  des  1?^,  S.  606  u.  ff. 

Degeneratiofien  der  Baumcurven  4.  0.,  1*®'  Species,  S.  255 ;  2**'  Species, 
S.  261. 

Belisches  Problem,  S.  627,  640. 

Desarguesische  Transformation  und  Curve,  S.  514,  516. 

descriptive  Eigenschaft,  S.  6. 

Beveloppahle,  S.  466;  4.  0.,  S.  335;  6.  0.,  S.  350  u.  ff.;  6.  0.,  S.  359  u.  ff  ; 
7.  0.,  S.  362;  planare,  S.  362. 

developpäble  Mannigfaltigkeiten,  S.  614;  Begelflächen,  S.  206. 

Deviation  der  Krümmungsaxe,  S.  459;  der  Tangente,  S.  459. 

Diagonaldreieck,  S.  6. 

Diagonaldreiseit,  S.  6. 

Diagonale,  S.  48. 

Diagonalfläche  von  Clebsch,  S.  282. 

Diakaustiken,  S.  517. 

Diameter  der  linearen  Complexe,  S.  385. 

Diametralebene  der  Flächen  2.  0.,  S.  104;  der  linearen  Complexe, 
S.  386. 

Dichtigkeit  einer  Gongruenz,  S.  409. 

Dichtigkeitsmass  einer  Congruenz  in  dem  Punkte  eines  Strahles, 
S.  509. 

Differentiälformen,  äquivalente,  S.  603;  der  Flächen,  S.  467  u.  ff.; 
dritte,  S.  473;  quadratische  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  601  u.  ff. 

Differentialgeometrie  der  Flächen  in  den  Bäumen  constanter  Krüm- 
mung, S.  616  u.  ff.;  der  Mannigfaltigkeiten  in  linearen  B^,  S.  601  u.  ff. 

Differentialgleichung,  partielle  der  Minimalflächen  von  Lagrange, 
S.  498;  Lamd's  für  dreifache  Orthogonalsysteme,  S.  606,  604,  610. 

DifferentiaJparameter,  S.  471,  472. 

Dimensionen  eines  Gebildes,  S.  2;  einer  Bedingung,  S.  425. 

dioptrische  Kaustiken,  S.  517. 

directe  Fusspunktcurve,  S.  615. 

Directionsaxe,  S.  13. 

Directionscentrum,  S.  19. 

Directrix,  S.  91;  des  hyperbolischen  Paraboloids,  S.  102;  einer  Regel- 
fläcbe,  S.  276;  einer  Regelfläche  im  \,  S.  590. 

Dirimante,  S.  617. 

Discriminante  einer  Curve,  S.  133;  einer  Fläche,  S.  221. 
Dodekaeder,  S.  566. 

Doppelcurve  der  Developpabeln,  S.  207  •  der  windschiefen  Flächen, 
S.  208. 

P'ascal,  Bepertorium.  U.  43 


674  Sachregister. 

Doppeldrei  Sturm's,  S.  285. 

Doppelebene,  S.  42;  scheinbare,  S.  207. 

Doppelelement,  S.  13. 

Doppelgerade,   S.   80,   33;   eines   Kegelschnittbüachels,    S.   95;  eines 

Complexes,  S.  381. 
Doppelpunkte,  isolirte,  S.  129;  scheinbare,  S.  207;  der  Flächen,  S.  221 ; 

conische,  biplgnare,  uniplanare,  S.  221;  der  Raumcurve,  S.  224. 
Doppelschnittverhältniss,  S.  45. 
Doppelsechs  Schlaflos,  S.  285. 
Doppelstrahlen,  S.  18,  30. 

doppelt   gekrümmte    Curven ,    S.  206 ,   552  u.  ff. ;   berührende   Hyper- 
ebenen, S.  592. 
Doppeltangenten  der  Plancurven  4.  0.,  Hexaden  von  Hesse  u.  Steiner, 

S.  197;   Heptaden  von  Aronhold,  S.  198. 
Doppeltangentialdeveloppable,  S.  207,  208. 

Doppeltangentiälebene,  S.  226.  " 

doppelte  Erzeugende  einer  windschiefen  Regelfläche,  S.  365 ;  Riemann- 

sehe  oder  elliptische  Geometrie,  S.  626. 
Doppelverhältniss,  S.  8,  17. 
Doppelvier  von  Clebsch,  S.  315. 
Dreieck,  zu  sich  selbst  reciprokes,  sich  selbst  conjugirtes  oder  Polar-, 

S.  33,    78;   körperliches,   S.  61;    sphärisches,    S.  61;   geodätisches, 

S.  484. 
dreieckige  Hypocycloide,  S.  543. 
Dreieckscoordinaten,  S.  21. 
Dreiecksgeometrie,  S.  67. 
dreifache   Orthogonalflächensysteme ,    S.    504  u.  ff.;    Flächensysteme, 

S.  504;  Systeme  Weingarten's,  S.  507;  Tangentialebenen  der  Flächen 

3.  0.,  S.  284  u.  ff. 
dreifaches  orthogonales  System  von  Cycliden,  S.  324. 
Dreiflach,  S.  61. 

Drei-Indices-Symbole  Christoffers,  S.  602. 
dreipunktige  Berührung,  S.  204. 
dreiseitige  Ecke,  S.  61. 
dreispitzige  Hypocycloide,  S.  543. 
Dreitheilungscttrve  Maclaurin^s,  S.  527. 
duale  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 
Dualität,  S.  3,  43;  höherer  Räume,  S.  581. 
Dualitätsprincip,  S.  5. 
Durchdringungscurven,  S.  122. 
Durchmesser  der  Curven  n^'  Ordnung,  S.  136;  der  linearen  Complexe, 

S.  385;  eines  Kegelschnitts,  S.  85;    conjugirte,  S.  86;   der  Flächen 

2.  0.,  S.  104;  des  Paraboloids,  S.  104. 
Durclischnittscwrve,  S.  122. 

ebene  Trigonometrie,  S.  60;  algebraische  Curven,  S.  126  u.  ff.;  Curven 

3.  Ö.,  S.  177  u.  ff.;  Connexe,  S.  163  u.  ff.;  Curven  4.  0.,  S.  192  u.  ff.; 
Abbildungen  der  Flächen  3.  0.,  S.  292  u.  ff. 

Ebenen,  rectificirende,  S.  465;  stationäre,  S.  225;  singulare  eines 
Complexes,  S.  380;  conjugirte  in  Bezug  auf  einen  Complex,  S.  385; 
singulare  der  Congruenzen,  S.  407;  E^_^  im  J2^,  S.  577. 

JEbenenbündelj  S.  1. 
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Ebenenhüschel,  S.  1,  19. 

JEJbenenkugel,  S.  422. 

Ebenensystem,  räumliches,  S.  1. 

ebenes  Punktsystem,  Strahlensystem,  S    1,  19. 

Ecke,  dreiseitige,  S.  61;  w-,  S.  49. 

ein-eindeutige  Correspondenz,  S.  2 ;  Transformationen  der  Ebenen  und 
der  Cruven,  S.  156  u.  ff.;  Transformation,  S.  236. 

einfach  zusammenhängende  Fläche,  S.  558;  elliptische  ^Geometrie^ 
S.  626. 

einfache  Curven,  S.  126;  Riemann'sche  Geometrie,  S.  626. 

einfaches  ebenes  w-Eck  oder  »-Seit,  S.  49;  Hyperboloid,  S.  101. 

eingehüllte  Curve  oder  Fläche,  S.  464. 

Einheitspunkt,  S.  10,  11,  36. 

Einhüllende,  S.  28;  von  Curven  oder  Flächen,  S.  464. 

einschaliges  Hyperboloid,  S.  101,  108. 

einseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff.,  Räume,  S.  563. 

Elassaide,  S.  498. 

elastische  Linie,  S.  548  u.  ff. 

Elementartheiler  von  Weierstrass,  S.  123,  395,  588. 

Elemente  eines  Gebildes,  S.  1;  unendlich  ferne,  S.  6;  eines  Connexes, 
S.  163. 

Ellipse,  S.  75  u.  ff.;  Brocard'sche,  S.  71;  cubische,  S.  253;  geodätische, 
S.  484;  Cassinis,  S.  531. 

EUipsoid,  S.  102,  108;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  452. 

elliptische  Involution,  S.  14,  47;  Coordinaten,  S.  120;  Lam^'s,  S,  606; 
Curve,  S.  159,  210;  Serpentine,  S.  186;  Punkte,  S.  206;  Function 
von  Weierstrass,  S.  258;  Complexe  2.  Grades  von  Reye,  S.  393; 
Kettenlinien,  S.  549;  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  625^  631, 
633,  634. 

elliptischer  Punkt  einer  Fläche,  S.  478;  Typus  des  Linienelements  der 
Flächen,  S.  491;  Typus  der  Räume,  S.  609;  Typus  der  pseudosphä- 
rischen  Rotationsflächen,  S.  493. 

elliptisches  Paraboloid,  S.  102,  108. 

Enveloppen,  S.  28;  von  Curven  und  Flächen,  S.  464  u.  ff. 

Enveloppencitrve,  S.  126. 

Epicycloiden,  S.  540  u.  ff. 

Epitrochoiden,  S.  543. 

Erhaltung  der  Anzahl,  S.  424  u.  ff. 

erstes  Geschlecht,  S.  223. 

Erzeugende  des  Kegels,  S.  102 ;  singulare,  S.  337 ;  conjugirte  der  De- 
veloppabeln  5.  0.  von  Cremona,  S.  351;  singulare  windschiefer 
Regelflächen,  S.  364;  doppelte  einer  windschiefen  Regelfläche, 
S.  365;  stationäre  einer  vdndschiefen  Regelfläche,  S.  364. 

Erzeugung  cubischer  Plancurven,  S.  182 ;  Hesse'sche  von  C7^,  S.  195 ; 
Geiser'sche  von  (7^,  S.  196;  geometrische  der  Flächen  3.  0.^ 
S.  272  u.  ff.;  Steiner'sche,  Salmon'sche,  S.  278;  Böklen'sche,  Cay- 
ley'sche  der  Wellenfläche,  S.  311;  Chasles'sche ,  Sylvester'sche  der 
linearen  Complexe,  S.  386;  des  tetraedralen  Complexes  von  Reye, 
S.  404;  von  Curven  und  Flächen,  S.  613  u.  ff. 

Evoluten,  S.  466  u.  ff. 

Evolutenflächen^  S.  502  u.  ff. 

Evolventen,  S.  466  u.  ff. 

43* 
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Evolventenflächen,  S.  502. 
Excentricität,  numerische,  S.  88,  91. 
excentrische  Anomalie  der  Ellipse,  S.  525. 
Excess,  sphärischer,  S.  62. 

Fenster  des  Viviani,  S.  564  u.  ff. 

n-Flach,  S^  49. 

Flächen:  2.  0.,  S.  100  u.  ff.;   windschiefe,   mit  hyperbolischen,  para- 
bolischen und  elliptischen  Funkten,  S.  101;  algebraische  abwickel- 
bare und  windschiefe,    S.  204  u.  ff.;    covariante,   S.  232  u.  ff.;  Ja- 
cobi'sche,    S.  233,  235,  236;    Steiner'sche,   S.  233,  281,   295,  313, 
331  u.  ff.,  396,  592 ;    3.  0.,    8.  272  u.  ff. ;   von  Cayley,    S.  279,  283, 
337  u.  ff.,  396;  bicyclische,  bicirculäre,  S.  321 ;  von  Hesse,  S.  280  u.  ff., 
233,    235,    236;    4.  0.,    S.   295   u.  ff.;    Kummer'sche,    S.  295   u.  ff., 
299  u.  ff.,  359,  389;  Weddle'sche,  S.  297;  Fresnersche,  S.  310;  an- 
allagmatische,  S.  322,  514;  Cartesische  Darb<oux's,  S.  325;  inverse, 
S.  325;   inverse  Desarguesische,   S.  513  u.  ff.;   4.  0.   mit  Doppel- 
gerade,   S.    328;    höherer   als    der    4.    0.,    S.    347  u.  ff.;    5.  0., 
S.  347  u.  ff. ;    developpable   5.  0.,    S.  350  u.  ff. ;    6.  0.  oder  Classe, 
S.  357  u.  ff.;   developpable  6.  0.,  S.  369  u.  ff.;  developpable  7.  0., 
S.  362;   rationale  oder  unicursale  oder  homaJoidale,    S.  370  u.  ff., 
589;   mit  rationalen,   elliptischen  oder  hyperelliptischen  Schnitten, 
S.   370  u.  ff.;    Cremona's,    S.   337  u.  ff.,    397,    398;    abwickelbare, 
S.  464  u.  ff. ;    der  Normalebenen   oder   der  Krümmungsaxen   einer 
Raumcürve,  S.  465 ;  ihr  Linienelement  und  ihre  Differentialformen, 
S.  467  u.  ff.;    vom  Liouville*schen  Typus,  S.  472,  615;   modanirte, 
S.  476;    aufeinander   abwickelbare,    S.  487  u.  ff.;    mit   constanter 
totaler  Krümmung,  S.  491  u.  ff.;  pseudosphärische,  S.  491  u.  ff.,  633; 
von  Dini,  Enneper,  Bianchi,  S.  494;  constanter  positiver  Krümmung 
von  Enneper,  Kuen,    S.  494;    von  constanter  mittlerer  Krümmung, 
S.  496  u.  ff.;  von  constanter  mittlerer  Krümmung  Enneper's,  S.  500; 
von  constanter  mittlerer  Krümmung,   ihre  Erzeugung  und  Trans- 
formation,   S.  513  u.  ff.;    W  (von   Weingarten),    S.  502  u.  ff.;    von 
Goursat,    S.  503;   kaustische,    S.  617  u.  ff.;    parallele,  S.  520  u.  ff.; 
Riemann'sche,    S.   656  u.  ff.,    668  u.  ff.;    Zusammenhang    der   Rie- 
mann'schen  — ,    S.  556  u.  ff.;    einseitige,    zweiseitige,    S.  556  u.  ff.; 
offene,   geschlossene,  S.  556;   einfach  zusammenhängende,    S.  658; 
symmetrische   und  reguläre  Riemann'sche   — ,    S.  568  u.  ff. ;    zwei- 
blättrige   (hyperelliptische),   S.  568;   Riemann'sche  in  projectivem 
Sinne  von  Klein,  S.  575  u.  ff.;  hyperquadratische,  S.  579;  von  zwei 
Dimensionen,  im   i?^,    S.    589  u.  ff.;    F^*   von   Veronese    im   B^ 

S.  589  u.  ff.;  Clifford'sche,  S.  615;  F.  Bolyai's,  S.  624. 
Flächenbimdel,  S.  123. 
Flächenbüschel,  S.  122. 
Flächenelement j  S.  468. 
Flächengebilde  im  B^,  S.  584  u.  ff. 

Flächeninhalte,  S.  447  u,  ff. 
Flächen/netz,  S.  123. 
Flächennormale,  S.  445. 
Flächenschar,  S.  122. 

Flächensysteme,  lineare,  S.  234  u.  ff. ;  dreifache,  S.  504. 
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FlächenziLsammenhang  der  Räume,  S.  562. 

Flexion,  S.  459. 

Flexionswinkel,  S.  459. 

Fluchtgerade,  S.  80. 

Fluchtpunkt,  S.  12. 

Focdlaxe  der  Lemniscate,  S.  533;  der  Hyperbel,  S.  87. 

Focalcwrve  der  Cycloide,  S.  328;  singulare,  S.  324. 

focale  Strophoide  von  Quetelet,  S.  530. 

Focalehene  einer  Congruenz,  S.  407. 

Focalellipsen,  -parabeln,  S:  117. 

Focalflächen  einer  Congruenz,  S.  510. 

Focälkegelschnitte  der  Flächen  2.  0.,  S.  117. 

Focallinien  der  Kegel  2.  0.,  S.  117. 

Focalpunkte,  S.  407,  508;  der  Flächen  2.  0.,  S.  117;  einer  Congruenz, 
S.  407,  409. 

Focu8  der  Flächen  2.  0.,  S.  117. 

Föliwm  von  Descartes,  S.  527  u.  ff. 

Formeln,  Plücker'sche,  S.  130,  192,  225,  593,  594;  von  Zeuthen,  S.  161; 
Cayley'sche,  S.  121  u.  ff.,  593;  von  Sturm-Segre,  S.  230,  5dl;  von 
Freuet  oder  Serret  für  Raumcurven,  S.  459,  461,  601;  von  Gauss 
über  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  615;  von  Codazzi, 
S.  470,  614,  615;  von  Weingarten,  S.  475;  von  Euler,  S.  477;  Bonnet, 
S.  481;  von  Gauss  für  K,  S.  487;  von  Liouville  für  ÜT,  S.  488;  von 
Weierstrass  für  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche, 
S.  498,   499,    500;   von   Hamilton,   S.  509;   Veronese'ßche   für   die 

charakteristischen  Zahlen  von  0^  im  JB^,  S.  596. 

Formen,  quadratische,  S.  54;  cubische,  S.  55;  biquadratische,  S.  57; 
invariante  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;  automorphe,  S.  676;  Rie- 
mann'sche  des  Linienelements,  S.  607. 

Fünfpunktekreis,  S.  69. 

Function,  elliptische  von  Weierstrass,  S.  258;  Abel'sche,  S.  267; 
hyperelliptische  von  Klein,  S.  803;  hyperelliptische  vom  Geschlecht  2, 
S.  359;  lemniscatische,  S.  585. 

Fundam^ntalcomplexe  Kleines,  S.  388. 

Fundam^entdlcurve,  S.  158. 

Fundamentaldifferentialformen  der  Flächen,  S.  467  u.  ff.;  der  sphäri- 
schen Abbildung  der  Congruenzen,  S.  508. 

Fundamentald/reieck  der  Coordinaten,  S.  21. 

Fwndamentalehenen,  S.  36. 

Fundamentalfiguren  bei  der  Darstellung  der  27  Geraden  der  Fläche 
3.  0.,  S.  290. 

Fu^amentalgerade  eines  Connexes,  S.  164;  der  stereographischen 
Projection,  S.  248;  für  die  Geometrie  der  Strahlenbüschel,  S.  632. 

Fundamentalinvolution  der  rationalen  Raumcurven,  S.  270. 

Fundamentalkugeln  eines  Coordinatensystems,  S.  420. 

FundamentaUinien  der  Flächen  des  homaloiden  Systems,  S.  237. 

Fundamentälpiinkte,  S.  10, 36;  der  stereographischen  Projection,  S.  243;    " 
Cremona's,  S.  292;  einer  Cremonatransformation ,  S.  157;  ^**'  Ord- 
nung, S.  158;    eines  Connexes,  S.  164;    der  Flächen  des  homaloi- 
den Systems,  S.  237;   für  die  Geometrie  der  Geraden  der  Ebene, 
S.  632. 
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Fundamentdltetraeder,  S.  36. 

Fusspunktcurven  und  -flächen  ebener  Carven  und  Flächen,  S.  515u.ff. 

Fmspunktfläche,  S.  326. 

Fusspunktgerade  des  Dreiecks,  S.  72. 

Gattung  der  Gorven  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  246. 

Gebilde,  stetige,  S.  1 ;  unstetige,  S.  48;  quadratische  im  JS^,  S.  586  u.  ff.; 

cubische   im  JB^,  S.  686  u.  ff.;    absolute  der  Ebene,    S.  632;  des 

Raums,  S.  633;  absolute  Cayley's,  S.  630  u.  ff. 

gebrochene  Strahlen,  S.  617. 

Gebüsch  rStnrm),  S.  379. 

gedehnte  Cycloide,  S.  542. 

Gegenmittellinie,  S.  67. 

gegenparallele  Gerade,  S.  67. 

Gegenpunkt,  S.  182. 

gemeine  und  gemischte  Poloconica  (Polkegelschnitt)  Cremona's,  S.  180. 

geodätische  Linien,  S.  466,  476  u.  ff.,  481 ;  Krümmung  von  Linien  auf 
Flächen,  S.  481;  Krümmungsmittelpunkte,  S.  481;  Parallelen,  S.  484; 
Abstände,  S.  484;  Kreise,  Ellipsen,  Hyperbeln,  Dreiecke,  S.  484; 
Torsion,  S.  484. 

Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve,  S.  148;  auf  einer  algebrai- 
schen Fläche ,  S.  204  u.  ff. ,  213;  abzählende ,  S.  424  u.  ff. ;  natür- 
liche, S.  462 ;  projective  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  577  u.  ff.; 
metrische  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  577  u.  ff.;  metrische, 
der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  579;  nicht-Euclidische ,  S.  582; 
natürliche   im    JB^,   S.  599  u.  ff.;    elliptische    oder    Riemann'sche, 

S.  626,  631,  633,  634;  hyperbolische  oder  Lobatschefskij*sche, 
S.  623  u.  ff.,  631,  633;  parabolische,  Euclidische,  S.  626,  631,  633; 
pseudosphärische,  S.  633;  absolute  und  nicht-Euclidische,  S.  617  u.  ff.; 
absolute  imaginäre,  abstracte,  S.  619. 

geometrische  Grundgebilde,  S.  1 ;  Interpretation  der  invarianten  Bil- 
dungen des  Systems  einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer  For- 
men, S.  97  u.  ff.;  Interpretation  der  Invarianten  und  Co  Varianten 
der  temären  cubischen  Form,  S.  188  u.  ff. ;  Erzeugung  der  Flächen 
3.   0.,  S.  272  u.  ff. 

geometrisches  Geschlecht,  S.  223. 

Gerade,  harmonische,  S.  17;  des  Wendepunkts,  S.  178;  reciproke, 
S.  33;  Euler'sche,  S.  67,  70;  Simpson'sche,  S.  67,  72,  643;  anti- 
parallele, gegenparallele,  S.  67 ;  W^lace'sche,  S.  72,  543 ;  coigugirte, 
reciproke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  der  Flächen  3.  0., 
S.  284  u.  ff.;  punktirte,  S.  291;  B,  Caporali's,  S.  303;  conjugirte 
bez.  eines  Gomplexes,  S.  386 ;  singulare  2.  0. ,  3.  0.  eines  Gomplexes 
2.  Grads,  S.  391. 

Geradencoordinaten,  S.  27. 

Geschlecht  einer  Curve,  S.  130;  der  Connexe  und  Goincidenzen, 
S.  166  u.  ff.;  der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.;  geome- 
metrisches,  erstes,  numerisches,  S.  228;  der  Osculationsdevelop- 
pabeln,  S.  226;  der  Regelflächen,  S.  406;  der  Congruenzen,  S.  406; 
der  Flächen,   S.  566  u.  ff;    der  Regelflächen  im  JB^,  S.  690;    von 

C"'  im  Ä^,  S.  569. 

geschlossene  Flächen,  S.  656;  Schnitte,  S.  567;  Räume,  S.  562. 
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Gesims  flächen,  S.  476. 

gestreckte  Cycloide,  S.  642. 

Gewinde  (Sturm),  S.  379. 

gewöhfUiche  Polarität,  S.  44. 

gewundene  algebraische  Curven,  S.  206. 

gleiche  Punktreihen ,  S.  13;  Strahlenbüschel,  S.  19. 

gleichseitiae  Hyperbel,  S.  83;  Hyperboloide,  S.  121;  Kegel,  S.  122; 
Paraboloide,  S.  122. 

Gleichung  der  Geraden,  S.  24;  der  Ebene,  S.  39;  der  Involution, 
S.  53;  rationale  der  Eummer'schen  Fläche,  S.  303;  AbeFsche, 
S.  306;  der  Kummer'schen  Fläche  von  Cayley,  S.  300,  309;  von 
Kummer,  S.  300;  der  Wellenfläche  von  Fresnel,  S.  310,  311;  der 
Cyclide,  S.  321 ;  der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade  von  Kummer, 
S.  328;  von  Cayley,  S.  329;  der  Römerfläche  Steiner's  von  Cayley, 
S.  332 ;  von  Kummer,  S.  332 ;  der  Developpabein  5.  0.  von  Schwarz, 
S.  352 ;  der  Developpabein  6.  0.  von  Cayley,  S.  360 ;  einer  speciellen 
Regelfläche  3.  0.  von  Plücker,  S.  387;  natürliche,  S.  466  u.  if., 
460;  vom  Riccati'schen  Typus,  S.  460,  470. 

gleichwinklige  Correspondenzen,  S.  162;  Spirale,  S.  645. 

Gleitcurven,  S.  522  u.  ff. 

Grad  eines  Curvensystems ,  S.  146;  eines  Complexes,  S.  377;  des 
singulären  Punkts  einer  Congruenz,  S.  408. 

graphische  Eigenschaft,  S.  5. 

Grenzfläche  emer  Congruenz,  S.  510;  Lobatschefskij's,  S.  624. 

Grenzgerade,  S.  31. 

GrenzKreis  des  Raums,  S.  105. 

Grenzlinie  Lobatschefskij's,  S.  624. 

Grenzpunkt,  S.  12;  der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  408,  508. 

Grundcurve,  S.  122. 

Grundgebilde,  geometrische,  S.  1. 

Grundpunkte  eines  Netzes,  S.  124;  eines  Büschels,  S.  142. 

Grundzahl  der  Fläche,  S.  556  u.  ff. 

Gruppen  von  Punkten,  S.  50;  harmonische,  S.  61. 

Gruppe,  continuirliche,  transitive  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

Halhaxen   der   Kegelschnitte,  S.  87;    der  Flächen   2.  0.,  S.  114. 

Halbirung  des  Lemniscatenbogens,  S.  534. 

Halbmesser,  conjugirte,  S.  87. 

halbregelmässige  Polyeder,  S.  566. 

harmonische  Punkte,  S.  7,  8,  9;  Gerade,  S.  17;  Mittelpunkte,  S.  50; 
Gruppen,  S.  51;  Homologie,  S.  31,  42;  Pole  der  Transversalen  eines 
Dreiecks,  S.  58;  Polare,  S.  59;  des  Wendepunkts,  S.  178,  bez.  des 
Dreiseits  und  Dreiflachs,  S.  261;  Curve  3.  0.,  S.  184,  189,  283;  Po- 
larebene bez.  des  Dreiseits  und  des  Dreiflachs,  S.  262;  Complexe, 
S.  394,  402  u.  ff. 

Hauptaxe  der  Hyperbel,  S.  87;  der  Kegelschnitte,  S.  91. 

Hauptcoincidenz,  S.  164  u.  ff. 

Hauptcoincidenzcurven,  S.  169. 

Hauptdurchmesser  der  Flächen  2.  0.,  S.  104,  112. 

Hauptebenen  der  Flächen  2.  ü.,  S.  104,  112;  einer  Congruenz,  S.  409; 
der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  508. 

HauptkrümmuMgsradien  einer  Fläche,  S.  477. 
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Hauptlinien  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  237. 

Hauptnormale  einer  Raumcurve,  S.  456. 

Hauptnormalschnitte  einer  Fläche,  S.  477. 

Hauptparameter y  S.  88. 

Hauptpunkte  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  237. 

Hauptregelflächen  einer  Congruenz,  S,  510. 

Hauptsehnen  Bertini's^  S.  262. 

Haupttangenten,  S.  206. 

Haupttangentencurven,  S.  306,  367,  479. 

Helieoide,  S.  489,  499;  pseudosphärische  Dini's,  S.  550. 

Helix,  S.  460,  489,  652  u.  W. 

Heptaden,  Aronhold'sche,  von  Doppeltangenten,  S.  198, 

Hexadekaedroid,  S.  5^7. 

Hexaden  von  Doppeltangenten  von  Hesse  und  Steiner,  S.  197. 

Hexaeder,  S.  565;  polares  Cremona's,  S.  288. 

Hexagon,  Lemoine'sches,  S.  68. 

homaloides  Netz,  S.  146,  157. 

homaloide  Flächen,  S.  237,  370,  689. 

homofocale  Kegelschnitte,  S.  93.       .     . 

homogene  Coordinaten,  S.  10,  21,  36,  577. 

Homographie,  S.  3;  involutorische,  S.  14,  43;  axiale,  S.  43;  cyclische, 

S.  43. 
Homographieaxe,  S.  13. 
Homographiecentrunij  S.  19. 
homographische   Punktreihe,   S.  12;    Strahlenbüschel ,    S.  17;    ebene 

Systeme,  S.  28;   Räume,  S.  41,  581;    Correspondenzen  in  Hyper- 
räumen, S.  577  u.  ff, 
homologe  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  30;  Bäume,  S.  42;  ti-Ecke, 

S.  49;  n- Seite,  S.  49. 
Homologie,  S.  3,  30;  involutorische,  harmonische  S.  42;  affine,  S.  43. 
Homohgieaxe,  S.  30,  49. 
Homologiecentrum,  S.  30,  42,  49. 
Homologieebene,  S.  42,  49. 

homothetische  ebene  Systeme,  S.  32;  Bäume,  S.  43. 
Horncyclide,  S.  327. 
Hyperbel,  S.  74  u.  ff.;  gleichseitige,  S.  83;  cubische,  S.253;  cubisch- 

parabolische,  S.  253;  geodätische,  S.  484. 
Hyperberuhru/ngsebene,  S.  584. 
hyperbolische  Involution,  S.  14;  Paraboloide,  S.  101,  108;  Serpentine,. 

S.  186;  Complexe  2.  Grads  von  Beye,  S.  393;  Punkte,  S.  205,  478; 

-r  Typus    des   Linienelements   der   Flächen,    S.  491 ;    der   B^ume 

S.  609;     -r  Typus  der  pseudosphärischen  Botationsflächen,  S.  493; 

Lenmiscate,  S.  533;    Spirale,  S.  546;  Eettenlinie,  S.  549;   Bäume, 

S.  607;  Geometrie,  S.  623  u.  ff.,  631,  633. 
Hyperboloid,  einfaches,    einschaliges    oder   mit    einer    Mantelfläche, 

S.  101,  108;  zweifaches,  zweischaliges  oder  mit  zwei  Mantelflächen, 

S.  102,  108;  gleichseitiges,  S.  121;  orthogonales,  S.  122;   Volumen 

des  einschaligen,  S.  452. 
Hyperboloidencoordinaten,  S.  244. 
Hyperebene,  S.  577;  doppelt  berührende,  S.  592. 
hyperelliptische   Curven,    S.   154;    -S-Functionen    von   Klein,    S.  308; 

Functionen  vom  Geschlecht  2,  S.  359;  Flächen,  S.  568. 
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HyperflOche,  S.  584;  cönische,  S.  586. 

Syperkegelschnitte,  S.  45. 

hyperquixd/ratische  Fläche,  S.  579. 

Hyperquadrifläche,  S.  45. 

Hyperräume^  S.  577  u.  ff. 

Hypocycloide,  S.  540  u.  ff. 

Hypothese  des  stumpfen  und  spitzen  Winkels,  S.  622,  6S4.- 

Hypotrochoiden,  S.  643. 

identische  Punktreihen,  S.  14;  Connexe,  S.  164. 

Ikosaeder,  S.  566. 

imaginäre  Geometrie,  S.  619;  Punkte,  S.  11;  Doppelpunkte,  S.  14; 
Strahlen,  S.  17;  Elemente,  S.  47;  unendlich  ferne  Kreispunkte^ 
S.  83;  Axe  der  Hyperbel,  S.  87;  Complexe  2.  Grads,  S.  393. 

Incidenz,  S.  428. 

Incidenzformelny  S.  426  u.  ff. 

Index  der  Sinusspiralen  und  Ribaucour'schen  Curven,  S.  547. 

Indicatrix  von  Dupin,  S.  205,  478,  612. 

Infinitesimalgeometrie  der  Curven  und  Flächen ,  S.  442  u.  ff. ;  im  12  , 
S.  699  u.  ff.  " 

Inflexion,  S.  446  u.  ff. 
Inflexionscwrven,  S.  479. 
Inflexionserzeugende^  S.  226. 
Infleocionspimkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446,  447. 
Inflexionstangente,  S.  129,  205,  226,  593. 
Inhalt  von  Flächen,  S.  447  u.  ff. 
Integralcwrven  eines  Complexes,  S.  168  u.,  ff. 

Interpretation,  geometrische  der  invarianten  Bildungen  des  Systems 
einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer  Formen,  §.  97  u.  ff. ;  geo- 
metrische der  Invarianten  und  Covarianten  der  ternären  cubiscnen 
Form,  S.  188  u.  ff.;  projective  der  drei  Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

intrinsic  equations,  S.  460. 

Invariante  der  Fundamentalkugeln  in  der  Eugelgeometrie ,  S.  421  f 
quadratischer  ternärer  Formen,  S.  97  u.  ff.;  der  ternären  cubischen 
Form,  S.  188  u.  ff. 

invariante  Formen  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.,  384. 

inverse  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff.;  Fusspunktcurve,  S.  516. 

Inverse,  S.  326. 

Inversion,  S.  159,  513. 

Involutionen,  S.  14,  18,  46;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische, 
S.  14,  47;  allgemeine,  S.  53;  höherer  Ordnung,  S.  148. 

Involutionscentrum,  S.  14. 

Involtitionscomplexe,  lineare  Klein's,  S.  388  u.  ff. 

involutorische  Correspondenz,  S.  3,  18;  Homographie,  S.  14,  43  j 
Homologie,  S.  31,  42;  Reciprocität  oder  Dualität,  S.  33;  Trans- 
formationen, S.  238;  Correspondenzen  höherer  Ordnung,  S.  406. 

irredudhele  Curven,  S.  126. 

isogonale  Correspondenzen,  S.  162;  Abbildung  der  Flächen  auf  die 
Ebene,  S.  472;  Transformation,  S.  514. 

isolirter  Doppelpunkt,  S.  129. 
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isometrische  Parameter,  S.  470. 

isothermes  orthogonales  System  von  Erümmungslinien  der  Cycliden, 

S.  324;  System  von  Parameterlinien,  S.  470,  497. 
isotrope  Congruenz  Ribaucour's,  S.  612. 

Kante,  n-,  S.  49;  windschiefer  R^elflächen,  S.  364. 

Katakaustiken,  S.  517. 

katoptrische  Eaustiken,  S.  617. 

kaustische  Curven  und  Flächen  (Kaustiken),  S.  617  u.  fiP. 

Kegel,  S.  208;   gleichseitige,  S.  122;   2.  0.,  8.  101,  108;    oberer  und 

unterer    des    Monoids,    S.   216;    die    5    Eummer'schen ,    S.  314; 

singulare  der  Congruenzen,  S.  408,  quadratische  im  B^^  S.  587. 

Kegelflächm,  S.  623  u.  fP. 

Kegelschnitte,    S.  74  u.  ff.,  524  u.  ff.;    sphärische,    S.  247,  254;    ab- 
solute, S.  403,  632. 
Kegelschnittbüschel^  S.  94. 
Kegelschnittschar,  S.  94. 
Kerncurve,  S.  137  u.  ff. 
Kernfläche,  Hesse'sche,  S.  280  u.  ff.,  299. 
Kettenlinie,  S.  648  u.  ff. 
Kinematik  im  JB^,  S.  684. 

Knotencurve  der  Developpabeln,   S.  207;    der  windschiefen  Flächen, 

S.  208. 
Knotenpunkt,  S.  221. 
körperliches  Dreieck,  S.  61. 
Körpervolumina,  S.  447  u.  ff. 
konisch  siehe  conisch. 
Kreis,  S.  82  u.  ff.;    Feuerbach'scher,  S.  67,  70;   Lemoine'scher,  S.  67; 

erster,  zweiter,  S.  68;  Brocard' scher,  S.  67,  69;  Taylor'scher,  S.  67,71; 

Tucker*scher,  S.  67,  71;  des  dreifachen  Verhältnisses ,  S.  68;  Euler- 

scher,  S.  70;   der  absolute  des  Eaums,    S.  106;    cyclischer,  S.  247; 

geodätischer,  S.  484. 

Kreispunkte,  S.  28;  imaginäre  unendlich  ferne,  S.  83;  der  Flächen 
2.  0.,  S.  116;  beliebiger  Flächen,  S.  478. 

Kreissch/nitte  der  Flächen  2.  0.,  S.  115. 

Kreisschnittebenen,  S.  115. 

Krümmung  von  Plan-  und  Baum  curven,  S.  466  u.  ff.;  mittlere  von 
Bogen,  S.  456;  totale  von  Gauss,  S.  484,  487,  606,  606;  der  Flächen, 
S.  487  u.  ff.;  constante  mittlere,  S.  496  u.  ff.;  erste  und  zweite, 
S.  459;  geodätische  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481,  484;  der  Eor- 
ven    im    i2„,    S.  600;    Riemann'sche    d^s    B^,    S.  605  u.  ff.;    der 

Mannigfaltigkeiten,   S.  611  u.  ff.;    absolute,   relative  der   Flächen, 
S.  616. 

Krümmun^gsaxe,  S.  457. 

Krümmungsebene,  S.  458;  an  die  Raumcurve,  S.  206. 
Krümmungskreis,  S.  463. 
Krümmungslinien  der  Flächen,  S.  475  u.  ff. 
Krümmungsmass,  S.  484;  der  Flächen  von  Casorati,  S.  487. 
Krümtnungsmittelpunkt ,    S.  467;    der  Flächen,  S.  477;  geodätischer, 
S.  481. 
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JCrummungsradius,  S.  455;  der  Curven  im  2?  ,  S.  600;  von  Flächen, 

S.  477.  .  " 

krummlinige  Goordinaten,  S.  467  u.  ff. 
Kubus,  S.  565. 
Kugel,  S.  106,  118. 
KugelcaloUe,  Flächeninhalt,  S.  452. 
Kugelcomplexej  S.  422. 
Kugelcongruenzen,  S.  422. 

Kugelgeometrie  im  Baum,  S.  373. u.  ff.,  420  u.  ff. 
Kugelkreis,  unendlich  femer  imaginärer,  S.  105,  403. 

Längen  der  Halbaxen  der  Flächen  2.  O.,  S.  114;  der  Curvenbogen, 
S.  447  u.  ff. ;  der  Tangente,  der  Normsden,  S.  443. 

JLettOM'ven  einer  Congruenz,  S.  411. 

Leitehene  des  hyperbolischen  Faraboloids,  S.  102. 

Leitlinie  siehe  Dired/rix. 

Leittmgskegel  einer  Begelfläche,  S.  490. 

Lemniscaten  Bemoulli's  und  Gerono's,  S.  531  u.  ff. 

lemniscatische  Function,  S.  535. 

leuchtender  Punkt,  S.  517. 

lignes  minimes  von  Legendre,  S.  486. 

limagon  PascaVs,  S.  202,  522,  533. 

linear  zusammenhängende  Bäume,  S.  562. 

lineare  Complexe,  S.  44,  384  u.  ff.;  Systeme  von  Punktgruppen,  S.  63; 
Systeme  ebener  Curven,  S.  141;  Flächensysteme ,  S.  234  u.  ft\; 
Büschel  und  Netze  linearer  Complexe ,  S.  386  u.  ff. ;  Congruenz, 
S.  386;  Involutionscomplexe  Klein's,  S.  388  u.  ff.;  Mannigfaltig- 
keiten, S.  577  u.  ff.;  Bäume,  S.  607. 

Linien^  mehrfache,  singulare  einer  Fläche,  S.  222 ;  singulare  der  Con- 
gruenzen,  S.  408;  geodätische,  S.  466,  475  u.  ff.;  auf  den  Flächen, 
S.  475  u.  ff.,  481;  elastische,  S.  548  u.  ff. 

Liniencomplex,  S.  376. 

Liniencongruenz,  S.  376,  507. 

Linienelement  der  Flächen,  S.  467  u.  ff. ;  des  Baums,  S.  504;  der 
höheren  Mannigfaltigkeiten,  S.  601;  Biemann^sche  Form,  S.  607. 

Liniengeom>etrie  im  Baum,  S.  373  u.  ff;  im  i?^,  S.  584. 

linksgeivundene  Schraubenlinien,  S.  552. 

logarithmische  Spirale,  S.  545,  553. 

logocyclische  Strophoide,  S.  530. 

Loxodrome,  S.  552  u.  ff. 

lumaca  PascaFs,  S.  202,  522,  533. 

Mannigfaltigkeiten  von  Punktsystemen,  S.  149;  lineare,  S.  577  u.  ff.; 
nicht  lineare^  S.  584  u.  ff.;  algebraische,  S.  585;  normale  für  den 
eigenen  Baum,  S.  585;  von  zwei  Dimensionen  im  B^,  S.  589  u.  ff.; 
Differentialgeometrie,  S.  601  u,  ff. 

Mediane,  S.  70. 

mehrdeutige  Transformationen  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  156  u.ff. 

mehrdimensionale  Bäume,  S.  577  u.  ff. 

mehr  fauche  Linien  einer  Fläche,  S.  222. 

Meridianfläche  eines  Complexes,  S.  379. 
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Metageometrie,  S.  619. 

Metrik,  projective,  S.  630  u.  ff. 

metrische  Eigenschaften,  S.  5 ;  Relationen  in  Hyperräumen,  S.  577  u.  ff. 

Relationen  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 
Minimal  flächen,    S.  496  u.  ff.,  615;    Henneberg's,  S.  500;   von  H.  A. 

Schwarz,  S.  601. 

Minimalregelfläche,  S.  499. 

Minimdlregelhelicoid,  S.  490,  499. 

Mittelfläche  einer  Congruenz,  S.  510. 

Mittellinie,  S.  70. 

Mittelptmkte ,    harmonische,    S.  50;    der   Kegelschnitte,   S.  85;    der 

Kegel,  S.  102 ;    der  Flächen  2.  0. ,  S.  103 ;    der  Strahlen  der  Con- 

gruenzen,  S.  409,  507. 
Mittelpunktsflächen,  S.  104. 
mittlere  constante  Krümmung  der  Flächen,  S.  496 ;  der  Evolute,  S.  502 ; 

Proportionale,  S.  527. 
nwdanirte  Flächen,  S.  476. 
Moduln  einer  Curve,  S.  160;    der  Inversion,  S.  513;    Legendre'sche, 

S.  534. 
Moment  zweier  Geraden  (Cayley),  S.  875. 
Monoid,  S.  586. 

monoidale  Darstellung  höherer  Räume,  S.  584  u.  ff. 
Monoidflächen  Caylöy's,  S.  214  u.  ff. 
mMihires  von  Monge,  S.  476. 
muschelförmige  Curven,  S.  521. 
MiMchellinien,  S.  520;  des  Nicomedes,  S.  540. 

Nabelpunkte    der  Flächen   2.  0.,  S.  115;     einer  beliebigen   Fläche, 

S.  478. 
natürliche  Gleichungen,  S.  455  u.  ff.,  460;  Geometrie,  S.  462;  im  JR  , 

S.  599  u.  ff. 

negative  Richtung  der  Normalen  und  Tangenten  an  Curven,   S.  457; 

Fusspunktcurve,  S.  515. 
Netz  ebener  Curven,  S.  141;    homaloidales,  unicursales,  S.  146,  157; 

von  Flächen,  S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386. 

Neunpunktekegelschnitt,  S.  71,  95. 
Neunpunktekreis,  S.  67,  70. 

nicht- Euclidische  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  617  u.  ff. 
Nodoid,  S.  497,  549. 

Normale  zu  einer  Plancurve,  S.  442;  positive  und  negative  Richtung, 
S.  457. 

normale  Mannigfaltigkeit  für  den  eigenen  Raum,  S.  585. 
Normalebene  einer  Raumcurve,  S.  444. 
Normalencongruenzen,  S.  511,  518. 
Normalenparaboloid,  S.  363. 
Normalensystem  von  Strahlen,  S.  517. 

Normalfortn  der  Gleichwng  der  Geraden,    S.  25;  der  Ebene,    S.  40; 

eines  Complexes   von   Clebsch,  S.  383. 
Normalschnitte  von  Flächen,  S.  477. 
Normaltypus  einer  Curve,  S.  160. 
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Nullpolarität,  S.  44,  251,  386,  406. 

NuMsysteme,  S.  44,  251,  385;  höherer  Ordnung,  S.  406. 

numerische  Excentricität,  S.  88,  91;  -s  Geschlecht,  S.  223. 

oberer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 

Octaeder,  S.  556. 

Octaedroid,  S.  567. 

offene  Flächen,  S.  556;  Schnitte,  S.  557. 

Ordnung  der  ebenen  Curven,  S.  126;  der  ebenen  Gonnexe,  S.  163; 
der  Coincidenzen,  S.  164;  der  algebraischen  Flächen,  S.  204;  der 
Baumcurven,  S.  206;  des  Kegels,  S.  207;  eines  Complexes,  S.  377; 
einer   algebraischen   Congruenz,    S.  377;    einer   allgemeinen   Con- 

gruenz,  S.  405;    von  C^  im  B^,  S.  594. 

Oricyclus,  S. '491;  Lobatschefskij's,  S.  624. 

Orisphäre  Lobatschefskij's,  S.  624. 

Orthocentrum,  S.  70. 

orthogonale    Coordinaten,    S.  35;    Hyperboloide,   S.  122;    dreifache 

Systeme  von  Cycliden,  S.  324;  isotherme  Systeme,  S.  324;  isotherme 

Systeme  von  Parameterlinien,  S.  470. 
Orthogonalflächensy Sterne,  dreifache,  S.  504  u.  ff. 
Osculanten,  Theorie,  S.  263. 
Osculation  von  Flächen,  S.  224. 
OsculationsberUhrtmg,  S.  145. 

Osculationsdeveloppäble  der  Bückkehrkante,  S.  465. 
Osculationsehene^  S.  458;  an  die  Eaumcurve,  S.  206. 
Osculationskegel,  S.  222. 
Oscülationsräume  an  Curven  im  B„.  S.  598. 

Osculationstangenten,  S.  204,  205. 

OscuUren  einer  Fläche  durch  eine  Gerade,  S.  274. 

oscuUrende  Developpable,  S.  207 ;  Curven  und  Flächen,  S.  463 ;  Kreise, 

S.  463;  Kugel,  S.  464. 
Ovale  des  Cartesius,  S.  201,  536  u.  ff.;  Cassinis,  S.  531  u.  ff. 

JPaure  von  conjugirten  Triedem  (Steiner),  S.  285. 

jpaa/rer  Zug  einer  Curve,  S.  132. 

Pangeometrie,  S.  619. 

Parabel,  S.  75  u.  ff.;  cubische,  S.  253;  semicubische  oder  Neil'sche 
S.  527. 

parabolische  Involution,  S.  14;  Serpentine,  S.  186;  Punkte,  S.  205, 
478,  614;  Curve,  S.  205;  cubische  Hyperbel,  S.  253;  Cyclide,  S.  325; 
Dupin'sche  Cyclide,  S.  327;  Homcyclide,  S.  327;  Ringcyclide,  S.  327; 
Complexe  2.  Grades  von  Reye,  S.  393;  -r  Typus  des  Linienelements 
der  Flächen,  S.  491;  der  Räume,  S.  609;  -r  Typus  der  pseudo- 
sphärischen Rotationsflächen,  S.  493;  Spirale,  S.  546;  Räume,  S.  607; 
Geometrie,  S.  625,  631,  633.  ^ 

Paraboloid,  hyperbolisches,  S.  101,  108;  elliptisches,  S.  102,  108; 
Volumen,  S.  452;  gleichseitiges,  S.  122. 

parallele  Curven  und  Flächen,  S.  520  u.  ff. 

Parallelen,  geodätische,  S.  484. 

Parallelisintts  q^"  Ordnung  im  JR^,  S.  579, 
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Parameter,   S.  88;   der  Erzeugenden  einer  Begelfläche,   S.  363;    der 
linearen  Complexe,  S.  386. 

Parameterlinden,  S.  467. 

partielle  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  von  Lagraage, 
S.  498. 

Pedalcurve,  S.  516. 

pedale,  S.  616. 

Pedalentheorem,  S.  72. 

Pentaeder,  Sylvester'sches,  S.  280  u.  ff. 

Pentaedergleichung,  S.  281. 

Pentraedroid,  S.  667. 

perspective  Gebilde,  S.  4;  Punktreihen,  S.  13;  ebene  Systeme,  S.  30; 
Durchschnitte,  S.  30;  Axe,  S.  30;  n-Ecke,  S.  49;  w-Seite,  S.  49. 

Perspectivität,  S.  3. 

pinces-point,  S.  221. 

pinchpovnt,  S.  221. 

planare  Developpable,  S.  362. 

Plancurven,  Erümmung,  S.  466  u.  ff. 

podaire,  S.  616. 

Pol,  S.  20,  33,  36,  78,  84,  102,  136,  261;  harmonischer,  S.  68;  der 
grössten  Kreise,  S.  62;  der  Inversion,  S.  613;  der  Fusspunktcmre, 
S.  616. 

Polarconiplexe,  S.  381. 

Pola/rcoordinaten,  S.  20,  36. 

Polardeveloppahle,  S.  466. 

Polarcwrve  einer  Geraden,  S.  232. 

Polar dreiecJc,  S.  33,  78. 

Polare,  S.  33,  78,  84;  harmonische,  S.  69;  eines  Pols  bez.  einer 
Curve,  S.  135;  harmonische  des  Wendepunkts,  S.  178;  vielfache 
von  Geraden,  S.  232;  harmonische  bez.  des  Dreiseits  und  Drei- 
flachs, S.  261. 

polare  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Hexaeder  Gremona*s,  S.  288. 

Polarebene,  S.  102,  261;  harmonische,  S.  262. 

Polarflächen,  S.  232  u.  ff. 

Polarform  des  Riemann'schen  Raumes,  S.  626. 

Polargerade,  S.  78,  136. 

Polargruppen,  S.  61. 

Polarität,  S.  5,  33,  60,  61,  134;  gewöhnliche,  S.  44. 

Polaritäüprindp,  S.  6. 

Polarlinie,  S.  457. 

Polar suhnorm^le,  S.  443. 

Polarsubtangente,  S.  443. 

Polarsysteme,  S.  61. 

Polartetraeder,  S.  103,  268. 

Polarvolumen,  S.  464. 

Polaxe,  S.  20,  36. 

Polebene,  S.  35. 

Polkegelschnitt,  S.  180. 

Poloconica,  gemischte  (mista),  gemeine  (pura)  (Polkegelsehnitt)  Cre- 
mona's,  S.  180. 

Polsechsflxiche  Cremona's,  S.  284  u.  ff. 

Polyeder  im  Baume  von  drei  und  mehr  Dimensionen,    S.  663  u.  ff.; 
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Euler'sche,  S.  564;   regelmässige  oder  Platonische,   S.  565;   halb- 

regelmässige  oder  Archimedische,  S.  566. 
JPolyedergruppen,  S.  574. 
J^olyedernetz,  S.  563  u.  ff. 
Tölyederiheorie,  S.  556  u.  ff. 
Polygone  Poncelet's,  S.  97;  Steiner  sehe,  S.  179. 
Polynome  des  Gabus,  Octaeders  und  Ikosaeders,  S.  574. 
positive  Richtung   der  Normalen   u.    Tangenten   an  Curven,    S.  457 

Fusspunktcarve,  S.  515. 
Postulate  Euclild*s,  Postulat  V  über  die  Parallelen,  S.  617,  621  u.  ff. ; 

von  Wallis,  Saccheri,  Lambert,  S.  622. 

Postülationsformeln,  S.  212. 

Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kugel,  S.  420. 

Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgültigen  oder  spe- 
ciellen  Lage  von  Schubert,  S.  424  u.  ff.;  der  Dualität  oder  Cor- 
relation  in  der  Ebene  und  im  Räume,  S.  5. 

Problem  Plateau's,  S.  501 ;  der  Verdoppelung  des  Cubus  oder  Delisches, 
S.  527,  540;  der  Brachistochrone,  S.  541. 

Product  zweier  Bedingungen,  S.  425. 

Prqjection,  stereographische,  S.  243. 

Projectionsaxe,  S.  2. 

Projectionscentrum,  S.  2. 

projecHve  Gebilde,  S.  4;  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Räume, 
S.  577  u.  ff.;  Eigenschaften,  S.  5;  Coordinaten,  S.  10,  17,  36;  Punkt- 
reihen, S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme,  S.  28;  Räume, 
S.  41,  581;  ti-Ecke,  S.  50;  Metrik,  S.  630  u.  ff.;  Interpretation  der 
drei  Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

PrcjecHvität,  S.  3;  cyclische,  S.  16. 

Projectivitätsaxe,  S.  13. 

Projectivitätscentrumj  S.  19. 

Projectivitätsgleichung,  S.  12. 

Projiciren,  S.  2;  von  Räumen  im  i?^,  S.  581. 

Proportionale,  mittlere,  S.  527. 

Pseudospha/re,  S.  495,  550. 

pseudosphärische  Flächen,  S.  491  u.  ff. ;  Rotationsflächen,  S.  492 ;  Flächen 
von  Dini,  S.  494;  Flächen  von  Enneper,  Bianchi,  S.  494;  Trigono- 
metrie, S.  495;  Congruenzen  Bianchrs,  S.  511;  Helicoide  Dini's, 
S.  550;  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  633. 

Pseudoversiera^  S.  529. 

Punkte,  harmonische,  S.  7,  8;  conjugirte,  S.  8,  84,  182;  — in  der  Topo- 
logie, -S.  556;  imaginäre,  S.  11;  äquianharmonische,  S.  12;  reci- 
proke,  S.  33 ;  Brocard'sche,  S.  67 ;  —  negative  und  positive,  S.  68 ; 
Lemoine*sche,  S.  67,  68;  Grebe'sche,  S.  68;  Schröter'sche,  S.  70; 
Vigari^'sche,  S.  70;  Boubals'sche,  S.  71;  conjugirte,  reciproke  bez. 
eines  Kegelschnitts,  S.  78,  84 ;  —  bez.  eines  Gomplexes,  S.  385 ;  viel- 
fache, S.  127, 152;  --  einer  Fläche,  S.  222;  stationäre,  S.  129;  —  der 
Raumcunfen,  S.  224,  263 ;  singulare,  S.  129 ;  —  der  Flächen  und  Raum- 
curven,  S.  221  u.  ff.;  —  eines  Gomplexes,  S.  380;  singulare  der  Con- 
gruenzen, S.  407;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische,  S.  205; 
—  einer  Fläche,  S.478;  conische,  biplanare,  uniplanare,  S.221;  asso- 
ciirte  von  Raumcurven  4.  0.,  S.  256;  leuchtende,  S.  517;  singulare 
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von  Hyperflächen,  S.  685;  stationäre  der  Curven  im  B^,  S.  600; 
parabolische  yon  Mannigfaltigkeiten,  S.  614. 

Punktepaar,  Steiner'sches,  S.  179;  absolutes,  S.  630. 

Funkteqiuidrupel  auf  der  Baumcurre  4.  0.,  S.  257. 

PtMfiJctetripel  auf  der  Raumcurve  4.  0.,  S.  267, 

Punktgleichung  der  Kegelschnitte,  S.  80. 

Punktgruppen,  S.  60;  auf  einer  algebraischen  Curve,  S.  148  u.  ff.; 
corresiduale,  residuale,  S.  161. 

punktirte  Gerade,  S.  291. 

Punktkugel,  S.  422. 

PunktreQien,  S.  1;  gerade,  S.  6;  projective,  homographische,  collineare, 
S.  12;  ähnliche,  S.  12:  congruente,  gleiche,  S.  13;  perspective, 
S.  13;  conlocale,  aufeinander  liegende,  superponirte ,  S.  13;  iden- 
tische, S.  14. 

Punktsystem,  ebenes,  S.  1;  räumliches,  S.  1. 

punti  associati,  S.  179. 

quadratische  Formen,  S.  64;  Gebilde  im  JS^,  S.  686  u.  ff.;  Kegel  im 
B^^  S.  687;  Differentialformen,  S.  601. 

Quadratrix,  S.  648  u.  ff. 

Qv^idratur  des  Kreises,  S.  651. 

quadriplanare  Coordinaten,  S.  36. 

Quadrupel  von  Punkten,  S.  67 ;  von  Punkten  auf  der  Raumcurve  4.  0., 
S.  257;  bei  der  Darstellung  der  27  Geraden  der  Fläche  3.  0.,^ 
S.  290;  GöpePs,  S.  302,  303,  304;  Rosenhain's,  Si  302,  303,  304; 
windschiefer  Geraden  1**'  Art,  2**'  Art  der  Flächen  4.  0.,  S.  315. 

quaterne-zero,  S.  290. 

Quintupel  von  windschiefen  Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315. 

radiale  Curven  ebener  Curven,  S.  615  u.  ff. 

Badienvectoren,  reciproke,  S.  613  u.  ff. 

Band  einer  Fläche,  S.  566. 

Bang  der  Raumcurven,  S.  206;  im  JB^,    S.  694;  der  Flächen,  S.  209, 

364,  412;  einer  Congruenz,  S.  406. 

rationale  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  Flächen, 
S.  370  u.  ff. 

Bäume,  S.  2;  homographische,  collineare,  projective,  S.  41;  affine, 
S.  42;  ähnliche,  S.  42;  homologe,  S.  42;  homothetische,  S.  43;  eon- 
jugirte,  S.  376;  linear  zusammenhängende,  geschlossene,  mit 
Flächenzusammenhang,  mit  Zusammenhaiig  r*®'  Art,  S.  662;  ein- 
seitige, zweiseitige,  S.  663;  mehrdimensionale,  S.  577  u.  ff.;  sphä- 
rische, Riemann'sche  oder  elliptische,  S.  607,  633;  pseudosphärische, 
Lobatschefskij'sche,  hyperbolische  oder  nicht-Euclidische,  S.  607; 
lineare,  Euclidische  oder  parabolische,  S.  607. 

räumliches  Punktsystem,  Ebenensystem,  S.  1. 

rationale  Curven,  S.  131, 181 ;  Flächen,  S.  223;  Raumcurven,  S.  269  u.  ff. 

Baumcurven,  algebraische,  S.  204  u.  ff.;  verschiedener  Ordnungen, 
S.  243  u.  ff.;  3.  0.,  S.  248  u.  ff.;  4.  0.  1^^  Species,  S.  264  u.  ff.; 
4.0.  2*«'  Species,  S.  259  u.  ff.;  6.,  6.,  etc.  0.,  S.  264  u.  ff.;  ratio- 
nale, unicursale,  vom  Geschlecht  Null,  S.  269  u.  ff.;  Krümmung, 
S.  455  u.  ff. 
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Techtsgeumndene  Schraubenlinie,  S.  652. 

rechtwinklige  Coordinaten,  S.  36;  Strophoide,  S.  630. 

Heciprocität,  S.  3,  43;  höherer  Bäume,  S.  681. 

lUciprocttäütheorem  von  Brill-Noether,  S.  152. 

reciprokpolar,  S.  103. 

reciproke  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32;  Dreiecke,  S.  33;  Punkte, 
S.  33,  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  Gerade,  S.  33,  bez.  eines 
Kegelschnitts,  S.  78;  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Tetraeder,  S.  103; 
Kadienvectoren,  S.  513  u.  ff. 

Bectification  der  Trisectri:?,  S.  630;  der  Cartesischen  Ovale,  S.  637. 
rectificirende  Developpable  einer  Baumcurve,  S.  465 ;  Ebene  Lancret*s 

S.  466. 
reducibele  Curven,  S.  131. 
reelle  Axe  der  Hyperbel,  S.  87. 
reflectirte  Strahlen,  S.  517. 
Begelfläcken,  S.  206,  376;  2.  0.,  S.  101;  abwickelbare  (developpable), 

S.  206;    windschiefe,  S.  206,  208;    3.    0.  Cayley's,    S.  276;    4.  0., 

5.  313,  335  u.  ff.;   windschiefe  4.  0.,  S.  336  u.  ff.;   höherer  als  der 

4.  0.,    S.  347  u.  ff. ;   windschiefe  5.   0. ,   S.  353  u.  ff. ;   windschiefe 

6.  0.,  S.  361;    beliebiger  Ordnung,   S.  363  u.  ff.;    als  Schnitte  von 
Complexen,  S.  367;  einer  Congruenz,  S.  510;  im  i2^,  S.  689. 

jRegelhelicoid,  S.  490,  604. 

regelmässige  (Platonische)  Polyeder,  S.  565. 

reguläre   Curvensysteme,    S.    146;    Flächen,    S.    223;    Eiemann'sche 

Flächen,  S.  568  u.  ff. 
JRelationen,  metrische  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 
relative  Krümmung  der  Flächen,  S.  616. 
residuale  Punktgruppen,  S.  151;  Curven,  S.  213. 
Hesiduum,  S.  213. 
Restcu^rve,  S.  213. 
Restsatz,  S.  151,  213. 
Besolvente,  Galois'sche,  S.  573. 
Richtung,  positive   und  negative  der  Normalen  und  Tangenten   an 

Curven,  S.  467. 

Ringcyclide,  S.  327. 
Röhrenflächen,  S.  604. 

Römerfläche  Steiner  s,  S.  296,  313,  331  u.  ff.,  339. 

Rollcurven,  S.  622  u.  ff. 

Rotationsflächen,   S.  523  u.  ff.;    2.   0.,    S.  113;   Inhalt   und  Volumen, 

5.  451;  pseudosphärische,  S.  492. 
Rotationshyperboloid,  S.  490. 
Rouletten  (Rollcurven),  S.  622  u.  ff. 

Rückkehrkante  der  Developpabeln,  S.  207;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Rückkehrpunkt,  S.  129. 

Satellit,  S.  178  u.  ff.;  eines  Punktetripels,  S.  267. 
Satz  siehe  Theorem. 

Schar  ebener  Curven,  S.  141;  von  Flächen,  S.  234. 
scheinbare  Doppelpunkte  und  Doppelebenen,  S.  207. 

Pascal,  Bepertorium.  II.  44 
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Scheitel   eines  Büschels,    S.  1;   der  Kegelschnitte,    S.  86;    des   Para- 

boloids,  S.  106. 
Schiefe  einer  Berührungsebene  an  eine  Eegelfläche,  S.  363. 
schiefe  Cissoiden,  S.  528;  Strophoide  von  Quetelet,  S.  530. 
Schmiegung,  S.  459. 

Schmiegungsebene  an  die  Baumcurve,  S.  206,  458. 
Sehmiegungskugel,  S.  465. 
Schmiegungswinkel,  S.  459. 

Schnecke  (fima9on)  Pascal's,  S.  202,  522,  536  u.  ff. 
Schneckenlinie,  S.  460,  552.  , 

Schneiden  mit  einer  Geraden,   einer  Ebene,   S.  3;   von  Räumen  im 

n'  581. 

SchniUe,  offene,  geschlossene,  1*«',  2*«'  Art,  S.  557;  1*«',  2**'  Classe, 
S.  558. 

Schnittebenen  der  Fg*,  S.  592. 

Schraubenlinie,  S.  460,  489,  552. 

Secanten,  vielfache  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff. 

Sechsecke,  Pascal'sche,  S.  76,  289;  Brianchons,  S.  76. 

Secksptmktekegelschnitt,  S.  69. 

Sechsseit,  Brianchon*sches,  S.  416. 

Sechstheilungscurve  Pascal's,  S.  522. 

secundäre  Brennlinien  von  Quetelet,  S.  518. 

n-Seite,  S.  49. 

Selbstberuhnmgspunkt  einer  Cnrve,  S.  133,  319;  von  Flächen,  S.  312. 

semicubische  Parabel,  S.  527. 

Serpentine,  elliptische,  hyperbolische,  etc.,  S.  186. 

Siebenpwnktekreis,  S.  69. 

singulare  Punkte,  Tangenten,  S.  129;  Punkte  der  Flächen  und  Raum- 
curven, S.  221  u.  ff.;  Linien  einer  Fläche,  S.  222;  Focalcurven, 
S.  324 ;  Erzeugende,  S.  337 ;  Erzeugende  windschiefer  Regelflächen, 
S.  364;  Berührungsebenen  windschiefer  Regelflächen,  S.  364;  Punkte 
und  Ebenen  eines  Complexes,  S.  380;  Gerade  eines  Complexes, 
S.  380;  Gerade  2.  0.,  3.  0.  eines  Complexes  2.  Grades,  S.  391; 
Punkte  und  Ebenen  der  Congruenzen,  S.  407;  Kegel  und  Curven 
der  Congruenzen,  S.  408;  Linien  der  Congruenzen,  S.  408;  Homo- 
graphien  höherer  Räume,  S.  582;  Punkte  von  Hyperflächen,  S.  585. 

Singularitäten,  S.  129;  Zerlegung,  S.  160. 

Singularitätenfläche,  S.  380;  der  Complexfläche  2.  Grades,  S.  389. 

Sinuscurve,  S.  548  u.  ff. 

Sinusoide,  S.  650. 

Sinusspiralen  von  De  la  Goupilliere,   S.  546. 

Sommet  der  Erzeugenden  windschiefer  Regelflächen,  S,  364. 

Specialgruppe,  S.  151. 

Specialsystem,  ß.  161. 

specielle  Curven,  S.  513  u.  ff.;  Complexe,  S.  378;  lineare  Complexe, 
S.  385,  386.  ■ 

Species  der  Curven  auf  den  Flächen  2.  0. ,  S.  246 ;  windschiefer  Regel- 
flächen 4.  0.  Cayley's,  Cremona's,  8.  337  u.  ff. ;  Rohn's,  S.  338. 

sphärische  Dreiecke,  S.  61;  Trigonometrie,  S.  61,  62;  Excesse,  S.  62; 
Curven,  S.  243  u.  ff.;  Kegelschnitte,  S.  247,  654;  Bilder  einer  Raum- 
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curve,  S.  466;  Abbildung  der  Congruenzen,  S.  608;  Abbildung  von 

Gauss,  S.  467  u.  ff.,  473, 476,  480 ;  Abbildung  von  Flächen,  S.  467  u.  ff. ; 

cyklische    Curven,    S.  664  u.  ff. ;     spirische    Curven,    S.  664u.  ff. ; 

Räume,  S.  607. 
Spindelcyclide,  S.  327. 
Spirale,  S.  644  u.  ff.;  conische,  S.  663;   logarithmische,  S.  663;  equi- 

angolare,  S.  646. 
spirische  Curven,  S.  636  u.  ff.;  sphärische  Curven,  S.  664  u.  ff, 
Spitze  des  Kegels,  S.  102;  einer  Plancurve,  S.  129;  einer  Raumcurve, 

S.  224;  der  Erzeugenden  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 
stationäre  Punkte,   S.  129;    der  Curven  im  i?^,   S.  600;   Tangenten, 

S.  129,  226,  693;  Tangentenebenen,  S.  206,  693;  Punkte  der  Raum- 
curve,  S.  224,  263;  Berührung  von  Flächen,  S.  224;  Ebenen,  S.  226; 
Erzeugende  windschiefer  Regelflächen,  S.  366. 

stereographische  Projection,  S.  243;  Coordinaten,  S.  607. 

stetige  Correspondenz,  S.  2. 

oxoixsla  Euclid's,  S.  617. 

Strahlen,  reflectirte,  gebrochene,  S.  617;  harmonische,  imaginäre, 
S.  17. 

StrahUtibündel^  S.  1,  410;  unendlich  dünnes  einer  Congraenz,  S.  609. 

Strahlenbüschel^  S.  1,  16;  homographische,  coUineare,  projective,  S.  17; 
ähnliche,  S.  19;  congruente,  gleiche,  S.  19. 

Strahlencoordinaten  Plücker's,  S.  373. 

Strahlengehüsch  (Sturm),  S.  379. 

Strahlengewinde  (Sturm),  S.  379. 

Strahlennetz  (Sturm),  S.  379. 

Strahlenraum,  S.  373. 

Strahlensysteme^  ebene,  S.  1;  Synonym  von  Congruenzen,  S.  410,  607. 

Strictionslinie,  S.  363. 

Strophoide,  S.  627  u.  ff. 

Stufe  eines  Curvensystems,  S.  141;  eines  Flächensystems,  S.  234. 

Suhnormale,  S.  443. 

Suhtangente,  S.  443. 

superficie  modanate,  S.  476. 

superponirte  Gebilde,  S.  3;  Punktreihen,  S.  13. 

Symbole  von  Christoffel,  S.  469,  474,  476,  480,  602  u.  ff. 

symbolische  Bezeichnung  der  Complexe  von  Battaglini  und  Clebsch, 
S.  379  u.  ff.,  382. 

symbolischer  Calcül  der  Bedingungen,  S.  426  u.  ff. 

Symmediane,  S.  67. 

symmetrische  Riemann'sche  Flächen,  S.  668  u.  ff. 

Symmetroid,  S.  298. 

Systeme,  lineare  von  Punktgruppen,  S.  63;  lineare  ebener  Curven, 
S.  141;  vollständige  ebener  Curven,  S.  146;  überreichliche,  regu- 
läre, S.  146;  canonische,  S.  161;  volle  von  Aronhold,  S.  198;  Aron- 
hold's,  S.  304;  conjugirte  von  Kegelschnitten,  die  der  Fläche  4.  0. 
angehören,  S.  316;  der  sechs  Fundamentalcomplexe  von  Klein, 
S.  388;  von  Gebilden,  S.  426;  coigugirte  von  Linien  auf  den 
Flächen,  S.  479;  isotherme,  S.  497;  dreifache  Weingarten's, 
S.  607,  616. 

syzygetisches  Büschel,  S.  178. 

44* 
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tacnodo,  S.  1S3,  319. 

Tangenten,  S.  126,  442,  444;  vielfache,  S.  127;  stationäre  der  Plan- 
curven,  S.  129;  singulare,  S.  129;  an  die  Fläche,  S.  204;  an  die 
Raumcurve,  S.  206;  stationäre  der  Eaumcurven,  S.  225;  positive 
und  negative  Richtung,  S.  467 ;  coiy ugirte,  S.  476  u.  ff.,  478. 

Tangentenebene,  S.  204;  stationäre,  S.  205. 

Tangentenkegel  der  Flächen  2.  0.,  S.  102. 

Tangentialebenen,  dreifache  der  Flächen  3.  0.,  S.  284  u.  ff. ;  an  eine 
Fläche,  S.  446. 

Tangentialgleichung  der  Kegelschnitte,  S.  80. 

Tangewtialkrümmung  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481. 

Tangentialnetz,  S.  174. 

Tangentialpunkte,  8.  177  u.  ff. 

tautochrone  Curve,  S.  641. 

tetra>cu8piddle  Curve,  S.  644. 

Tetraeder,  S.  34,  666. 

Tetraedercoordinaten,  S.  36. 

Tetraedergleichtmgen,  S.  674. 

tetraedraler  Complex,  S.  400,  403  u.  ff. 

Tetraedroid  Cayley's,  S.  808  u.  ff.,  894. 

tetrametrische  Coordinaten,  S..86. 

ITieilimgscurven,  S.  621  u.  ff. 

Theoreme  von  Abel,  S.  534;  Battaglini,  S.  389;  Beez,  S.  605;  Beltrami, 
S.  279,  334,  482,  492,  511,  608;  Bemoulli,  Jacob,  S.  645;  Bertrand, 
S.  460;  Bianchi,  S.494,  611,  614,  siehe  die  Zusätze;  Bonnet,  S.  490, 
496,  497,498,  601;  Bour,  S.  498;  Brianchon,  S.  76;  Brill,  S.  614;  Brill- 
Noether,  S.  160,  152,  160;  Camot,  S.  88,  137;  Casey,  S.  321;  Cayley, 
S.  128,  169,  208,  208,  224;  Ceva,  S.  69;  Chasles,  S.  16,  148,  247,  260, 
363,  364,  433,  635,  688,  697;  Christoffel,  S.  160;  Clairaut,  S.  483; 
Clebsch,  S.  282,  283,  333,  334,  381;  Clifford,  S.  162,  597,  698;  Ootes, 
S.137;  Cremona,  S.  53,  158,  180,  260,  269,  262,  287,  318,  334,  361; 
Darboux,  S.  333,  421,  460,  480,  600,  606;  Delaunay,  S.  497;  De- 
sargues,  S.  77;  Dini,  S.  494;  Dupin,  S.  323,  824,  478,  506,  614; 
Dyck,  S.  574;  Enneper,  S.  480,  494;  Euler,  S.  526,  563,  614; 
Fagnano,  S.  526,  626,  534;  Fresnel,  S.  310;  Gauss,  S.  61,  482, 
484;  Gerbaldi  und  Schonte,  S.  62;  Gergonne,  S.  618;  De  la 
Goumerie,  S.  324;  Habich,  S.  516;  Halphen,  S.  433,  503;  Hermite, 
S.  210;  Hesse,  S.  79;  Hurwitz,  S.  571,  574;  Jacobi,  S.  127,  211; 
Jordan,  S.  287,  306;  Klein,  S.  283,  389,  407;  Klein-Lie,  S.  645; 
Kraus,  S.  153;  Kronecker,  S.  586;  Kummer,  S.  312;  Lambert, 
S.  623;  Landen,  S.  626;  Laguerre,  S.  28,  324,  628;  Legendre, 
S.  622,  623;  Lie,  S.  333;  Lüroth,  S.  370;  Maclaurin,  S.  77,  137, 
179;  Malus-Dapin,  S.  511;  Menelaus,  S.  59;  Meusnier,  S.  478,  499; 
Minding,  S.  496;  Möbius,  S.  9,  17,  34,  251,  667;  Moutard,  S.  323, 
614,  618;  Newton,  S.  136,  628;  Noether,  S.  128;  Pappus,  S.  90; 
B.  Pascal,  S.  76;  Pasch,  S.  380;  Picard,  S.  371;  Plücker,  S.  128,  380; 
Poncelet,  S.  96,  128,  211,  266;  Puiseux,  S.  460,  662;  Reye,  S.  267; 
306;  Ribaucour,  S.  512;  Riemann,  S.  159,  160,  162,  607;  Riemann- 
Roch,  S.  152;  Saccheri,  S.  622,  623;  Schur,  siehe  die  Zusätze, 
S.  703;  H.  A.  Schwarz,  S.  366,  862,  371;  Segre,  S.  687,  688,  590, 
591;   Paul  Serret,  S.  481;  Staudt,  S.  79;  Steiner,  S.  77,  278,  378, 
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616;  Stringham,  S.  568;  Sturm,  S.  279,  282;  Tucker,  S.  617;  Voss, 
S.  618;  Weber,  S.  164;  Weierstrass,  S.  670;  Weingarten,  S.  603; 
Zeuthen,   S.  316,  317. 

Topologie,  S.  666  u.  ff. 

Torsallinie  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 

Torsion,  S.  466 u.  ff.,  469;  geodätische,  S.  484. 

Torsvonswinkel,  S.  469. 

Torrn,  S.  320,  327,  640;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  462. 

totale  Krümmung  TonfGauss,  S.  484,  487;  Krümmung  (Gauss^sche)  der 
Mannigfaltigkeiten,  S.  612. 

Tractrix,  S.  493,  648  u.  ff. 

Träger  der  Punktreihe,  des  Büschels  etc.,  S.  1. 

Transformation  der  Coordinaten,  S.  36;  Desarguesische,  S.  69,  613 u. ff.; 
birationale,  ein-eindeutige,  mehrdeutige  der  Ebenen  und  der  Curven, 
S.  166u.  ff. ;  Cremona's,  S.  167;  durch  reciproke  Radien vectoren, 
S.  169,  613  u.  ff.;  birationale  der  Gonnexe,  S.  167;  birationale  des 
Raums  und  der  Flächen,  S.  236  u.  ff.;  ein-eindeutige ,  Cremona- 
sche,  S.  236;  involutorische ,  S.  238;  von  Curven  und  Flächen, 
S.  613  u.  ff.;  complementäre  Bianchi's,  S.  496;  Bäcklund's,  S.  496. 

transitive  continuirliche  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

Translationsfläche  Scherk^s,  S.  601. 

transversale  Axe  der  Hyperbel,  S.  78;  der  Hyperboloide,  S.  114. 

Trieder,  S.  61;  Paare  von  coiyugirten  (Steiner),  S.  286. 

Triedrometrie,  S.  62. 

Trigonometrie,  ebene,  S.  60;  sphärische,  S.  61,  62;  pseudosphärische, 
S.  495. 

trilineare  Coordinaten,  S.  21. 

trimetrische  Coordinaten,  S.  21. 

Tripel  von  Punkten,  S.  66;  auf  der  Raumcurve  4.  0.,  S.  267. 

Trisectrix  Maclaurin's,  S.  621,  627  u.  ff. 

Trochoide,  S.  640  u.  ff'. 

Typus,  Liouville'scher  von  Flächen,  S.  483;  hyperbolischer,  para- 
bolischer, elliptischer  des  Linienelements  der  Flächen,  S.  491;  der 
pseudosphärischen  Rotationsflächen,  S.  493. 

überreichliches  Curvensystem,  S.  146. 

Uebertragtmgsprincip,  S.  166. 

Umhilieus  der  Flächen  2.  0.,  S.  116. 

umhüllte  Curve  oder  Fläche,  S.  464. 

Undulationspu/nkte,  S.  203. 

UnduJoid,  S.  497,  649. 

unendlich  ferne   Elemente,   S.  6,  47;    dünnes    Strahlenbündel   einer 

Congruenz,  S.  609. 
ünicursalcurven,  S.  131,  181,  621. 
unicursale  Flächen,  S.  237,  370;  Netze,  S.  146. 
uniplanare  Punkte,  S.  221. 
tmpaarer  Zug  einer  Curve,  S.  132. 
imstetige  Gebilde,  S.  48. 
unterer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 
unzerlegbare  Curven,  S.  126. 
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verbundene  sineuläre  Punkte  und  Ebenen  der  Congruenzen,  S.  408. 

Verdoppelung  des  Cubus,  S.  627. 

Verebenen  der  Flächen,  S.  241. 

Verhältniss,  anharmonisches^  S.  8;  der  4  Curven  eines  Büschels,  S.  142; 
anharmonisches  der  4  Punkte  des  Kegelschnitts,  der  4  Tangenten 
des  Kegelschnitts,  S.  76;  anharmonisches  der  4  Punkte  der  Kaum- 
curve  4.  0.,  2.  Species,  S.  261;  anharmonisches  der  4  Berührungs- 
ebenen der  Developpabeln  6.  0.,  S.  352. 

verkürzte  und  verlängerte  Cycloide,  S.  642;  Epi^ycloide,  S.  543;  Hy- 
pocycloide,  S.  543;  Tractrix,  S.  550. 

Verrückung  des  i?^,  S.  606. 

Versiera  von  Agnesi,  S.  627  u.  ff. 

Verwandtschaftsgleichung,  S.  12. 

vielfache  Funkte  einer  Curve,  Tangenten,  S.  127;  Punkte  eines  Systems, 

S.  152;  Secanten  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.;  Punkte  einer  Fläche, 

S.  222;  Polaren  von  Geraden,  S.  232. 
Vierebenencoordinaten,  S.  36. 
Viereck,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 
Vier-Indices-Symböle  Christoffers,  S.  602,  603. 
vierpunktige  Berührung,  S.  204. 
Vier  seit,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 
vierspitzige  Curven,  S.  540  u.  ff.;  Hypocycloiden,  S.  542. 
vollständige  ebene  Vierecke,  Vierseite,  S.  6 ;   ebene  n-Ecke,   n-Seite, 

S.  48;  n-kantige  Winkel,  n-Kante,  n-flächige  Winkel,    «-Seite  im 

Strahlenbündel,  windschiefe  n-Ecke,  n-Flache,  S.  49;  Systeme  von 

Curven,  S.  146. 
Volumina  von  Körpern,  S.  447  u.  ff. 

Wellenfläche  Fresnel's,  S.  308  u.  ff.,  403. 

Wendepunkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446. 

Wendepunktsdreieck,  S.  178. 

Wendetangenten,  S.  129,  225.  ,^ 

Wendungsberührungsebene,  S.  205. 

windschiefe  Flächen,    S.  204  u.  ff.,  208;    Quadrupel,    Quintupel   von 

Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315;  Regelflächen  4.  0.,  S.  336  u.  ff.; 

Regelflächen  5.  0.,  S.  353  u.  ff.;  Regelflächen  6.  0.,    S.  361. 
Windung  der  Curven,  S.  459. 
Windungswinkel,  S.  459. 
Winkel,  n-kantige,   «-flächige,    S.  49;    Brocard'sche,   S.  69;    zweier 

Ebenen,  S.  40;    zweier  Geraden,  S.  23,  28,  38,  374^  628,  629,  632; 

«-kantige,   «-flächige^    S.  49;    zweier   Mannigfaltigkeiten  im  22   , 

S.  581. 
Winkelcoefficient  der  Gleichung  der  Geraden,  S.  25. 
winkeltreue  Abbildung,  S.  247;    der  Flächen  auf  die  Ebene,   S.  472; 

Transformation,  S.  514. 
Würfel,  S.  566. 

Zahlen,  charakteristische  der  Flächen  uud  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.; 
der  Flächen  5.  0.,  S.  348;  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  369; 
der  Developpabeln  7.  0.,  S.  362;    der   windschiefen  Regelflächen 
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mit  LeitcurTen,  S.  364  u.  ff. ;  eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  u.  ff. ; 
der  Curven  im.  B„,  S.  694  u.  ff. 

Zerlegung  der  Singularitäten,  S.  160. 

Zug  einer  Curve,  paarer,  unpaarer,  S.  132. 

Zusammenhang  der  Riemann^schen  Flächen,    S.  556  u.  ff.,  568  u.  ff.; 

der  Flächen,  S.  656  u.  ff.;  der  Räume,  S.562u.  ff. 
Zi^ammehhafMszahl,  S.  560,  563. 
jsweiblättrige  Flächen,  S.  668. 
zweifaches  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
zweipunktige  Berührung,  S.  204. 
zweischaliges  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
zweiseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff.;  Räume,  S.  563. 


Nach  Autoren  benannte  Theoreme,  Formeln, 

Flächen,  Curven  etc. 


AbeVs    Theoreme    über  transcendente   Integrale,   S.  152;    über    die 

Lemniscate,    S.  534;   Functionen,  S.  267;   Gleichung,  S.  306. 
Ägnesi's  Curve  3.  0.  oder  Vereiera,  S.  527. 

Archimedische  Spirale,  S.  544;  Polyeder,  S.  566;  -sches  Axiom,  S.  636. 
Aronhold's  volle  Systeme  von  Gruppen  von  Doppeltangenten,  S.  198,304. 
Aschieri's  Theorem  über  harmonische  Complexe,  S.  402. 

Baecklund^s  Transformation^  S.  495. 

Battaglini's  Involutionen  höherer  Ordnung,  S.  16;  symbolische  Be- 
zeichnung der  Complexe,  S.  379  u.  ff. ;  Satz  über  Complexe  2.  Grads, 
S.  389;  Complex,  S.  393,  394,  402  u.  ff. 

Beez'sches  Theorem  über  die  Deformation  der  Bä,ume,  S.  605,  607. 

Beltrami's  Sätze  über  Normalencongruenzen,  S.  511;  über  geodätische 
Linien,  S.  482;  über  die  Cayley'sche  Fläche,  S.  279;  über  Flächen 
constanter  Krümmung,  S.  492;  über  Bäume  constanter  Krümmung, 
S.  608;  über  die  Bömerfläche  Steiner's,  S.  334;  Darstellung  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidi- 
sehen  Räume,  S.  633  u.  ff. 

BemoulU,  Jacob,  Lemniscate,  S.  531  u.  ff.;  Satz  über  logarithmische 
Spiralen,  S.  545. 

Bertini,  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  142;  Hauptsehnen  von 
Raumcurven  4.  0.,  2.  Sp.,  S.  262. 

Bertrand's  Satz  über  die  Helixe,  S.  460;  Curven,  S.  461. 

Bianchi's  Satz  über  Liniencongruenzen ,  S.  511;  pseudosphärische 
Congruenzen,  S.  511;  Sätze  über  Bäume  constanter  Krfimmun^, 
S.  614;  pseudosphärische  Fläche,  S.  494;  Satz  über  pseudosphän- 
sche  Flächen,  S.  494;  complementäre  Transformation,  S.  495;  Theo- 
rem über  die  Krümmungslinien  einer  Fläche,  siehe  die  Zusätze. 

Böklen^s  Erzeugungsart  der  Wellenfläche,  S.  311. 

Bolyai'8  F- Flächen,  S.  624. 

Bonnefs  Satz  über  den  Abstand  benachbarter  Tangenten  an  Curven, 
S.  601;  conjugirte  Minimalflächen,  S.  499;  Formel  für  die  geodä- 
tische Krümmung,  S.  481 ;  Theorem  über  aufeinander  abwickelbare 
Flächen,  S.  490;  Sätze  über  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung, S.  496,  497;  über  Minimalflächen,  S.  498. 

Bouhals^sche  Punkte,  S.  71. 

Bour,  Theorem  über  Helicoide,  S.  489. 

Brianchon's  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  60,  76;    Sechsseit,  S.  416. 

BrilVs  Salz  über  pseudospb  arische  Mannigfaltigkeiten,  S.  614. 
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BriU'Noether's  Satz  über  Curvensysteme ,  S.  160;  Reciprocitätstheo- 
rem,  S.  162;  Satz  über  birationale  Transformationen,  S.  160. 

Brill'Cayley's  Correspondenzprincip,  S.  164,  432. 

Brocard's  Satz  über  Gleitcurven,  S.  622;  Kreis,  S.  67,  69;  Winkel, 
S.  69;  Ellipse,  S.  71;  Punkte,  S.  67;  positive,  negative,  S.  68. 

Cantor,  Georg,  Axiom  für  die  Grundlagen  der  Geometrie,  S.  637. 

Capordli's  Gerade  Ä,  S.  303. 

Camot's  Theoreme  über  algebraische  Curven,  S.  137;  über  die  Kegel- 
schnitte, S.  88. 

CaHesisches  Oval,  S.  201,  636  u.  ff.;  -e  Cycliden,  S.  326;  Blatt,  S.  631; 
-e  Coordinaten,  S.  20. 

Casey's  bicirculäre  Curven  4.  Ordnung,  S.  201;  Satz  über  die  Cycli- 
den, S.  321. 

CasoraWs  Krümmungsmass  der  Flächen,  S.  487. 

Cassini's  Ovale  oder  Ellipsen,  S.  631. 

Castelnuovo's  Sätze  über  rationale  Flächen,  S.  371;  über  algebraische 
Curven,  S.  160. 

Cayley's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  quadratische  bira- 
tionale Transformationen,  S.  159;  über  windschiefe  Flächen,  S.  208; 
über  Regelflächen,  S.  224 ;  über  Plancurven  4. 0.,  S.  203 ;  über  Flächen 

4.  0.,  S.  296 ;  über  Developpable  6.  0.,  S.  360 ;  über  Liniengeometrie, 

5.  378;   Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  300,  309;    Erzeu- 

gungsart  der  Wellenfläche,  S.  311;  Species  windschiefer  Regel- 
ächen  4.  0.,  S.  337  u.  ff.;  Gleichung  der  Developpabeln  6.  0., 
S.  360;  Classification  der  Developpabe^  6.  0.,  S.  361;  absolute  Ge- 
bilde, S.  630  u.  ff.;  Formeln,  S.  221  u.  ff.,  693;  Formeln  für  Raum- 
curven,  S.  226  u.  ff.;  Curve,  S.  137  u.  ff".;  Monoidflächen ,  S.  214 j 
numerisches  und  geometrisches  Geschlecht,  S.  223;  unicursale 
Flächen,  S.  237;  Netz,  S.  146;  Moment  zweier  Geraden,  S.  375; 
Cylindroid,  S.  387;  Regelfläche  3.  0.,  S.  276,  398;  Flächen,  S.  279, 
283,  396;  Tetraedroid,  S.  308  u.  ff.;  bicyclische  oder  bicirculäre 
Flächen,  S.  321  u.  ff. ;  Gleichung  der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  329;  Gleichung  der  Römerfläche,  S.  332;  planare  Developpable, 
S.  362. 

CayUy  und  BrüVsche  Correspondenzformeln  für  Punktgruppen, 
S.  164,  432. 

Cesäro's  Gleichung  der  Astroide,  S.  542. 

Ceva*s  Theorem  über  Dreiecke,  1678,  S.  69. 

Chasles's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  148,  588;  über  cubische 
Plancurven,  S.  182;  über  sphärische  Kegelsclinitte,  S.  247;  über 
Regelflächen  beliebiger  0.,  S.  363,  364;  über  cubische  Raum- 
curven,  S.  250,  261,  697;  über  die  Charakteristiken,  S.  433;  über 
die  Lemniscaten,  S.  636;  Correspondenzprincip,  S.  16,  64,  430, 
431;  Classification  der  cubischen  Plancurven,  S.  187;  Strictions- 
linie,  S.  363;  Erzeugungsweise  linearer  Complexe,  S.  386. 

ChristoffeVs  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  160;  Symbole,  S.  469, 
474,  476,  480,  602  u.  ff 

Glairaut,  Satz  über  geodätische  Linien,  S.  483. 

Clehsch,  Sätze  über  die  Flächen  3.  Ordnung,  S.  283;  über  die  Com- 
plexe, S.  381;  über  die  Römerfläche,  S.  333,  334;  Diagonalfläche, 
S.  282;  cyclische  Projectivitäten,  S.  16;    Doppel  vier,  S.  316;  sym- 
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bolische  Bezeichnung  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;  Nonnalform  der 
Gomplezgleichung,  S.  883. 

Clebsch  und  Cremona,  ebene  Abbildungen  von  Flächen  3.  0.,  S.  293. 

Clijford's  Sätze  über  Punktgruppen,  S.  162;  über  Curven  imB  ,  S.597, 
598;  Flächen,  S.  616. 

Codazzi'8  Formeln,  S.  470,  614,  616. 

ConovCs  Spirale,  S.  644. 

Cotes,  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  137. 

Cremona^ 8  Sätze  über  Involutionen,  S.  63;  über  birationale  Transfor- 
mationen, S.  167,  168;  über  cubische  Baumcurven,  S.  260;  über 
Raumcurven  4.  0.,  S.  269,  262;  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt,  S.  318;  über  die  Römerfläche,  S.334;  über  die  Flächen 
6.  0.,  S.  361;  über  die  Eegelflächen,  S.  369;  über  cubische  Plan- 
curven,  S.  180;  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  birationale  Transfor- 
mation, S.  236;  Poloconica,  S.  180;  homaloidale  Flächen,  S.  237; 
homaloidales  Netz,  S.  146;  Polsechsflach,  Folarhexaeder,  S.  284  u.  ff.; 
Fundamentalpunkte  der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  3.  0.,  S.  292 ; 
Species  windschiefer  Regelflächen  4.  0.,  S.  337  u.  ff.',  397,  398; 
conjugirte  Erzeugende  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  361. 

Varboux's  Sätze  über  die  Römerfläche,  S.  833;  über  natürliche  Glei- 
chuugen,  S.  460;  über  Asymptoten  und  Erümmungslinien,  S.  480; 
über  die  Enneper'sche  Fläche,  S.  600;  über  Orthogonadflächen- 
systeme,  S.  606;  über  die  Cassini'schen  Ovale,  S.  632;  über  Eugel- 
geometrie,   S.  421;  Cycliken,  S.  614;  Cartesische  Cycliden,  S.  325. 

Delamhre's  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  66. 

Del  Be  siehe  Be. 

Delaunay's  Satz  über  ünduloide  und  Nodoide,  S.  497;  Curven, 
S.  648  u.  ff. 

Desargues,  Satz  über  Keffelschnitte ,  S.  77;  Transformation,  S.  69, 
613  u.  ff*.;  Curven  und  Flächen,  S.  613  u.  ff. 

Descartes,  Folium,  S.  631. 

Dini*s  Satz  über  pseudosphärische  Flächen,  S.  494 ;  pseudosphärisches 
Helicoid,  S.  494,  660. 

Dinostrates,  Quadratrix,  S.  661. 

Diocles,  Cissoide,  S.  527. 

Dupin's  Sätze  über  die  Indicatrix ,  S.  478 ;  über  dreifache  Orthogonal- 
flächensysteme,  S.  606,  614;  über  die  Focalcurven  beliebiger  Flächen, 
S.  323,  324;  parabolische  Cycliden,  S.  327;  Indicatrix,  S.  206, 
478,  612;    Cycliden,  S.  320,  321  u.  ff.;  siehe  auch  McUus. 

X>yck,  Satz  über  Riemann'sche  Flächen,  S.  674;  einseitige  Flächen, 
S.  667. 

Ennepefs    Satz    über   Asymptotenlinien,    S.  480;    pseudosphärische 

Flächen,  S.  494;  Minimalflächen,  S.  500;  Flächen  constanter  positiver 

Krümmung,  S.  494. 
Enriques,  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  371. 
Euclidischer,  nicht-Euclidischer  Raum,  S.  607;    -e  Geometrie,  S.  625, 

633;   Euclid's  Postulat  V,  S.  617,  621  u.  ff.;    Elemente    {axotxslu\ 

S.  617. 
Etidoxus^  Helixe,  S.  662. 
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Euler^s  Sätze  über  die  EUipsenbogen ,  S.  626;  über  Polyeder,  S.  663, 
614;  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  64;  für  die  Krüm- 
mungsradien der  Flächen,  S.  477;  Polyeder,  S.  664;  Gerade,  S.  67, 
70;  Kreis,  S.  70. 

Fagvumo's  Sätze  über  die  EUipsenbogen,  S.  626  ;  über  die  Lemniscate, 

S.  634;  über  die  Hyperbelbogen,  S.  626. 
FermaVs  Spirale,  S.  646. 

Feuerhach^s  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;  Kreis,  S.  67,  70. 
Frenet's  Formeln  für  Ranmcurven,  S.  469,  461,  601. 
FresneVs  Wellenfläche,    S.  308  u.  ff.,    394,  403;   Theorem   über   die 

Wellenfläche,  S.  310;  Gleichung  der  Wellenfläche,  S.  310,  311. 

Gälois*sche  Resolvente,  S.  673. 

Gauss*  Doppeltheorem  (Trigonometrie),  S.  61;  Satz  über  die  totale 
Krümmung  eines  geodätischen  Dreiecks,  S.  484;  totale  Krümmung 
(curvatura  integra) ,  S.  484,  487,  606,  606;  Formeln  für  das 
Krümmungsmass  K,  S.  487;  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  66; 
für  die  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  616;  sphärische 
Abbildung  von  Flächen,  S.  473,  476,  480 ;  Differentialgleicnung  der 
geodätischen  Linien,  S.  482;  Krümmung  der  Flächen,  S.  484,  487; 
der  Mannigfaltigkeiten,  S.  613. 

Geiser^s  Erzeugungsart  von  Plancurven  4.  0.,  S.  196,  200. 

Gerhdldi  und  Schonte,  Satz  über  die  Wurzeln  der  Hesse'schen  Form, 
S.  62. 

Ger  gönne' 8  Sätze  über  Brennlinien,  S.  618. 

Gerono' s  Lemniscate,  S.  631  u.  ff. 

Girard's  Satz  über  sphärische  Dreiecke,  S.  62. 

GöpeVsche  Quadrupel,  S.  202,  203,  204. 

Goupilliere's  Sinusspiralen,  S.  646. 

Goumerie^  Maülard  de  la,  Satz  über  die  singulären  Focalcurven,  S.  324. 

Goursafs  Fläche,  S.  603. 

Grassmann's  Erzeugungsart  cubischer  Plancurven,  S.  183. 

Grebe's  Punkt,  S.  68. 

HabicWs  Satz  über  Fusspunktcurven,  S.  616. 

Halphen's  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen,  S.  211;  über 
Liniencongruenzen,  S.  377;  über  Evolutenflächen,  S.  603;  über  die 
Charakteristiken,  S.  433. 

Hamilton,  W.,  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;  Formel  für 
Congruenzen,  S.  309. 

Hamack's  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  132. 

Henneberg's  Minimalfläche,  S.  600. 

Hermite's  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen,  über  elliptische  Curven, 
S.  210;  Form,  S.  46. 

Hesse* sehe  Sätze  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Form,  S.  62;  Deter- 
minante, S.  66  u.  ff.;  Curve,  S.  137  u.  ff.;  Erzeugungsart  von  Plan- 
curven 4.  0.,  S.  196,  200;  Kernfläche,  S.  233,  280 u.  ff.,  299;  Fläche 
eines  Flächensystems,  S.  236;    von  4  Flächen,  S.  236. 

Hesse  und  Steiner,  Hezaden  von  Doppeltangenten,  S.  197. 

HiTbert's  Axiome,  S.  636,  636. 
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HwsVscker  Complex,  S.  399. 

Httrwitz,  Sätze  über  Riemann'sche  Flächen,  S.  571,  574. 

Huyghens*  Satz  über  die  Cycloiden,  8.  641;  Tractrix,  S.  549. 

Jacohi's  Theoreme  über  die  ebenen  Curven,  S.  127;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  Curve,  S.  143;  Fläche,  S.  233;  Fläche  eines 
Flächensystems,  S.  235;  von  4  Flächen,  S.  236;  Curve  des  Flächen- 
netzes, S.  235. 

Jordan*s  Sätze  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  über  die  Kummer'schen 
Flächen,  S. 306. 

KüUng^s  Polarform  des  Eiemann'schen  Raums,  S.  626. 

Klein's  Sätze  über  Diagonalflächen,  S.  283;  über  quadratische  Com- 
plexe,  S.  389 ;  über  Brennflächen  der  Congruenzen,  S.  407 ;  über  Bäume 
constanter  EjTÜmmung,  S.  592;  hyperelliptische  27- Functionen,  S.303; 
Coordinaten,  S.  375,  391, 403 ;  lineare  Involationscomplexe,  S.  388  u.  ff. ; 
Singularitätenfiäche  der  Complexe,  S.  380;  System  der  sechs  Fun- 
damentalcomplexe ,  S.  388;  Riemann'sche  Flächen  in  projectivem 
Sinn,  S.  575  u.  ff. ;  einfache  Riemann'sche  oder  einfach  elliptische 
Geometrie,  S.  626;  doppelte  Riemann'sche  oder  doppelt  elliptische 
Geometrie,  S.  626. 

Klein 'Lie,  Satz  über  die  logarithmische  Spirale,  S.  545;  confocale 
quadratische  Complexe,  S.  391. 

Kraus,  Satz  über  Punktcurven,  S.  153. 

Kro7iecker*8  Sätze  über  algebraische  Functionen,  S.  214;  über  Man- 
nigfaltigkeiten Ä*®'  Dimension,  S.  586. 

Kiten's  Fläche  constanter  positiver  Krümmung,  S.  494. 

Kummer^s  Theorem  über  Flächen  4.  0.  mit  unendlich  vielen  Kegel- 
schnitten, S.  312;  Fläche,  S.  295  u.  ff.,  299  u.  ff.;  359,  389;  fönf 
Kegel,  S.  314;  Gleichung  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  328 ;  Gleichung  der  Römerfläche,  S.  332 ;  Gleichung  der  Kummer- 
sehen  Fläche,  S.  300. 

Lagrange,  Satz  über  räumliche  Punktsysteme,  S.  34;    partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Minimalflächen,  S.  498. 
Lagtierre's    Satz    über    metrische    Relationen    in    projectiver   Form, 

S.  28,  628;  singulare  Focalcurven,  S.  324;    Definition  des  Winkels 

zweier  Geraden,  S.  28. 
Lamberfs  Satz  über  die  Dreiecke,  S.  623;   Hypothese  des  stumpfen 

und  des  spitzen  Winkels,  S.  622,  634;  Postulat,  S.  622. 
Lam6's    Differentialgleichungen    für     dreifache    Orthogonalsysteme,. 

S.  505,  604,  610;  elliptische  Coordinaten,  S.  506. 
Lancret's  rectificirende  Ebene,  S.  465. 
Landen's  Satz  über  Hyperbelbogen,  S.  626. 
Legendre's  Sätze  über  die  sphärische  Trigonometrie,  S.  67;   über  die 

Winkel  des  Dreiecks,  S.  622,  623;  lignes  minimes,  S.  486;  Module 

S.  534. 
Lemoine's  Kreis,  S.  67,  erster  S.  68,  zweiter  S.  68;  Hexagon,  S.  68; 

Punkte,  S.  67,  68. 
Lie's  Satz  über  die  Steiner'schen  Flächen,  S.  333. 
Lie  siehe  auch  Klein. 
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Liouvüle's  Formel  für  die  Gauss'sche  Krümmung  der  Flächen,  S.  488; 

Typus  von  Flächen,  S.  472,  483,  615;    geodätische  Linien,  S.  486. 
Lohatschefskifs  Raum,  S.  607;    Geometrie,  S.  628  u.  ff.;    631,  633; 

Grenzlinie,  Grenzfläche  (Oricyclus,  Orisphaera),  S.  624. 
Loria's  Sätze   über   Kugelgeometrie,    S.  421;   über   radiale   Curven, 

S.  517;  Pseudoversiera,  S.  529;  Classification  der  Cycliden,  S.  422. 
Loria  siehe  auch  Segre. 
LüroWs  Satz  über  Curven,  S.  370. 

Maclaurin's  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  über  algebraische 
Curven,  S.  137;  über  cubische  Plancurven,  S.  179;  Dreitheilungs- 
curve  (Trisectrix),  S.  621,  527. 

Malus -Dupin,  Satz  über  Normalencongruenzen,  S.  511,  518. 

Menelaus,  Satz  über  die  projectiven  Eigenschaften  der  Dreiecke,  S.59. 

Meusnier's  Theorem  über  Krümmungsradien  der  Flächen,  S.  478; 
über  Minimalregelflächen,  S.  499. 

Milinowski's  Satz  über  Plancurven  4.  0.,  S.  194. 

Minding's  Theorem  über  pseudosphärische  Trigonometrie,    S.  496. 

MÖbius,  Sätze  über  Doppelverhältnisse,  S.  9;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  über  die  cubischen  Raumcurven,  S.  251;  über  ein- 
seitige Flächen,  S.  657;  Nullpolaritäten  oder  Kullsysteme,  S.  406; 
Formel  für  Doppelverhältnisse,  S.  17;  barycentrische  Coordinaten, 
S.  46. 

MÖbius 'Monge,  Satz  über  Dreiecke,  S.  19. 

Monge,  Sätze  über  Flächen  2.  Ordnung,  S.  121;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  Arete  de  rebroussement,  S.  207;  Charakteristik, 
S.  464;  Moulures,  S.  476. 

Moutard,  Sätze  über  anallagmatische  Curven,  S.  514 ;  über  die  Cycli- 
den, S.  323. 

Napier'sche  (Neper'sche)  Analogie  für  ebene  Dreiecke,  S.  61 ;  Analogie 

für  sphärische  Dreiecke,  S.  65. 
NeiVsche  Parabel,  S.  527. 
Newton's  Satz  über  algebraische  Curven,    S.  136;    Classification  der 

cubischen  Plancurven,  S.  186;  Construction  der  Cissoide,  S.  528. 
Nicomedes^ sehe  Conchoide  oder  Muschellinie,  S.  536  u.  ff. 
NoetJier's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  Abbildbarkeit 

der  Flächen,  S.  239;  Fläche  6.  0.,  S.  358. 
Nonius,  Loxodrome,  S.  653. 

Ocagne,  Maurice  d*,  Symmediane,  S.  67. 

Fainvin's  Complex  2.  Gr.,  S.  394,  403. 

Fappus,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  90. 

Pixscal,  Ernesto,  Configuration  der  Geraden  der  Flächen  3.  0.,  S.  289 ; 
rationale  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  Berührungs- 
flächen 6.  0.  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  369;  Raumcurve  6.  0. 
vom  Geschlecht  4,  S.  267,  268;  Theorem  über  die  Gleichung,  von 
welcher  die  Bestimmung  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der 
Raumcuxven  6.  0.  abhängt,  S.  268. 

Pascal,  Etienne,  der  Vater  von  Blaise  Pascal,  Schnecke  (lima9on), 
S.  202,  522,  636  u.  ff. 
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Pascal,  Blaise,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  60,  76;  Sechsecke,  S.  289. 

Pasch,  Satz  über  die  Singularitätenflächen  der  Complexe^  S.  380. 

Pezzo,  del,  Sätze  über  Flächen  imi?^,  S.  590;  über  die  Yeronese' sehen 
Flächen,  S.  692. 

Picard,  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  871. 

Plateau' 8  Problem,  S.  601. 

Platonische  Polyeder,  S.  566.    / 

Plücker^s  Theorem  über  algebraische  Curven,  S.  128;  Formeln  für 
algebraische  Gurren,  S.  130,  192,  225,  593,  594;  Satz  über  die 
Singularitätenflächen  der  Complexe,  S.  380 ;  Classification  der  cabi- 
schen  Plancurven,  S.  187;  Gestalt  der  Plancurven  4.  O.,  S.  198 
hyperboloidale  Coordinaten,  S.  244;  Strahlencoordinaten^  S.  373 
Complexfläche ,  S.  379;  Meiidian-  und  Aequatorialfläche ,  S.  379 
Gleichung  des  Cylindroids,  S.  387. 

Poncelet's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  über  Raumcurven  4.  0.,  S.  256;  Centram  der 
harmonischen  Mittel,  S.  51;  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  96;  Po- 
lygone, S.  97. 

Puiseux*  Satz  über  die  Helixe,  S.  460,  552. 

Quetelefs  secundäre  Brennlinien  oder  antikaustische  Linien,  S.  518; 
schiefe  oder  focale  Strophoide,  S.  530. 

Be,  del,  Construction  der  Flächen  5.  0.,  S.  349. 

Heye,  Sätze  über  Raumcurven  4.  0.,  8.  257;  über  die  Kummer* sehe 
Fläche,  S.  306;  Complex,  S.  403  u.  ff.;  nicht  homogenes  Coordina- 
tensystem,  S.  420;  Erzeugungsweise  des  tetraedralen  Complexes, 
S.  404. 

Mibaucour's  Satz  über  isotrope  Congruenzen,  S.  512;  mittlere  Evo- 
lute,  S.  502;    isotrope  Congruenz,  S.  512;   Curven,  S.  544  u.  ff. 

Biccati's  Gleichungen,  S.  460,  470. 

Ried,  Classe  der  Mannigfaltigkeiten,   S.  602. 

Biemann^s  Sätze  über  die  Erhaltung  des  Geschlechts,  S.  159;  über 
die  Moduln  von  Curven  von  gegebenem  Geschlecht,  S.  160;  über 
das  Geschlecht  zweier  Curven,  S.  162;  über  die  Biemann* sehen 
Flächen,  S.  570;  über  die  Räume,  S.  607 ;  Flächen  S.  556  u.  ff.,  668  u.ff.; 
Flächen  in  projectivem  Sinn  von  Klein,  S.  575  u.  ff. ;  Krüm- 
mung des  Raums  i?^,  S.  605  u.  ff.;    Raum,  S.  607,  633;   Form  des 

Linienelements,  S.  607 ;  Geometrie,  S.  625,  633,  634. 

Biemann-Boch'sches  Theorem  über  Punktgruppen,  S.  162. 

Bohn*8  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  302;  Species  wind- 
schiefer Regelflächen  4.  0.,  S.  338. 

Bosenhain'sche  Quadrupel,  S.  302,  303,  304. 

Saccheri's  Satz  über  die  Geraden,  S.  623;  Hypothese  des  stumpfen 
oder  spitzen  Winkels,  S.  622 ;  Postulat,  S.  622 ;  Satz  über  die  Drei- 
eckswinkel, S.  622,  623. 

Salmon*8  Erzeugungsart  von  Flächen  3.  0.,  S.  278. 

Salmon-Sturm's  Construction  der  27  Geraden  der  Flächen  3, 0.,  S.  286. 

Sarrus,  Sätze  über  Brennlinien,  S.  518. 

Scherk's  Translationsfläche,  S.  501. 
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Schläfli's  Doppelsechs,  S.  286;  Bezeichnung,  S.  289;  Classification  der 
Fluchen  3.  0.,  S.  291. 

Schröter'sche  Punkte,  S.  70. 

Schuherfs  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgültigen 
oder  speciellen  Lage,  S.  426. 

Schumacher's  Art  einer  Congruenz,  S.  406. 

Schures  in  Involution  liegende  Complexe  2.  G.,  S.  391 ;  Theorem  über 
die  Riemann'sche  Krümmung  eines  Raums,  siehe  die  Zusätze. 

Schwarz,  H.  A. ,  Sätze  über  Developpable  ungerader  Ordnung,  S.  362 ; 
über  die  Curven,  S.  871;  über  die  windschiefen  Regelflächen 
6.  0.,  S.  366;  Gleichung  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  362;  charak- 
teristische Zahlen  der  Developpabeln  7.  0.,S.  362;  Classification 
der  windschiefen  Regelflächen  6.  0.,  S.  364;  Minimalfläche,  S.  601. 

Segre^s  Sätze   über  quadratische  Gebilde  im  E^,  S.  687,  688;    über 

Regelflächen   im  i?^,  S.  690;   homofocale  quadratische  Complexe, 

S.  391;  singulare  Gerade  2.,  3.  0.  von  Cpmplexen  2.  G.,  S.  391; 
Antiprojectivitäten^  S.  44. 

Segre  und  Loria,  Satz  über  harmonische  Complexe,  S.  402. 

Serrefs  Satz  über  Asymptotencurven ,  S.  481;  Formeln  für  Raum- 
curven,  S.  469,  461,  601. 

Simpson'sche  Gerade,  S.  67,  72. 

StahVs  Fundamentalinvolution,  S.  271. 

Staudfs  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Definition  der  Projectivität, 
S.  12,  18. 

Steiner' s  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  in  der  Liniengeometrie ^ 
S.  378;  über  Fusspunktcurven ,  S.  72,  616;  über  Flächen  3.  0., 
S.  278;  Erzeugungsart  der  Flächen  3.  0.,  S.  278;  Gruppe,  S.  62^ 
Curve,  S.  137  u.  ff.;  Polygone,  S.  179;  Punktepaar,  S.  179;  Hypo- 
cycloide,  S.  643;  conju^rte  Triederpaare ,  S.  286;  Römerfläche, 
S.  233,  281,  296,  313,  331  u.   ff.,  339,  396,  692. 

Stringham's  Satz  über  Polyeder,  S.  668. 

JB.  Sturm's  Theoreme  über  cubische  Flächen,  S.  279,  282 ;  Doppeldrei, 
S.  286;  Erzeugungsweise  linearer  Complexe,  S.  386;  consinguläre 
quadratische  Complexe,  S.  391;  Rang  einer  Congruenz,  S.  406. 

Sturm- Segre' sehe  Formel  für  Curven  auf  Regelflächen,  S.  230,  691  j 
Formel  über  Ordnung  und  Geschlecht  von  Curven,  S.  691. 

Suworoff,  Satz  über  Räume  constanter  Riemann'scher  Krümmung, 
S.  609,  610. 

Sylvester' 8  Pentaeder,  S.  280  u.  ff.;  Erzeugungsweise  linearer  Com- 
plexe, S.  386. 

Taylor' s  Kreis,  S.  67,  71. 

Tucker's  Satz  über  radiale  Curven,  S.  617;  Kreis,  S.  67,  71. 

Veronese's  Fläche    V^*   im  J?^,  S.  689  u.  ff.;  Formeln  für  die  charak- 
teristischen Zahlen  von  C^  im  Ä«,  S.  696. 
Vigarie'sche  Punkte,  S.  70. 
Vivtani's  Fenster,  S.  664  u.  ff. 
Voss,  Satz  über  die  Krümmung  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  613. 

Wallace'sche  Gerade,  S.  72. 
Wallis,  Postulat,  S.  622. 
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WaWsche  Curve,  S.  531  u.  ff. 

Weber'a  Satz  über  Punktgruppen,  S.  154. 

Weddle'sche  Flache,  S.  297. 

Weierstrass,  Satz  über  Biemann^sche  Flächen,  S.  570;    Formeln  für 

die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche,  S.  498,  499,  500; 

elliptische  Functionen,  S.  258 ;  Theorie  der  Elementartheiler,  S.  123, 

395,  588 ;  Coordinatensystem  für  die  Räume  constanter  Krümmung, 

S.  609. 
Weingarten's  Theorem  über  Eyolutenflächen,  S.  503;  Formeln  für  die 

Coefficienten   der   zweiten   Differentialform   der   Flächen,    S.  475; 

Applicabilitätsprincip.  S.  496;   Fläche,  S.  504;  dreifache  Systeme, 

S.  507,  616. 

ZaJiradnik'a  Cissoide,  S.  528. 

Zeuthen's  Sätze  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt,  S.  316, 
317;  Formel  für  das  Geschlecht  von  Curven,  S.  161;  Satz  über  ab- 
zählende Geometrie,  S.  429;  Classification  der  Flächen  4.  0.  mit 
Doppelkegelschnitt,  S.  317. 


Zusätze  uud  Berichtigungeu 
zu  Band  1. 


»» 


S.  8,  Z.  16.    Füge  hinzu:    Die  Quatemion   genügt   schon   der  Glei- 
chung 2*®"  Grades: 

wenn  diese  Gleichung  mit  z  multiplicirt  und  dann  an  die  Stelle 
Yon  z*  der  aus  ihr  selbst  entnommene  Werth  gesetzt  wird,  so  er- 
hält man  die  im  Text  angegebene  Gleichung  3^*^  Grades. 

Zu  der  Literatur  über  die  Quatemionen  füge  hinzu:  Graefe, 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quatemionen,  Leipzig  1883. 
23  und  24.    Bemerkenswerth  sind  noch  die  folgenden  Formeln: 

a)+("7')+-+©=c::)- 
'  a)+-("7>- ■H-<»-.+.)ö=G+i), 

37,  Z.  9  V.  u.    Lies  exercices  statt  exercises. 

60  und  61.  Die  Werthe  von  «  ,  welche  den  Werthen  der  Func- 
tion entsprechen,  die  Riemann  mit  i{p)  bezeichnete,  sind  für 
gerade  p  als  Functionen  von  jp  bekannt;  für  beliebige  ungerade  p 
lässt  sich  dagegen  eine  ähnhche  allgemein  gültige  Formel  nicht 
angeben.  Siehe  Lerch,  JorncU  de  sciencias  maü^.  e  astr.,  Porto 
1901. 

61  und  72.    Die  Euler'sche  Constante  ist,  wie  im  Kapitel  18,  mit 
Ä  zu  bezeichnen,  nicht  mit  C. 

92,  Z.  3.   üeber  den  casus  irreducibilis  bei  cubischen  Gleichungen 
vergl.  Holder,  Math.  Ann.,  38. 
96,  Z.  13  Y.  u.  muss  es  am  Schluss  der  Gleichung  heissen: 

.„+a;P''~"^-fl=0'»   statt   „+ a;'*"  "^  =  0." 

99,  Z.  6.  Statt  „und  früher  in  Harri ot  u.  s.  w."  lies:  der  Satz 
wird  auch  irrthümlich  nach  Harriot  genannt.  Ueber  die  Ge- 
schichte des  Satzes  vergl.  die  Anmerkungen  der  deutschen  Aus- 
fabe  von  Fourier's  Analyse  des  equat.  determinees,  Ostwald's 
llass.  der  exacten  Wiss.,  N.  127,  p.  247. 

Pascal,  Bepertorium.  n.  45 
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S.  99.    In  der  Fusanote  lies:  Fourier  statt  Jourien. 

„  141,  Z.  7,  6,  5,  4,  3  lies  hinter  der  Klammer:  ,,Da8  Integral  ist 
schon  lange  bekannt;  Lobatto,  Grelle,  9  hat  eine  einfache  Me- 
thode zu  seiner  Ermittelung  angegeben^'  statt  „siehe  Lobatto, 
Grelle,  9". 

,,    142,  Z.  11  lies: 

/i,      ,     ,  .  ,  (*     da  l  +  acosa;       ^. 

,,  /  log  (a  4-  cos  x)ax=^    I    ,  arc  cos  — ,  a  >  1, 

.» j     6  V    -r  /  j  y^j— 7j  a  +  cos  Ä  '      -^    ' 

die  Formel  soll  die  Ermittelung  des  bestimmten  Integrals  zwischen 
0  und  it  erleichtern'^,  anstatt: 

„/log  (a  +  cos  X)  dx  =  ^^+,Ts7  "' 

142,  Z.  9  V.  u.  lies  25  statt  15. 
145.    In  den  Integralen: 


11 


11 
11 

1» 

19 

1^ 


H 


11 


1 

dx 


J  log  (log  o;) 

0 


1 


und   J\og([ogx)dx 


setze   man   log  (log — j  an  die  Stelle  von  log  (log  o;);   man  füge 

hinzu,  dass  der  Werth  des  1**"  dieser  Integrale  von  Bierens  de 
Haan  auf  S.  57  seiner  Nouvellea  tables  d'inUgrcUes  dSfinies, 
Lejden  1867  angegeben  wurde. 

146,  vorletzte  Zeile  lies  tmgerade  statt  gerade,  letzte  Zeile  geradt 

statt  ungerade, 

n 

147,  Z.  3  füge  hinter  jcoaaxcoshxdx^^O  hinzu:  ^,(a  und  h  sind 

0 

ganze  Zahlen  und  einander  nicht  gleich)*^ 

172  am  Ende  füge  hinzu:   Ueber  die  Riccati^sche  Gleichung  siehe 
auch:  Lie-Scheffers,    Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen, 
Leipzig  1893,  Eap.  24. 

176,  Z.  2.  Statt  „Ann.  di  mat.,  Bd.  19"  lies:  „Torelli,  Ann.  di 
mat,  Bd.  19." 

177  lies  Brassimie  statt  Brassine. 

197.  Zur  Einführung  in  die  allgemeine  Theorie  der  Differential- 
gleichungen empfehlen  wir  das  1901  erschienene  Lehrbuch  der 
Differentialgleichungen  von  Liebmann  imd  zur  ersten  Einfüh- 
rung in  die  functionentheoretische  Behandlung  der  Differential- 
gleichimgen  Ludwig  Schlesinger:  Einführung  in  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variabein. 
Sammlung  Schubert,  1900. 

198,  Z.  17  lies  „Charakteristiken"  statt  „charakteristischen  Glei- 
chungen". 

201,  Z.  7.  Anstatt  „zwischen  den  Variabeln  integrirbar"  setze: 
„zwischen  den  Variabeln  und  m  willkürlichen  Constanten  integrir- 
bar"  und  füge  am  Schluss  des  Satzes  hinzu:  Üeber  die  Syst^e, 
die  mit  m  Relationen  zwischen  den  Variabeln  aber  einer  kleineren 
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Anzahl  von  Constanten  integrirbar  sind,  siehe  E.  Pascal,  Bend. 
Ist.  Lonib.,  (2),  36,  1902. 
S.  20S.  Ueber  das  Pfaffsche  Problem  ist  inzwischen  das  treff- 
liche Werk:  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die 
partiellen  Differentialgleichungen  1,  Ordnung  von  Ed.  v.  Weber, 
Leipzig  1900  erschienen.  Derselbe  Autor  hat  neuerdings  in  den 
Math.  Ann.,  55  den  Fall  behandelt,  in  dem  bei  dem  rfaff* sehen 
Problem  nicht  eine  einzige  Gleichung,  sondern  ein  System  von 
Gleichungen  gegeben  ist. 

,,  203,  Z.  16 v.u.  Bezüglich  der  Arbeit  von  Bussjan,  deren  Resul- 
tate nicht  exact  sind,  vergl.  E.  v.  Weber,  Bemarques  sur  un 
memoire  de  M.  Boussiane,  Odessa  1901  und  Math.  Ann.  65. 

,,  203.  Füffe  am  Ende  der  Seite  hinzu:  „Nach  dem  Druck  dieses 
Bandes  sind  verschiedene  Arbeiten  von  E.  Pascal  über  das  Pro- 
blem der  totalen  Differentialgleichungen  3^'  Ordnung  und  n^'  Ord- 
nung und  über  die  Systeme  totaler  Differentialgleichungen  2^'  Ord- 
nung erschienen.  Siehe  Compt.  Bend.,  5.  M^z  1900;  Bend.  Ist. 
Lombardo,  (2),  33,  15.  März  1900  und  17.  Mai  1900;  Math.  Ann., 
54 ;  Bend.  Ist,  Lamb.,  (2),  34,  1901.  Derselbe  Autor  hat  in  letzter 
Zeit  die  Invariantentheorie  der  totalen  Differentialausdrücke 
2**'  Ordnung  als  Erweitei'ung  der  analogen  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Pf  aif 'sehen  Gleichungen  (1**'  Ordnung)  zu  studiren  be- 
gonnen. Die  bezüglichen  Arbeiten  E.  Pascal' s  sind:  Introduzione 
alla  teoria  inva/riantiva  delle  equazioni  di  tipo  generale  ai  differen- 
ziali  totali  di  second'  ordine,  Ann.  di  mat,  (3),  7,  1901;  Un  teo- 
rema  della  teoria  invariantiva  delle  espressioni  ai  differenziali  totali 
di  seeond'  ordine,  Bend.  Ist.  Lomb.,  (2),  34,  1901. 

„    206,  Z.  7  lies  „Transformation**  statt  „Substitution*'. 

„  255.  Nach  dem  Druck  des  ersten  Bandes  ist  noch  das  ausgezeichnete 
Lehrbuchder  Variationsrechnung  von  A.  Knes er,  1900  erschienen. 
Femer  hat  Hilbert  durch  neue  Methoden  die  Variationsrechnung 
in  hervorragender  Weise  bereichert.  Vergleiche  Hilbert's  Vor- 
trag vor  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  (Jahresbericht, 
Bd.  8,  p.  185),  die  unter  Hilbert's  Leitung  verfasste  Dissertation 
von  Charles  A.  Noble,  Eine  neue  Methode  der  VariationsrecJ^- 
nung,  Göttingen  1901,  sowie  Hilbert,  Ueber  das  DirichleVsche 
Problem  (Festschrift  zur  Feier  des  150 -jährigen  Bestehens  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften). 

„  321.  Von  Interesse  sind  auch  die  folgenden  Theoreme:  Bas  Ver- 
schwinden der  Fwnctionaldeterminante  zweier  binärer  Formen  der- 
selben Ordnung  ist  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 
die  beiden  Formen  sich  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Das  Verschwinden  der  Ftmctionaldeterminante  von  n-\-l  For- 
men mit  n  + 1  Variäbeln  und  von  derselben  Ordnung  ist  nothwen- 
dige und  hinreichende  Bedingung,  damit  die  (linear  unabhängig 
vorausgesetzten)  Formen  (bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor)  binäre 
Formen  zweier  anderer  Formen  (mit  n-\-l  Variahein)  derselben 
Ordnung  oder  auch  (n  -|- 1)- stufige  Formen  von  n  +  1  Formen  der- 
selben (frdnung  seien,  deren  Functionaldeterminante  identisch  Null  ist. 

Näheres  über  dieses  letzte  allgemeine  Theorem  findet  man 
bei  Bertini,  Bend.  Acc.  Lincei,  (5),  10,  1901. 
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S.  333,  Z.  16,  16,  17,  28  lies  „r"  statt  „w". 

338,  Z.  3  und  15  v.  u.  lies  „Bäschel"  statt  „Schar''. 

339.  Zu  der  Literatur  über  die  temären  cubischen  Formen  füge 
hinzu:  Brioschi,  Ann.  di  mat,  (2),  7,  p.  189,  worin  die  Zerlegung 
in  drei  lineare  Formen,  und  Atti  Acc.  Lincei,  (2),  3,  1875—76, 
p.  89,  worin  die  Zerlegung  in  eine  lineare  und  eine  quadratische 
Form  behandelt  wird. 

341.    Zu  der  Literatur  über  die  biquadratischen  temären  Formen 

füge  hinzu:   Brioschi,  Ann.  di  mat,  (2),  7,  p.  202  und  AtH  Acc. 

Lincei,  (2),  3,  1875—76,  p.  91. 

346,  Z.  9  lies  „der  drei  Fälle''  statt  „der  beiden  Fälle". 

363,  Z.  20.    Statt  espaces  lies  espaces. 

365,  Z.  15  T.  u.     Statt  Aufsatz  lies  Buch. 

446.    Eine  weitere  Arbeit  über  die  complexe  Multiplication  der 

elliptischen  Functionen  ist  von  Halphen,   Journ.  de  math.,   (4), 

5,  1889,  reproducirt  in  seinem  Tratte  des  fonctions  elliptiqites,   3, 

p.  151.  Sie  handelt  speciell  von  der  Multiplication  mit  Y  —  23. 
Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigt  sich  auch  Brioschi,  Ann. 
di  mat,  (2),  24,  1896.  Man  vergleiche  namentlich  den  Artikel  von 
H.  Weber,  lieber  complexe  Multiplication  in  der  Encyklopädie  der 
math.  Wissenschaften,  Bd.  1,  p.  715. 

456.  Es  heisst  im  Sing,  „das  Quadrupel"  und  nicht  ^,die  Qua- 
drupel". 

477.  In  der  Mascheroni' sehen  Formel  ist,  wie  auf  S.  145, 
log  (log  a;)  in  log  [log — j  umzuändern. 

482,  Z.  16.  Füge  hinzu:  Neuerlich  hat  sich  Landau,  CreUe,  123 
mit  diesem  von  Legendre  vermutheten  Satz  beschäftigt.  Er 
lautet,  präciser  formulirt:  Nach  Annähme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  Chrösse  8  lässt  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen 
angeben,  deren  Gesammtlänge  <]^  ist,  derart,  da^s  der  Werth  von 
r  iz)  für  jedes  reelle  Argument  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  alge- 
braischer Operationen  durch  die  Werthe  ausdrückbar  ist,  welche  die 
Gesammtfunction  für  eine  endliche  Anzahl  passend  gewählter  Argu- 
mente annimmt,  welche  diesen  Intervallen  angehon-en. 

486,  Z.  6  V.  u.    setze   auf  der   rechten   Seite    der   Gleichung 

z~~^  log  (1  +  z)  statt  z  log  {l-\-  z). 

489,  Z.  2  V.  u.'  Statt  ^^Math.  Ann.,  40  und"  lies  ^^Maih.  Ann., 
40;  Hu/rwitz,  ib.,  38  und". 

503.  Füge  hinzu:  Das  allgemeine  Integral  der  Lama 'sehen  Glei- 
chung (der  Gleichung  Z.  7  v.  o.)  hat  Her  mite  gefunden,  Feuiües 
lithographiees  du  Cours  de  1872  ä  Ve'cole  polytechnique.  Vergl. 
hierzu:  E.  Picard,  Traite  d'anälyse,  t.  3,  p.  406  u.  ff. 

516,  Z.  3.  Lies  3^'  —  1  statt  3**  +  1  und  füge  hinzu:  Mit  Aus- 
nahme des  Falles  n  =  0. 

516,  Z.  17  v.  u.  Füge  hinzu:  Dieses  Theorem  von  Sophie  Ger- 
main gründet  sich  auf  die  einfache  Identität: 

a*  +  4  =  (a*  —  2 a  -f  2)  (a*  -I-  2a  +  2). 
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S.  516.  Bemerkenswerth  ist  auch  das  folgende  sogenannte  Gold- 
bach* sehe  Theorem,  das  sich  aus  der  Erfahrung  ergiebt  und  nicht 
bewiesen  ist  (Briefe  Goldbach' s  und  Euler' s  vom  7.  und 
30.  Juni  1742;  Correspondance  mcUh.  et  phys.  de  quelques  ceUbres 
geometres  du  18«^  siede,  vol.  1,  St.  Petersburg,  1843,  S.  127  u.  135): 
Jede  gerade  Zahl  ist  immer  die  Summe  zweier  Primzahlen.  Siehe 
Stäckel,  GöU.  Nachr.,  1896,  S.  292;  Landau,  GöU.  Nachr.,  1900. 
318,  Z.  3  V.  u.  Statt  „Piltz,  Diss."  lies  „Piltz,  Habilitations- 
schrift". 

519,  Z.  5.  Füge  hinzu:  Hadamard,  Bull,  de  la  soc.  math.  de 
France,  24,  1896. 

519,  Z.  8  und  9.    Tschebyscheff  hat  nur  bewiesen,  dass,  wenn 

lim  ( — rr  —  logrc)  existirt,  der  Grenz werth  —  1  ist;  die  Existenz 
x=ao\9(^)  / 

des  lim  folgt  erst  aus  den  1899  von  de  la  Yall^e-Poussin  be- 
wiesenen Sätzen. 

518  und  619.  Zu  den  Arbeiten  über  die  Primzahlen  füge  noch 
hinzu:  Mangoldt,  Grelle,  119;  Landau,  Bull,  de  la  soc.  math. 
de  France,  28,  1900;  Torelli,  Sulla  totalitä  dei  numeri  primi 
sino  ad  un  limite  assegnato,  Ätti  Äcc.  delle  scitnze  di  Napoli,  (2), 
11,  1901,  preisgekrönte  Arbeit,  welche  alle  Resultate  in  Bezug  auf 
die  Primzahlen  enthält,  zu  denen  man  bis  jetzt  gekommen  ist. 

520,  Z.  17.  Die  Function  ^  nennen  einige  Autoren  auch  die 
Hertens' sehe;  sie  ist  aber  vor  Mertens  bekannt  gewesen;  schon 
Möbius  hat  sich  mit  ihr  beschäftigt.  Zwei  wichtige  Formeln 
über  sie  sind: 

=  0    und 


n 


n 


7» 


oo 


-yfi(w)logn^       ^ 
^^  n 

Die  erste  Formel  wurde  von  Euler,  Introd.  in  analysin  infinit, 
1,  Lausanne  1748,  eh.  15,  n«  277  angegeben  und  zuerst  von 
V.  Mangoldt,  Berl.  Sitzungsher.,  1897,  p.  835,  dann  von  Landau, 
Dissert.,  Berlin  1899  und  von  de  laYall^e-Poussin,  Kap.  6  seines 
auf  S.  519  citirten  Aufsatzes  über  die  Riemann'sche  Function 
i{s)  bewiesen.  Den  zweiten  Satz  hat  ohne  strengen  Beweis 
Möbius,  Grelle,  9,  1832,  p.  122  angegeben  und  später  Landau^ 
Campt.  Rend.,  1899;  Math.  Ann.,  54  bewiesen. 
521,  Z.  13  V.  u.  Füge  hinter  „die  Function  E{xY  hinzu:  „auf 
elementarem  Wege  in  die  schon  von  Fourier  gekannten  trigono- 
metrischen Reihen  etc.^' 

587,  Namenregister,  Z.  15  v.  o.  lies  478  statt  488. 
587,  „  lies  Ärmenante  statt  Armenate. 

587,  „  Z.  6  V.  u.  lies  317  statt  316. 

588.  Der  unter  B  es  sei  aufgeführte  Aufsatz:  Math.  Ann.,  1, 
S.  290,  298  ist  von  A.  Bessel,  die  anderen  Arbeiten  sind  von 
dem  berühmten  Astronomen  Fr.  W.  Bessel. 

„   593,  lies  Dostor  statt  Doster. 
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S.  694,  Z.  8  schiebe  zwischen  S.  und   der  Zahl  480  die  Zahlen  473, 
475  ein. 

694  ist  zu  Fourier  hinzuzufügen:  Analyse  d€8  equat.  determ., 
Paris  1831,  p.  99. 

595,  Z.  4  V.  u.  schalte  zwischen  die  Zahlen  269  und  292  die  Zahl 
278  ein. 

695  fuge  zu  den  Citaten  unter  Gordan  hinzu:    Grelle,  69;    Math. 
Ann.,  2,  S.  278. 
596  schreibe  Halphen  statt  Halph^n. 

597.  Harbordt  ist  auch  auf  S.  290  citirt. 

598.  Holzmüller  ist  auf  S.  366  citirt,  nicht  auf  S.  336. 
599  ist  der  Absatz  mit  Jourien  zu  streichen. 

599.  Zu  Klein  füge  hinzu:  Ausserdem  S.  374. 

601.  Namenregister,  füge  hinzu:  Laplace,  M^m.  de  TAc.  de  Paris, 
1764,  S.  91;  ib.,  1772,  S.  91,  176;  ib.,  1773,  S.  196,  198;  ib.,  1779, 
S.  198;  Traitä  de  m^canique  Celeste,  5  Bde.,  Paris  1799—1825, 
2.  äd.,  ib.,  1829—1839,  S.  492,  497;  M^m.  Sav.  6tr.,  1785,  S.  497; 
Theorie  analytique  des  probabilit^s,  Paris  1812,  1814,  1820,  4.  ^d., 
ib.,  1847,  S.  573. 

602.  Bei  Liouville  füge  hinzu:  Jovrn.  de  niath.,  (2),  2,  p.  616. 

603.  Die  unter  Meyer,  Franz  aufgeführten  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  bestinmiten  Integrale  sind  nicht  von  Professor 
Dr.  Franz  Meyer  in  Königsberg,  sondern  von  Dr.  phil.  Gustav 
Ferdinand  Meyer,  ehemal.  Privatdocenten  an  der  Universität 
Göttingen,  und  sind  bei  Teubner  erschienen. 
603,  schreibe  Mean  statt  Meant. 

606.  lies  Puissant  statt  Puisant. 

607,  zu  Scheffers  füge  hinzu:  Math.  Ann.,  1891,  1893,  S.  9. 
611,  schreibe  Wim  an  statt  Wimann. 

611,  die  unter  Weber,  H.  aufgeführte  Arbeit:  Eend.  Palermo,  12, 
S.  203  ist  nicht  von  Professor  Dr.  Heinrich  Weber,  sondern  von 
dem  Privatdocenten  Dr.  Eduard  v.  Weber  in  München. 
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Zu  Band  2. 

S.  16,  Z.  15  V.  n.  lies  „Kap.  5,  §  4  und  Kap.  15,  §  2"  statt  „Kap.  15, 
§  3«. 

67,  Z.  9  lies  „1779"  statt  „1799". 
73,  Z.  14  lies  „Picquetf'  statt  „Piquet". 
77,  Z.  2  V.  u.  lies  „vier"  statt  „drei". 

97.  Schalte  man  nach  Z.  5  ein:  ^^Schliessimgsinvarianten  sind 
solche,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  Bedingung  angeben,  unter 
welcher  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriebene  und  dem  zweiten 
umschriebene  Polygone  existiren.  Sie  sind  Functionen  der  beiden 
anharmonischen  Verhältnisse  a,  a  der  mer  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte,  wenn  diese  Punkte  als  dem  ersten  bez.  dem  zweiten 
Kegelschnitt  angehörig  betrachtet  werden. 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz: 

Es  giebt  Vierseite,  welche  dem  ersten  Kegelschnitt  eingesckrid>en 
und  dem  zweiten  umschrieben  sind,  wenn 

(a'8  _  cl)  («'«  —  2a  +  a)  (a  »  —  2a  a  +  a)  =  0  ist. 
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Dreiecke  dagegen,  tvelche  dem  ersten  eingeschrieben  und  dem 
zweiten  umschrieben  sind,  existiren,  wenn 

a«  —  2a'  (2a  *  —  3a  +  2)  a  +  a*  =  0  ist 

Ueber  die  Schliessungsbedingungen  für  Polygone  von  einer 
grösseren  Anzahl  von  Seiten  siehe  Halphen,  Fonct.  ellipt,  Bd.  2, 
p.  377. 

S.  124,  Z.  5  V.  u.  lies  „Seydewitz"  statt  „Seidewitz". 

„  131,  Z.  26.  Füge  hinter  „ausdrücken^'  hinzu:  Lüroth  hat  nach- 
gewiesen, dass  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer  unicursalen 
Curye  sich  stets  derartig  als  rationale  Functionen  eines  Para- 
meters darstellen  lassen,  dass  die  Werthe  des  Parameters  und  die 
Punkte  der  Curve  sich  gegenseitig  ein-eindentig  entsprechen. 
Lüroth,  Beweis  eines  Satzes  über  rationale  Cwrven,  MaÜ^.  Ann., 
9,  1875,  p.  163. 

„  158,  Z.  6  y.  u.  fuffe  hinzu:  Der  Nöther' sehe  Beweis  kann  nicht 
als  vollständig  en>racht  angesehen  werden.  Yergl.  Segre,  Atti 
Acc.  Torino,  36,  1901.  Auf  die  Arbeit  von  Segre  folgte  ein  Auf- 
satz von  Castelnuovo,  Atti  Acc.  Torino,  36,  1901,  in  dem  der 
Satz  streng  bewiesen  wird. 

„    162,  Z.  7.     lies  1882  statt  1883. 

„    181,  Z.  12  lies  „1706"  statt  „1704*'. 

„    181,  Z.  18  lies  „Bruxelles'*  statt  „Paris''. 

„    217,  Z.  4  lies  „1857"  statt  „1856". 

„    232,  Z.  5  lies  Tantwrri  statt  Tantwrini. 

„  271,  Z.  5  V.  u.  lies  ^yPrag.  Berichte,  1883"  statt  ,yPrag.  Berichte, 
1882". 

„  279,  Z.  13  lies  „Eckardt"  statt  „Eckhardt". 

„    337,  Z.  15  lies  „5  ünterfälle"  statt  „4  ünterf&Ue". 

„  370,  Z.  20  lies:  „das  Theorem  für  rationale  Flächen"  statt  „dieses 
Theorem". 

„  402,  Z.  8  lies  „Mem.  Acc.  Torino,  (2),  36,  1884"  statt  „Atti  Acc, 
Torino,  36,   1884". 

„  430,  Z.  5  V.  u.  lies  „Correspondenzprincip"  statt  „Coincidenz- 
princip". 

„   460.    Schreibe  „equazioni  intrinseche"  statt  „equazioni  intrinsiche*'. 

„  475,  Z.  15  V.  u.  lies  „Jlnn.  di  mat,  (2),  1,  1867"  statt  „Ann.  di 
mal,  (1),  1,  1867". 

„  476,  Z.  8  füge  hinzu:  Neuerdings  hat  Bianchi,  Rend.  Acc.  Lincei, 
(p),  10,  December  1901,  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Auf  einer  beliebigen  Fläche^lässt  der  Ort  der  Osculationskreise 
der  Krümmungslinien  eines  Systems  längs  einer  Krümmungslinie 
des  2^^  Systems  diese  Kreise  als  Krümmungslinien  zu. 

Die  Fläche,  welche  der  Ort  der  Osculationskreise  einer  be- 
liebigen JRaumcurve  ist,  lässt  diese  Kreise  als  Krümmungslinien  zu. 

„  502,  Z.  18  V.  u.  lies  „Ann,  di  mat.,  (1),   7"  statt  „Ann,  di  mat, 

(2),  7". 

„  502,  Z.  19  lies  „Journ.  de  Liouvillef'  statt  „Grelle''. 

.,  514,  Z.  6  V.  u.  lies  „Curve"  statt  „Fläche". 

.,  526,  Z.  9  v.  u.  lies  „1825"  statt  „1826". 

„  564,  Z.  13  lies  „1894"  statt  „1864". 

„  564,  Z.  18  lies  „1801"  statt  „1809". 
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682,  Z.  18  lies  „1899"  statt  „1900". 

683,  Z.  2  lies  „Cayley,  6.  Memoir  upon  qmntics,  Phil.  Tram., 
1859"  statt  „Cayley,  Phü.  Tram.,  93,  1859". 

606.  Füge  hinzu:  Bemerkenswerth  ist  das  Theorem  von  Sehur:  Wenn 
die  Biemann'sche  Krümmung  eines  Baumes  in  jedem  einzelnen 
Punkt  nach  jeder  beliebigen  Flächenorientirung  constant  ist,  so 
kann  sie  auch  nicht  von  Pwnkt  zu  Punkt  variiren^  und  der  Baum 
ist  von  constanter  Krümmung.  Schur,  Math.  Ann.,  27;  Bianchi, 
Bend.  Acc.  lAncei,  (6),  11.  1.  Sem.  1902. 

636,  Z.  10  y.  u.  Soeben  erscheint  in  den  Transactions  of  the  Ame- 
rican mathematical  society,  Vol.  3,  January  1902  eine  Arbeit  von 
E.  H.  Moore:  On  the  projective  axipms  of  geometry^  Diese  Arbeit 
untersucht  die  von  Hilbert  sogenannten  Axiome  der  Verknüpfung 
und  Anordnung,  hält  zwar  Schur' s  Bemerkungen  über  die  E«duc- 
tion  der  Hiljjert' sehen  Axiome  der  Gruppen  I  und  11  nicht  für  zu- 
treffend, kommt  aber  auch  zu  dem  Schluss,  dass  die  Hilbert'schen 
Axiome  der  Gruppen  I  und  11  sich  reduciren  lassen. 
664.  Von  den  unter  Torelli  aufgeführten  Arbeiten  ist  die  erste: 
Bend.  Acc.  Lincei,  1890,  S.  561  von  Prof.  Tonelli  zu  Rom,  die 
zweite:  Sulla  totalitä  etc.  von  Prof.  Torelli  zu  Palermo. 


